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I. 

Heber  trigonometrische  Hohen- 

messung. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

1'rofdMor  der  Malherautik  zu  Tarnow  in  Gnlixien. 


Die  trigonometrische  Höhenbestimmung  dankt  ihr  grosses  In- 
teresse hauptsächlich  ihrer  Vergleichung  mit  der  viel  leichter  aus- 
führbaren barometrischen ,  die  an  ihr  den  Prüfstein  ihrer  Genauig- 
keit besitzt    Die  Behandlung  derselben  in  den  mir  zu  Gesiebt 
gekommenen  praktisch-geometrischen  Lehrbüchern,  als :  von  Bauer 
(eigentlich  Stampfer),  Benzenberg,  Crelle,  Francoeur, 
Netto,  Stein,   Ulrich,   unter  denen  (nebenher  bemerkt)  das 
letzte  den  höchsten  Stand  wissenschaftlicher  Darstellung  seines 
gesammten  Lehrgegenstandes  einnimmt,  lässt  jedoch  in  Absicht 
auf  sorgfaltige  Untersuchung  mancherlei  zu  wünschen  übrig.  Da- 
hin gehurt  namentlich:  die  Berücksichtigung  der  Instrumentshöhe 
und  des  Gefälles  der  Standlinie,  die  möglichst  scharfe  Bemessung 
der  irdischen  Strahlenbrechung,  die  Aulstellung  theils  ganz  schar- 
fer, theils  für  den  jeweiligen  Zweck  hinreichend  genauer  Rech- 
nungsformeln,  ganz  vorzüglich  aber  die  Erforschung  des  bei  trigo- 
nometrischen Höhenmessungen  erreichbaren  Grades  von  Genauig- 
keit.   Denn  es  kann  einen  besonnenen  Mathematiker  nur  zum 
Lächeln  bewegen,  wenn  er  die  Lobpreisungen  der  Uebereinstim- 
mung  mancher  barometrischen  Höhenmessung  mit  einer  oft  noch 
alten  und  mittels  mangelhafter  Instrumente  oder  Methoden  aus- 
geführten trigonometrischen  liest,  nachdem  man  doch,  unbeküm- 
mert um  das  Wieweitsicher  des  Endergebnisses,  beiderlei  Formeln 
durch  allerhand  Weglassungen  von  sogenannten  unmerklich  kleinen 
Grossen  zu  beliebten  Filigranformeln  zugeschnitten  hat,  um  auch 
wissenschaftlichen  Dilettanten,  wie  wenig  sie  auch  von  Logarith- 
men und  Goniometrie  verstehen  mögen,  das  Vergnügen  zu  ver- 
schaffen ,   derlei  Höhenberechnunccn  vornehmen  und  mit  ihren 
Resultaten  prunken  zu  können.    Viel  Schuld  an  der  Sucht,  diese 
Huhenformein  so  zuzustutzen,  bat  das  Vorurtheil  der  meisten 

Thcil  XII.  1 
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praktischen  Mathematiker,  die  gebuchte  Grosse  selbst  aus  einem 
einzigen  geschlossenen  Ausdrucke  sämmtlicher  Rechnungsangaben 
zu  berechnen ;  was  naturlich  fast  immer  auf  vaste  Formeln  leiten 
muss,  in  deren  Aufstellung  vornehmlich  die  Verfasser  von  Ma- 
schinenkunden ihre  Meisterschaft  bevviihrt  haben.  Würde  man 
den  Astronomen  nachgeahmt  haben,  so  würde  man  oft  statt  eines 
Formelungehcuers  zwar  mehrere,  aber  dafür  geschmeidige  Hilfs- 
bestimmungsgleichungen  —  von  denen  zuweilen  manche  sich  so- 
ar  recht  leicht  in  bequeme  Tafeln  bringen  lassen  —  erhalten 
aben,  deren  schrittweise  Verwendung  vielleicht  auch  kaum  mehr 
algebraische  und  goniometrische  Kenntnisse  als  jene  voraussetzen 
dürfte. 

Das  Folgende  soll  ein  Versuch  zu  einem  Fortschritt  in  der 
angezogenen  Lehre  nach  dem  neueren  Stande  der  mathematischen 
Wissenschaften  sein. 

2. 

Der  Vorgang  hei  der  trigonometrischen  Höhenbestimmung  ist 
nach  der  Grösse  der  Horizontaldistanz  des  Höhenobjectes  von 
dem  Standorte,  an  welchem  Höhenwinkel  gemessen  werden,  in- 
sofern wesentlich  verschieden,  als  diese  Distanz  entweder  so 
gering  sein  kann,  dass  der  Einlluss  der  Krümmung  der  Erdober- 
fläche und  der  irdischen  Strahlenbrechung  ausser  Acht  gelassen 
werden  darf,  oder  als  die  Entfernung  so  gross  ist,  dass  diese  Um- 
stände berücksichtiget  werden  müssen. 

3. 

A+    Trigonometrische  Höhenmessung  auf  kurze 

Entfernungen. 

Hier  werden  alle  Verticallinien  für  parallel  unter  sich,  und 
die  zwischen  ihnen  enthaltenen  ebenen  Erdkrümmungsbogen  für 
gerade  Linien  angesehen;  daher  sind  auch  die  (scheinbaren)  Ho- 
rizonte (senkrechten  Ebenen)  verschiedener  Vcrticalcn  zu  einander 
parallel. 

4. 

Vor  Allem  betrachten  wir  die  Verwechslung  der  Hori- 
zonte oder  die  Ucberfiihrung  der  Höhenunterschiede  von  einem 
Horizont  auf  einen  anderen. 

Zur  übersichtlichen  Darstellung  unserer  Forschungen  und  ihrer 
Ergebnisse  bezeichnen  wir  die  Erhöhung  eines  Punktes  oder 
Horizontes  M  über  einen  anderen  Punkt  oder  Horizont  A  durch 
(Af—  A),  was  man  etwa  „M  über  A""  lesen  kann. 

Danach  flnden  wir  leicht  folgende  Sätze: 

l.  Wenn  der  Punkt  oder  Horizont  M  nicht  höher  —  wie  hier 
vorausgesetzt  worden  —  sondern  niedriger  als  A  ist;  so  ist  der 
Höllenunterschied  zwischen  M  und  A 
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d.  i.  die  negativ  geuommene  Erhöhung  von  A  über  M. 

2.  Aus  den  Erhöhungen  zweier  Punkte  oder  Horizonte  M 
und  N  über  einerlei  dritten  A  erfolgt  ihr  beiderseitiges  Gefalle 
von  M  (dem  höheren)  zu  JS  (dem  niederen) : 

{M-  N)  =  (M-A)— (N-  A) , 

nemlich  in  Tar.  I.  Fig.  I. 

3.  Aus  der  Erhöhung  von  M  über  A  und  aus  der  von  A  über 
B  findet  sich  die  von  M  über  B: 


(M-B)  =  (M-A)  +  (A-B), 

nemlich,  in  Taf.  I.  Fig.  2.,  QM=PM+QP. 

4.  Ingleichcn  ist 

(,!/-  C)  =  C-W —  A)  -\-  (A  —  B)-\-(B—C)t 
(M-D)^(M-A)  +  (A-B)  +  (B-C)  +  (C-D). 

II.  s.  f.  *) 

5.  Liegen  zwei  H ö henpu n kte  (Höhenohjecte),  nie  M  und 
P  in  Taf.  L  Fig.  2.,  insbesondere  in  einerlei  Verticallinie,  und 
zwar  M  hoher  als  P,  so  ist  die  Höhe 

PM=(M-P)  und  auch  =(M—B)  —  (P—B). 


5. 

Standlinie  (Basis)  nennen  wir  diejenige  (gerade)  Strecke 
AB,  an  der  wenigstens  in  einem  ihrer  Grenzpunkte  —  zumeist  in 
ihrem  Anfangspunkte  A  —  Höhenwinkel  gemessen  werden, 
und  deren  Länge  entweder  unmittelbar  gemessen  oder  mittelbar 
(durch  Rechnung)  gefunden  worden  oder  sonst  wie  bekannt  ist. 

Im  Allgemeinen  ist  eine  solche  Basis  gegen  den  Horizont 
geneigt.  Ist  nun  6  ihre  Lange,  b'  ihre  Horizontalprojec- 
tion,  v  ihr  Neigungswinkel  gegen  den  Horizont,  uud  g  ihr 
Gefälle  (B  —  A)  oder  ihre  Verticalprojection ;  so  gelten  —  wie 
leicht  zu  sehen  —  die  Gleichungen 

A=—  -  =-^-  =  VTm7«,  £=tangv; 
cos  v    sin  v  9  *      b'  ° 

mittels  derer  aus  jedem  Paar  dieser  vier  Grössen  das  andere  Paar 


gefunden  werden 


jeuei 
kann. 


*)  Man  sieht  leicht,  das«  diese  Höhenunterschiede  sich  gerade  so 
rie  Gröi 


wie  Grösscnunterschiedc  behandeln  lausen. 
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6. 

Als  Grenzpunkt  A  der  Basis  (Taf.  I.  Fig.  3.),  wenn  an 
ihm  ein  Höhenwinkel  gemessen  wird,  oder  als  eigentlichen^ Auf- 
stellungspunkt A  des  Winkelmess-Instrumentes,  wo  immer 
ein  Höhenwinkel  gemessen  werde ,  kann  man  am  vorteilhaftesten 
den  Mittelpunkt  des  Höhenkreises,  an  dem  des  Winkels  Grad- 
maass  abgelesen  wird,  oder  den  Einschnittspunkt  der  Axe  dieses 
Kreises  in  die  Verticalobene  der  Höhenvisur  ansehen.  Denn  sehr 
oft  kann  hier  die  geringe  Centrirung  des  Höhen  winkels, 
d.  h.  die  Reduction  seines  mit  ihm  selbst  veränderlichen  Schei- 
tels auf  den  unwandelbaren  Mittelpunkt  A  des  Höhenkreises, 
.  vernachlässiget  werden. 

Wird  nemlich  ein  Höhcnpunkt  M  anvisirt  und  geht  die  Visur 
(optische  Axe  des  Fernrohrs  oder  die  Visirlinie  der  Dioptern) 
nicht  durch  die  Axe  des  Höhenkreises,  sondern  steht  sie^  von 
dieser  um  die  Lange  AC=c  ab;  so  muss,  wenn  £  den  Höhen- 
winkel der  eigentlich  sein  sollenden  Visur  AM,  deren  Lange  =</ 
sein  möge,  und  «'  den  unrichtigen  am  Hölienkreise  abgelesenen 
Höhenwinkel  der  wirklichen  Visur  CM  vorstellt ,  am  Höhenpunkte 
M  der  paralaktische  Winkel  AMC=e  —  b'  entstehen,  ffir  den 
da«  an  C  rechtwinkelige  Dreieck  ACM  die  tiestiiiimuugsgleichung 
liefert : 

sin  (e  —  0=|- 

Da  dieser  Winkel  immer  nur  sehr  klein  ist,  so  kann  man 

sin(e— n=— er- 
setzen *),  wenn  F  die  natürliche  analytische  Winkeleinheit, 
d.  i.  denjenigen  Winkel  vorstellt,  dessen  bestimmender  Kreisbo- 

ten  so  lang  wie  sein  Halbmesser  ist.  und  für  den  ich  (im  Archiv. 
.  Bd.  4.  H.  S.  406.)  die  Benennung  Geh  reu  vorgeschlagen  habe. 


*)  Gewöhnlich  setzt  man,  wenn  der  Winkel  w  «ehr  klein  ist, 
■in  ut  =  ot  sin  l"  «der  tg«»  =  ctf  sin  1".  Im  letzteren  Falte  aber  sollte  der 
Consequenz  halber  wtgl"  stehen,  und  jedenfalls  wäre  es  klüger,  anstatt 
sinl"  und  tgl"  den  arcl"  zu  setzen,  weil  jedermann  den  letzteren  sich 
leicht  zu  berechnen  versteht;  allein  man  hat  hier  nebst  dem  weitläufi- 
gen Schreiben  noch  die  UngemHchlichkcit .  diese  kleinen  Winkel  jedes- 
mal gerade  durch  die  Sekunde  auxracssen  zu  müssen,  wogegen  man 
sie  bei  meinem  Vorgänge  durch  jede  beliebige  Winkeleinheit  messen 
kann,  wenn  man  nur  den  Gehren  /'  durch  diese  Einheit  auamisst.  Auf 
>  diese  Weise  würde  man  in  allen  solchen  praktisch -geometrischen  Rech- 
nungen statt  sinl"  und  tgl"  nur-i.  nnd  anstatt  .  1  -  und  — ,-Ä  blos  F 
°  °  1  sinl"  tgl" 

zu  schreiben  haben,  und  überdies  noch  eine  klarere  Einsicht  in  die  Be- 
deutung solcher  Ausdrücke  und  Gleichungen  gewinnen. 
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Man  findet  demnach  die  Verbesserung  des  Höhenwinkels 


wobei 

180° 

T=  — =57o-29578    =3437  747     ^206-264"  8, 
log=l-75812,  log=353627,  log=5  31443 
ist   Dann  ist  der  verbesserte  oder  eigentlich  gesuchte  Höhenwinkel 

Ist  de  der  äusserste  Fehler  des  Höhenwinkels  f,  den  man  bei 
einer  Visur  mit  dem  zu  Gebote  stehenden  Höhenwinkelmesser 
noch  zulassen  will;  so  wird  man  diese  Verbesserung  so  lange 

anbringen  müssen,  als  e—  *'^&>  folglich 

7lF>9e'  a,so  d  <c& 
ist.    Z.  B.  beträgt  c  4  Linien  und  dt  10  Sek. ,  so  ist  in  Klaftern 

c  ö~t = 12".  72 '         — = 206 26  48 : 2 10 = 95 ' 5 ; 

daher  muss,  so  lange  die  Distanz  d  nicht  über  115  Klafter  beträgt, 
die  angedeutete  Verbesserung  eintreten. 


7. 

Steht  das  Stativ  des  Höhen  Winkelmessers  auf  freiein  Boden, 
und  liegt  lothrecbt  unter  seinem  Mittelpunkte  A  auf  dem  Erdboden 
der  Punkt  A' ,  so  nennt  man  die  Verticale  A'A  gewöhnlich  die 
Instrumentshöhe.  Sie  oder  vielmehr  eine  ihr  gleich  lauge 
parallele  (verticale)  Strecke  kann  in  einem  solchen  Falle  leicht 
durch  einen  vertical  gehaltenen  Maassstab  (Klafterstab)  semessen 
werden.  Ware  aber  A'  nur  ein  Punkt  oder  eine  kurze  Ebene  am 
Erdboden  in  der  Nähe  des  aufgestellten  Winkelmessers,  etwa  der 
Kopf  eines  eingeschlagenen  Pflockes,  die  obere  Fläche  eines 
Marksteines,  oder  einer  unverrückbaren  Steinplatte  im  Pflaster 
einer  Strasse,  Kirche  u.  dgl.,  zur  Feststellung  eines  Verglei- 
chungshorizontes; so  würde,  gleichviel  ob  der  Winkelmesser 
auf  einem  Stative  frei  am  Boden  oder  auf  einem  Fenster  u.  dgl. 
steht,  der  Höhenunterschied  {A  —  A')  die  Instrumentshöhe  sein.  — 
Es  kann  aber  auch  umgekehrt  der  Mittelpunkt  A  des  Höhenkrei- 
ses unter  einem  gewissen  voraus  festgesetzten  Vergleichungsho- 
rizonte A'  liegen,  z.  B.  unter  der  Spitze  eines  Tnurmes  oder 
Signals,  unter  der  Axe  der  Zeiger  einer  Uhr  an  einem  Thurme 
u.  a.  m.  Dann  ist  die  Instrumentshöhe  (A  —  A')  negativ,  nem- 
lich  eigentlich  eine  Instrumentstiefe. 


6 

Werden  an  zwei  Punkten,  A  und  B,  etwa  an  den  Grenz- 
punkten einer  Basis  Höhentvinkel  gemessen ,  wo  wieder  A  und  B 
die  Mittelpunkte  der  Höhenwinkelmesser  vorstellen,  und  sind  A', 
ß'  Vergleichungspunkte  in  der  Nachbarschaft  von  A  und  B;  so 
findet  man  das  Gefalle  der  Mittelpunkte  A  und  B: 

<f={B-A)  =  {B-Bf)  +  (B'-A')  +  {A'-A)  ' 
=  {B~A')\{B- B')  -{A  —  A'). 

& 

Uebergehen  wir  nun  zur  eigentlichen  trigonometrischen 
Höhenbestimmung,  und  setzen  wir: 

1.   Die  Basis  liege  mit  dem  Höhenpunkte  im  Alignc- 
ment  (in  einerlei  Verticalebenc); 

d.  h.  man  habe  in  einer  Verticalebenc  des  Höhenpunkts  eine  mess- 
bare oder  schon  gemessene  oder  sonst  wie  bekannte  gerade  Linie ; 
ferner : 

1.   Die  Basis  endige  in  der  Lothrechten  des  Höhen- 
punktes,  # 

und  zwar: 

a)  Die  Basis  sei  wagrecht.   (Taf.  I. 'Flg.  4.) 

LSsst  sich  im  Terrain  von  einem  gewissen  Orte  bis  an  das 
Höhenohject  eine  wagrechte  Gerade  messen,  so  stelle  man  an 
jenem  Orte  den  Winkelmesser  auf  und  lothe  seinen  Mittelpunkt 
A  auf  den  Boden  nach  dem  Punkte  A'  ab.  Nun  messe  man  die 
Horizontaldistanz  A'B1  die  Instrumentshöhe  A'A  =  t,  und  den 
Höhenwinkel  MAB  =  e  oder  die  Zenithdistanz  MAV*=-^.  Dann 
ist  die  eigentliche  Basis  AB~b  gleich  ihrer  Horizontalprojection 
A'B'—b  ;  und  sonach  hat  man  trigonometrisch  aus  der  Ho- 
rizontaldistanz  6',  und  dem  Höhenwinkel  e  oder  der  Zenith- 
distanz £  des  Höhenpunktes  M  Erhöhung  h  über  den  Mittelpunkt 
A  des  Höhenwinkelmessers  zu  bestimmen;  diese  ist  demnach  aus 
dem  Dreieck  ABM: 

A=;tf/?=(/T/-^)=6'tangE  =  6,cot£. 

Sofort  ist  die  Höhe  MB?  oder  die  Erhöhung  von  /V  über  B' 
oder  A' 

MB'  =  (M-  B')=(M-A')^MB  +  (BB1 = AA ') 

=  (M-  A)  +  {A-  A') =  (M—A)  +  i. 

Sei  nun  b'  um  öb' ,  ferner  t  um  ds  und  in  Folge  dessen  h  um 
8h  gefehlt  oder  unsicher,  so  erhalt  man,  wenn  man  die  Gleichung 
A  =  Ä'tg£  oder  ihren  natürlichen  Logarithmen  differenzirt  und  das 
Diifereutiationszeichen  d  mit  S  vertauscht,  des  Höhenunter- 
schiedes h  Fehler  oder  Unsicherheit: 
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M=tg*.<36  +  — a.T  «nd  T  =  b,  T 

Sind  diese  Fehler  M',  «JA  die  mittleren  oder  die  wahr 
scheinlichsten,  so  ist 


und 


/i 


a 

6)  Die  Basis  sei  geneigt  (nicht  wagrecht) 

und 

er)  endige  sich  im  Höhenpunkte  selbst  (Taf.  I.  Fig.  4.). 

d.  i.  man  kenne  aus  anderweitigen  Messungen  und  Berechnungen 
die  eigentliche  (gerade)  Entfernung  e~- AM  des  Höhenpunk- 
tes M  vom  Mittelpunkte  A  des  Höhenwinkelmessers. 

In  diesem  Falle  findet  man  den  Höhenunterschied 

h=MB  =  (üf — j4)=e.sinc =t?.cosf, 

daher  ihre  Unsicherheit  überhaupt 

u,  6t      .  Sh    Öe  Se 

dA=sinf.oe-f  ueose- und     =  —  -f  cot* .  -p ;» 

und  insbesondere  ihre  mittlere  oder  wahrscheinlichste  Ungcw  issheit 

Sh  =  ^(sin  i .  öe)*  +  (d  cos  t ,  -)* 


und 


10. 

ß)  die  Basis  endige  sich  nicht  im  Höhenpunkte 

(Taf.  1.  Fig.  5.), 

d.  i.  das  Terrain  sei  geneigt  und  man  könne  von  A'  bis  nach  B 
lothrecht  unter  M  die  geneigte  Basis  A'B—b  messen.  In  diesem 
Falle  messe  man  die  Instnimentshöhc  A'A  —  i,  den  Höhenwinkel 
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BAP=6  des  Endpunktes  B  der  Basis  und  den  Höhenwinkel 
MAP—t  des  Höhenpunktes  M. 

Zunächst  findet  man,  wenn  v  den  Neigungswinkel  der  Basis 
gegen  den  Horizont  vorstellt,  im  Dreiecke  AA'B  Itir  den  Winkel 
v—ß  an  B, 

sin  (v  -  0)  =  lb  sin  (9O°+0)=  ~  cos  0 , 

daher  ist 

v=(v-0)  +  0, 

und  die  Horizontaldistanz  A'B'  =  AP=b' =bcosv.  Dann  ist  (ge- 
mäss a)  der  Höhenunterschied 

(M  —  ,4)  =  6'  tang  e = b  cos  v .  tang  e. 
Ingleichen  ist  noch  die  Erhöhung 

(B  —  4) = b'  tang  6 = 6  cos  v .  tang  0 ; 
folglich  die  Höhe 

ÄW.(#-4>-(*-^=»'<tB.-%0=»'£Ö=g 


.  cos  v sin  (c  —  0) 

=r  o  -r — . 

COS f cos  0 


11. 

2.   Die  Basis  endige  sich  nicht  in  der  Lothrechten 
des  Höhenpnnktes.   (Taf.  I.  Fig.  6.) 

Ist  die  Höhe  PM  unzugänglich,  so  messe  man  an  zwei  mit 
M  im  Alignement  liegenden  Punkten  A  und  B  die  Höbenwinkel 
MAP—s  und  MBQ=n,  lothe  die  Mittelpunkte  A  und  B  des 
Winkelmessers  auf  das  Terrain  nach  A'  und  B'  ab,  messe  die 


+ 

folglich  die  Basis 

AB=b—  V6'»  +  ^ 

und  fär  ihre  Neigung  v  ist  tangv  =  |J- 
Nun  ist  im  Dreiecke  J/?Af 

AM/i=5-v,  MBA=.lW°-ri  +  v,  AMB—ri-f, 

daher 
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sin  (t/  —  e)'  sin  (17— f) 

So  sind  die  Abstände  des  Höhenpunktes  M  von  den  Grenzpunk- 
ten A  und  B  der  Basis  oder  von  den  Scheiteln  der  gemessenen 
Höhenwinkel  bekannt»  daher  findet  man  (nach  6, er)  die  Höhen- 
unterschiede 

/tu     a\     am   •       £sin(iy  — v)sint 
(M-A)=AM.mnt=b    sin(l?_<}  . 

(^-i?)^Z?3/.sin^=6fein(/7v)si^. 
Zur  Controle  dient  die  Gleichung 

(tf  _  A)  —  (M-B)  =  (B-A)  =g. 

12. 

11.   Die  Basis  befinde  sich  mit  dem  Höhenpunkte 
nicht  im  Alignement.   (Taf.  1.  Fig.  7.) 

Finden  sich  im  Terrain  keine  zwei  geeigneten  Standorte  mit 
dem  Höhenpunkte  M  im  Alignement,  so  wählt  man  zwei  andere 
passliche  Punkte  A'  und  Bf.  Lothrecht  über  ihnen  in  A  und  B 
misst  man  einerseits  die  Höhenwinkel  MAP=e  und  MBQ=r\t 
und  andererseits  entweder,  wenn  man  mit  einem  Horizontalwin- 
kelmesser (Theodoliten)  versehen  ist,  die  Horizontal  winke  I  * 
und  A,  die,  wie  hoch  auch  A  über  A'  und  ß  über  B"  liegen 
mag,  den  zu  ihnen  parallelen  Winkeln  RA'B"  und  RBttA'  gleichen, 
oder,  wenn  man  einen  Borda'schen  Kreis  hat,  die  geneigten 
Winkel  MAB—  a  und  MBA  =  ß.  Nebstbei  misst  man  noch  die 
Instrumentenhöheu  A'A=i  und  B'B=j,  so  wie  das  Gefälle 
(B' — A^—ffy  und  endlich  die  Horizontaldistanz  A'B"  =  b*  der 
Aufstellungspunkte. 

Auch  hier  ist  wie  vorhin  das  Gefälle  der  Basis 

(B-A)=ff=g'  +  i-j, 

folglich  die  Basis  AB=b=VW^. 

1.  Hat  man  die  Horizontalwinkel  x  und  k  gemessen,  so 
ist  im  horizontalen  Dreiecke  A'B"R 

RA'BT=z%9  RB?A'^X\ 

daher 

die  Horizontaldistanz  A'R  =AP=b'  . "° 

sin  (x  -J- 

daher  findet  man  (gemäss  «): 
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sin  A 

de»  Höhenunterschied  (M—A)  =  AP.  tgf  =  b'  sm'(x       *S  * « 

l2.  Hat  man  dagegen  die  geneigten  Winkel  «  und  0  ge 
messen,  so  ist  im  geneigten  Dreiecke  ABM 

die  Distanz  AM—b  — >^?-3» » 

sin  (a  +  0) 


daher  findet  man  (gemäss  b,a) 

sin  /S 

den  Höhenunterschied  (M—  A)=AM.s\i\z=.b  ;  ,     ■  \r  sin  £ , 

y        '  sin  (a  +  p) 

• 

„  „  (üf—  B)  —  BM  .sin  w=6-r-7 — j-srsinw. 

Jedenfalls  gilt  wie  vorhin  die  Controlgleichung 
{M—A)  —  (M—B)={B—A)  —  g. 

13. 

Trigonometrische  Höhenmessung  auf  weite 
Entfernungen. 

Liegen  die  Punkte ,  deren  Höhenunterschiede  in  Betracht  ge- 
nommen werden,  schon  weiter  als  eine  halbe  Stunde  oder  «ine 
geographische  Viertelmeile  aus  einander ;  so  darf  man,  um  genauer 
zusein,  das  Parallelsein  ihrer  Verticalen  nicht  mehr  zugestehen, 
sondern  man  muss  berücksichtigen,  dass  die  Verticalen  entweder 
allesammt  in  Einem  Punkte,  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  sich 
durchschneiden  oder  im  Allgemeinen  sich  kreuzen  und  nur 
unter  gewissen  Bedingungen  sich  schneiden.  Erweitert  man  näm- 
lich in  Gedanken  die  Oberfläche  des  ruhigen  Meeres  über  die 
ganze  Erde  zur  s.  g.  Meeres-  oder  Er d fläche,  so  ist  diese  im 
Allgemeinen  eine  Ümdrehungsflachc,  deren  Axe  die  Erdaxe  (Um- 
drehungsaxe  des  ganzen  Erdkörpers)  ist.  Nun  ist  die  Verticale 
(Richtung  der  Schwerkraft)  in  was  immer  für  einem  Punkt  die 
durch  ihn  gehende  Normale  der  Erdflhche,  und  als  solche  schnei- 
det sie  die  Axe  der  Erdfläche;  mithin  müssen  zwei  solche  Ver- 
ticalen sich  überhaupt  kreuzen,  ausser  sie  sehen  durch  einerlei 
Parallelkreis (-linie)  aer  Erdfläche,  wo  sie  sich  in  der  Axe  durch- 
schneiden, oder  sie  befinden  sich  im  selben  Meridian.  Nur  in  dem 
besonderen  Falle,  wo  man  die  Erde  für  eine  Kugel  ansieht, 
schneiden  sich  alle  Verticalen  im  Mittelpunkte  derselben.  Gewöhn- 
lich nimmt  man  an,  die  Erdfläche  sei  ein  abgeplattetes  Umdre- 
hungselüpsoid,  obschon  auch  ein  solches  mit  den  bisherigen 
Erfahrungen  wenig  übereinstimmt. 
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Zur  Vereinfachung  der  schwierigen  Höhenberechnung  hei  der 
Annahme,  dass  die  Erdfläche  ein  abgeplattetes  Umdrehungsellip- 
soid  sei,  benutzt  man  den  Umstand,  dass  die  weitesten  Entfernun- 
gen, aufweiche  man  Hühenmessungen  ausführt,  oder  geodätische 
Dreiecksspitzen  von  einander  entfernt  nimmt,  fast  nie  über  zehn 
Meilen  oder  f  Breitengrad  reichen.  In  einem  solchen  Verhältnisse 
massig  engen  Bereiche  kann  man  neralich  das  betreffende  Stuck 
der  Erdfläcbe  mit  zureichender  Genauigkeit»  als  ein  sphärisches 
ansehen,  dessen  Halbmesser  der  s.  g.  Erdhalbmesser  eines 
Punktes  der  Erdlläche  von  mittlerer  geographischer  Breite,  d.  i. 
das  Stuck  seiner  Normale  von  ihm  bis  an  ihren  Einschnitt  in  die 
Erdaxe  ist. 

Denn  da  ist  jeder  Erdmeridiau  eine  Ellipse,  deren  grosse 
Halbaxe  der  Halbmesser  a  des  Erdäquators  und  die  kleine  Halb- 
axe  der  Halbmesser  6  des  Erdpols  ist.  Wenn  daher  die  Abplat- 
tung der  Erde  °      — c,  ihr  Axenverhältniss  -=fi  =  l — a, 

ihre  Excentricitat  (c=  V  b2  —  ai):a=s  gesetzt  wird ;  so  ist  in  Taf.  I. 
Fii*.  8.  an  jenem  Funkte  M,  dessen  geographische  Breite  q>  ist, 
seine  bis  an  die  grosse  Axe  reichende  s.  g.  Normale 

l\ = MN  —        -,  wofern  esin<p=rsin  y  ist; 

cosi/;  Y 

sein  Erdbalbmesser  r=MQ=-^~^,  und  sein  Krümmung« 
halbmesser  R— MO  =  Daraus  folgt 

cos  t//3  ö 

N=R(l-eHin<p*)=zr(l-t*)>  also  iV<Ä<r; 

mithin  liegt  O  immer  zwischen  iV  und  Q,  und  wegen  R<^r  muss 
der  um  mit  r  beschriebene  Kreis  zwischen  den  Krümuiuugs- 
kreifl  und  die  Tangente  von  M  fallen.   Zugleich  ist 

iY^=r-AT=£«r,  NO=R-  N=R.  «*sin<p2, 
OQ=r-ß=/?.— CQ=«*sino>; 

mithin  liegt,  weil  t  sehr  klein  ist,  Q  sehr  nahe  au  C  und  O,  und 

zwar  ist  tör  <p=Q  CQ=Q,  OQ  =  t*a  und  für  a>=90°  CQ=-a, 
OQ=0. 

Aus  all  diesem  erhellt  demnach,  dass  man  iu  der  kurzen  Aus- 
dehnung von  3  Breitengrad  noch  mit  genügender  Genauigkeit  die 
Ellipse  durch  den  Kreis  des  Erdhalbmessers  ersetzen  kimne,  und 
daher  bei  der  trigonometrischen  Hohenraessung  das  iu  Betracht 
kommende  Stück  der  Erdfläcbe  immerhin  für  sphärisch  ansehen 
dürfe.    Zudem  ist  unsere  Kenntnis*  der  Erdabplattung  noch  sehr 

unsicher,  da  sie  zwischen  ^  und  ^  schwankt;  daher  würde  eine 
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selbst  nach  den  strengsten  Formeln  berechnete  Höhe  noch  immer 
höchst  bedenklich  bleiben. 

Im  Folgenden  nehme  ich  nach  J.  C.  E.  Schmidt  (Math,  und 
phys.  Geographie.  1.  Bd.  S.  V.)  nachstehende,  sehr  sorgfältig  be- 
rechnete Werthe  an: 

«=297^=0  00;mi58,  **=0  00671 186, 

a  =  3271852  318  Toisen  =6376958-97  Meter, 
0=3260853-703     „     =6355522  27     "  , 

indem  der  Meter  =443  296  L\o.=:^~^  Toise  ist.  Danach  ist 
der  mittlere  Halbmesser  der  Erde  =6366*241  Meter. 

14. 

Bei  dieser  Voraussetzung  betrachten  wir  als  wahren  Hori- 
zont eines  Punktes  der  Erd-  oder  Meeresfläche  die  als  ihre 
Stellvertreterin  annehmbare  Kugelflache,  bei  einem  höheren 
Punkte  die  concentrische  Kugelfläche;  daher  ist  der  Höhen- 
unterschied jeglicher  zwei  (wie  hier  vorausgesetzt  nicht  allzu  weit 
von  einander  entfernter)  Punkte  M  und  A  in  Taf.  1.  Fig.  9.  der 
Unterschied  der  Halbmesser  ihrer  Horizonte  oder  ihrer  Radien- 
vectoren  OM  und  OA;  also,  wenn  wir  auch  da  die  obige  Be- 
zeichnung beibehalten,  ist 

{M—A)=OM-OA. 

Denigemäss  gelten,  wie  leicht  nachweisbar,  die  oben  (in  4.)  zur 
Umtauschung  der  Horizonte  aufgestellten  Gleichungen  auch  hier. 

Die  Erhöhung  eines  Punktes  (Iber  die  Erdfläche  oder  über 
die  Meeresfläche  wird  auch  seine  absolute  Höhe  genannt.  Da- 
her besteht  der  Radiusvector  eines  über  die  Erdfläche  erhöhten 
Punktes  aus  seinem  Erdhalbraesser  und  seiner  absoluten  Höhe. 


15. 

Die  in  einem  Punkte  auf  seine  Verticale  senkrecht  aufgerich- 
tete Ebene  heisst  desselben  scheinbarer  Horizont.  Das  Stuck 
der  Verticale  eines  Punktes  dieses  scheinbaren  Horizontes  zwischen 
ihm  und  dem  wahren  Horizonte  wird  die  Erhöhung  des  schein- 
baren Horizontes  über  den  wahren  an  jenem  Punkte  genannt. 

Der  Einschnitt  der  Verticalen  eines  Punktes  in  einen  gewissen 
(wahren  oder  scheinbaren)  Horizont  beisst  dieses  Punktes  Ho- 
rizontalprojection.  Der  Inbegriff  der  Horizontalprojectioneo 
sämmtlicher  Punkte  einer  Linie  heisst  die  Horizon talprojec- 
tion  dieser  Linie.  Wird  die  Distanz  zweier  Punkte  in  einen 
wahren  oder  scheinbaren  Horizont  projicirt,  so  heisst  ihre  Pro- 
jection  danach  auch  die  wahre  oder  scheinbare  Horizontal- 
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di  stanz  der  beiden  Punkte.  Jene  ist  ein  Kreisbogen ,  diene  eine 
Strecke. 

Sei  nun  in  Taf.  I.  Fig.  10.  eines  Punktes  A  Radiusvector  /?,  sein 
Abstand  von  einem  in  seinem  scheinbaren  Horizonte  gelegenen  Punkte 
Toder  dessen  s ch einbare  Ho rizontaldistanzrf,  und  sucht  man 
fÖr  diese  Distanz  die  Erhöhung  h  des  scheinbaren  Horizontes;  so 
ist  des  Punktes  T  Radiusvector  =/?-fA,  daher  in  dem  von  R\h, 
R  und  d  gebildeten  rechtwinkligen  Dreiecke, 

Hieraus  findet  man,  falls  man  sich  der  Fourier 'sehen  Division 
bedienen  will, 

A-  d 

und  überhaupt  h  —  VlP  +  d1 — R. 

Entwickelt  man ,  da  d:R  immer  nur  klein  ist ,  die  Wurzel  in 
eine  Reihe,  so  ist 

<P  d* 
k2R~~  HR*""  * 

wo  meist  schon  das  erste  Glied  allein  genügt. 

Wäre  die  wahre  Horizontaldistanz  D  des  Punktes  T 

bekannt,  so  wäre  sein  Radiusvector  =Äscc^,  daher  die  Erhoh- 

D 

ung  des  scheinbaren  Horizontes  A  =  Ä(sec^  —  1),  und  in  eine 
Reihe  entwickelt 

.     />*    5  D* 


auch  meistens  das  einzige  erste  Glied  gentigt. 

Ist  der  Neigungswinkel  ro  der  Verticalen  von  A  und  T  bekannt, 
so  ist  in  T  der  Radiusvector  —  /Zsecco,  daher  die  Erhöhung 

in  ^  ^ 

A=  ß(seco)  —  ])  =  2Ä. — .    Es  ist  aber  /2=rfcoto>,  daher 

V  '  COS  <0 

auch  A=tftang4o,  was  ebenso  aus  dem  Dreieck  ACT  folgt. 


16. 

Bekanntlich  gelangt  ein  Lichtstrahl  von  einem  irdischen  Punkte 
31  (Taf.  1.  Fig.  11.)  in  das  Auge  A  eines  Beobachters  nach  einem 
in  der  Verticalcbene  beider  Punkte  befindlichen  Bogen ,  der  gegen 
die  Erdoberfläche  hin  hohl  ist,  und  das  Auge  versetzt  diesen 
Punkt  in  die  Richtung  AF  des  auf  selbes  treffenden  Bogenele- 
mentes  oder  der  letzten  Tangente  dieses  Strahlenhogcns.  Der 
Winkel  FAM  dieser  Richtung  mit  der  geraden  Entfernung  AM 
des  anvisirten  Punktes,  heisst  der  terrestrische  Refractionswin- 
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kel,  auch  kurz  die  terrestrische  üefraction  (irdische  Strah- 
lenbrechung). 

Die  praktischen  Gcouieter  nehmen  gewöhnlich  an,  dieser  ge 
krümmte  Lichtstrahl  sei  ein  Kreisbogen  von  einem  6  bis  12  über- 
haupt miual  so  grossen  Halbmesser  2t  als  der  Radiusvector  R  des 
lieobach  tungso  rtes. 

I.  Kennt  man  nun  die  (gerade)  Distanz  e  —  AM  des  an- 
visirten  Punktes  vom  Augenpunkte  A,  also  die  Sehne  jenes  Kreis- 
bogens, und  bezeichnet  man  mit  o  den  RefractionMvinkel  FAM, 
so  ist  bekanntlich  «»=22t.sinp,  dah  er 

oder,- weil  2C  =  /w/?,  auch 

sin*=2^ 

1 

wenn  man  ^=71  setzt. 

Da  die  Distanz  e  in  Vergleich  mit  R  schon  sehr  klein  ist  und 
2/»  wenigstens  =12  erachtet  wird,  so  muss  der  Wiukel  p  so  klein 
ausfallen,  dass  man  immerhin,  wenn  die  genäherte  Gleichheit 

durch  =  angedeutet  wird,  sinp  =  p:.T  setzen  kann:  dann  ist 

1     e.     -  e 

II.  Kennt  mao  den  Winkel  <a  =  AOM  der  Verticalen 
von  A  und  und  ist  £=  V AF  die  gemessene  Zenit h dis tanz 
des  Punktes  J/an  A,  folglich  £+p  —  VAM  die  verbesserte  Zenith- 
distanz  desselben,  so  ist  im  Dreieck  AOM 

e     AM    sin  AOM       1  siow 


R     OA  ""sin  OMA  ~~  sio(£+  p-  to) ' 

daher  hat  man 

/  1        \        sin  a 

oder 

(1        \        sinw   a>  
2m"Vsina+p—  a)  1  ~n  sintt+0-0)  ' 

wofern  im  zweiten  Theil  der  Gleichung  p  einen  genäherten  Werth 
der  gesuchten  Refraction  vorstellt    Ein  solcher  ist 

_(  1       \  <o 
^    \2m      /  sin  (£  —  w) ' 

welcher  sich  anf  die  Annahmen  sin  p:  sin  0=0:00  gründet 
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^  Da^  die  Zenithdistanz  meist  nahe  an  U0°  ist  und  co,p  nur  Kehr 
klein  sind,  so  pflegt  man  gewöhnlich  auch  noch  den  letzten  Sinus 
=  1  zu  setzen;  und  erhält  sonach 

,=JL  „=„«>. 

Ich  glaube  jedoch ,  dass  hier  der  Abkiirzungseifer  zu  weit  geht, 
zumal  die  Torletzte  liechnungswcise  mit  5  oder  4stelligen  Loga- 
rithmen gar  nicht  schwierig  ist. 

III.  Ueber  die  Verhältnisszahlen  der  Strahlenbrechung  wi=*K:  Ä 
und  »»=2^  na*  man  von  verschiedenen  praktischen  Geometern 
mancherlei  sehr  von  einander  abweichende  Angaben. 

Bouguer      setzt  m=*J,  also  w  ^^=0  0556, 

Tob.  Mayer     „    m=8,    „    n~  =0-0625, 

Lambert         „    m  =  7,  „  n~y^=Q<ftU, 

X 

Laplace  und  Delambrc  bestimmten  n  =  0  08=j2T, 

also  w =6], 

.    Gauss  fand  n  =  0<)G53= , 

also  wi  =  7f. 

4 

Uebrigens  äussert  die  Beschaffenheit  der  Atmosphäre  auf  die 
Grosse  dieser  Zahlen  einen  namhaften  Einfluss,  der  jedoch  noch 
nicht  genau  ermittelt  ist. 

Ist  die  n  mit  der  Unsicherheit  dn  behaftet,  so  ist  die  der  p 
anhaftende  Unsicherheit  ög,  wenn  man  obige  Gleichungen  loga- 
rithmirt  und  nach  n  und  p  differenzirt,  verhältnissmassig 

So  ön 

p       n  ' 

Nun  schwankt  n  von  0"06  bi«  0  08,  also  kann  man  in:n~l^=\ 

und  daher  dp='p  =  0*33p  setzen.  Selbst  wenn  man  die  beiden 
letzten  genauestens  bestimmten  Werthe  nimmt,  hat  man 

dn=0-080-0O66=0O15,  daher  ^=^= {  und  op=Jp=025p. 

Der  Refractionswinkel  kann  daher  nach  dieser  Bestimmung  bis  auf 
\  oder  J  Seiner  Grösse  unsicher  sein. 

Bezeichnen  wir  noch  die  durch  die  vorletzte  Form  bestimmte 
Refraction  durch  p',  so  ist 
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|-=:cosec  (£—©),  also  =  cosec(£—  o>)  —  1. 

Nun  lindet  man  (z.  B.  mittels  Hut  ton  8  mathem.  Tafeln)  lür 
f-co  =  85«     ,  «0°     ,  75»     ,  70° 

^=^=00038,  00154,  00353,  0*0642. 

Bis  zu  dieser  Grenze  z  -w  =  70°  ist  demnach  der  aus  der  Weg- 
lassung  von  sin  (2—  w)  hervorgehende  Fehler  — —  bedeutend 

kleiner  als  der  von  der  Unsicherheit  der  n  herrührende  -  ,  undin- 

Q 

sofern  durfte  die  Benützung  der  letzten  und  einfachsten  Beiech- 
nungsweise  von  p  gerechtfertiget  sein. 

Besehen  wir  noch  den  absoluten  Werth  von  p' — p,  so  ist 

nco.[cosec(£ —  <o)  —  1], 
von  £  —  to  ist  zunächst 


p'  —  p==nm .  [cosec (£—  o)  —  1] ,  folglich  für  n  =  0*08  und  für  obige 


^—£  =  0000304,  0001232,  0002824  ,  0  005130,  daher 

u) 

Rir  o>=20'  ist  p'-p=0"4,  1  "5 ,  3  "4 .  6"2 

=30            =05,  2  2,  51,  9  2 

=40            =0-7,  30,  6  8,  12-2. 

Man  wird  demnach  aus  dieser  Zusammenstellung  leicht  übersehen, 
ob  der  Fehler  p' — p  in  Rücksicht  des,  hei  dem  zu  Gebote  stehen- 
den Hohenwinkelmcsser,  zu  befürchtenden  mittleren  Fehlers  Be- 
achtung verdiene  oder  nicht. 

17. 

Wegen  dieser  Unsicherheit  in  der  Berechnung  des  Hefrac- 
fionswinkels  bleibt  es  rathsam,  an  beiden  Punkten  A  und  M 
(Taf.  I.  Fig.  11.),  deren  Höhenunterschied  aufgefunden  werden 
soll ,  gleichzeitig  oder  wenigstens  bei  gleichem  Zustande  der  Atmo- 
sphäre, die  Zenithdistanz  £  und  j?  zu  messen.  Sind  dann  p,  p' 
die  Kefractionsivinkel  und  z,  z'  die  um  sie  verbesserten,  also 
eigentlichen  Zenithdistanzen  des  J/  in  A  und  des  A  in  M\  so  ist 

z  —  S+e,  t'rr^  +  p'. 

Dazu  gibt  noch  das  Dreieck  AOM  die  Gleichung 

2  + 1'  =  180°  + w. 

Letztere  verwandelt  sich  durch  die  Substitution  der  Ausdrucke  von 
z  und  z'  in 

CM- «  +  (*  +  ¥')  =  180°  +  «. 
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Nun  kann  man  aber  bei  einerlei  Zustand  der  Atmosphäre  die 
Refractionswinkel  p  und  p'  för  gleich  annehmen,   dann  ist 

Sonach  sind  die  eigentlichen  Zenithdistanzen 

.=90o  +  |  +         s<  =  U0-  +  J  +  ^p. 

Auch  lässt  sich  zu  diesem  Werthe  von  g  die  VerhäJtnisszahl  « 
finden ,  denn  nach  Obigem  ist 

*  Q     •  9  . 

m~—  oder  genauer  w  =  - sin(r— co)- 


18. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  zur  eigentlichen 
Hollenbestimmung  selbst. 

I.    Die  Hasis  liege  mit  dem  Höhenpunkte  im  Alig- 
nement. 

Jedenfalls  setzen  wir  als  bekannt  voraus:  a)  die  Pol  höhe 
des  Standortes  A,  um  danach  den  Erdhalbmesser  desselben 
(nach  13.)  zu  berechnen,  und  6)  die  absolute  Höhe  desselben, 
um  aus  beiden  Längen  die  des  Radius\ectors  R  jenes  Standortes 
zu  finden. 

Nun  kann  ftir  den  Höhen p unkt  gegeben  oder  gemessen  sein, 
entweder 

1)  die  gerade  Entfernung  vom  Standorte,  AM  =  e,  o<Jer 

2)  seine  scheinbare  Horizontaldistanz  im  scheinbaren 
Horizonte  von  A,  d.  i.  die  Tangente  AT=zd, 

3)  seine  wahre  Horizontaldistanz  im  wahren  Horizonte 
von  A,  d.  i.  der  Kreisbogen  AC=D,  oder 

4)  seine  auf  die  Sehne  reducirte  Distanz  im  wahren 
Horizonte  von  A,  d.  i.  die  Sehne  AC~&,  oder  endlich 

5)  der  Neigungswinkel  beider  Verticalen,  nemlich 
AOM=a>. 

Zugleich  sei 

1.  nur  Eine  Zenithdistanz  gemessen  worden,  nem- 
lich in  A  die  Zenithdistanz  f  von  M,  so  dass,  wenn  p  den  (nach 
16.  berechneten)  Refractionswinkel  vorstellt,  die  eigentliche  ver- 
besserte Zenithdistanz  z  =  £-f  p  ist 

Zwischen  diesen  Grössen  besteben  nun  bekanntlich  folgende 
Beziehungsgleichungen : 

Theil  XII.  2 
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*=2Äsini»,  </=/*tgco,  D  =  R%,  «  =  Ä-r-8;~%;. 

5  9  r  sin(r — co) 

Aus  ihnen  folgt 

,  cos  co      _  sin  'co  _       sin(z —  co) 

k  —  d.—  -  =  /).  -~  r=e—  ~  l, 

COSjCO  «CO  cos*» 

cos  co         .  sin  0)1  " 
'       sin  (-^-~cö)  ~~~    ~ö~     sTiT(r~~oj) ' 

£  </  tont,  esmi 

Ist  nun  der  Hoheiumtcrscbicd  (M — A)=zCM  =  U%  so  ist  des 
Höhenpunktes  Radiusvector  OM=Ji+H,  daher  im  Dreiecke  AOM 

R+  //_  e_ 

sin:      sin  (z  —  0))     sin  co* 

Sofort  ist  jedes  dieser  Verhältnisse  auch  noch 

//  // 


sin  z  — sin  (z — to)        .  cd  co 

fc2sin^cos(z— tj) 


co  co 


Hieraus  folgt,  weil  sin  ©  =  2$^ -coa^-  ist 


cos(x-£) 

(1)  H=e  _^ 

COS.J- 

uiid  weil  'lRs\n^  =  k  ist: 

cos(*-") 

Zu  denselben  Ausdrucken  leitet  auch  das  Dreieck  ACM.  Denn 
es  ist  AM  =  e,  AC=k,  CM^H,  ÜAC-  OCA  =  W-", 

VAC=MCA=W+%,  J!MC=90°— («— g),  AMC=z-m,  und 
CiW :  sin      C=  J  J/ :  sin  Ü/CVI = 4  C:  sin  A  MC, 

also 


,      6)      ,     co    sin(z — «)' 

COS(Z—  ;>)  COS„y 


■ 
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Drückt  man  sofort  k  oder  e  durch  d  und  D  aus,  so  erfolgt 


cos(z  —  ~) 


cos  ro 


.  ,  cos 

(4)  j,=B«s-r.  .1 

,0)        siu(r —  w) 


19. 


Hieraus  ersieht  mau,  dass  die  zwei  letzten  Ausdrucke  des  H 
remickelter  als  jene  in  (1)  und  (2)  sind;  wesswegen  es  rathsam 
bleibt,  vorerst  aus  d  oder  D  die  k  oder  e  zu  berechnen,  und  sich 
dann  zur  Berechnung  von  H  der  Gleichungen  (1)  oder  (2)  zu  be- 
dienen. 

Zu  jenem  vorbereitenden  Uebergange  (von  d  oder  D  auf  k  ' 
oder  e)  kann  man,  weil  to  immer  sehr  klein  ist,  viel  bequemer 
folgende  Reihenentwickelungen  benützen,  da  man  in  deu 
meisten  Fällen  nur  das  erste  Glied  derselben  zu  nehmen 
haben  wird. 

Es  ist  nemlich  nach  dem  Vorigen  -.  =      — ,  oder  mit  Rück- 

°     d  cos£co 

.  ,  t     _  d                ,  k     2siniw    ,         _     4 /"^l- cos  cd) 
sieht  auf  Ä=tg  co,  auch  j=  -^7-»  aUo  auch=\   ^  • 

Ferner  ist  1— cosco  =  l  — (1  +  tgco2)-«,  daher 
A     cos <a  3X    «  .  3.5 

,    1.3.    '      1.3.31,  4 
=1-274*8"  +OXBtgw 

und 

fc=d-l(n)  rf+Ä(»)  d"- 

logleichen  .st  s  =  smico:T=  l-j-^-^  +  13333^ 

also  wegen  £=Ä  sogleich  *  =  ^— 0(2/*)  ^  +  TiO  Gä)  />*~ 
Eben  so  hat  man 

^  sin  (1  —  co)  =  cos  co  =  (1  -f  tg  co3)-» 


1—  $tg»a+|j|tgco4  


daher 


e  =  «in  (:-«)  trf    1  (ff  rf  + 1  (ff  d  -  I- 

i 

Endlich  int  noch 

^smCz^^s.ntor^l-.p^jj^  4^  XaTiW/  'V 
also 

20. 

Obige  geschlossene  Hühenfornieln  (in  18.)  lassen  sich  auf  sehr 
mannigfaltige  Weisen  in  gegliederte  und  Näherungsausdrücke  um- 
gestalten.   Um  dies  überschaulich  darzustellen,  wird  es  gut  sein, 
.  vorerst  die  in  ihnen  vorkommenden  Quotienten 

< 

co. 


cos(:— |)  cos(z-|) 


w  — -  y  ■   

co     *  sin(z  — co) 
cos2 

in  solcher  Weise  umzustalten. 

I.    Lost  man  in  u  den  Dividend  auf,  so  ist 

CO 

(1)  u=cosr+sin2fgky. 
Setzt  man  hier  z=£+p  und  löst  auf,  so  wird 

CO  CO 

m = (cos  £  +  sin  Ctg  ^ )  cos  p  —  (sin  £  —  cos  £ tg  ^)  sin  p ; 

wobei  man  die  Glieder  —  wie  auch  in  der  Folue  jederzeit « —  mit 
Rücksicht  auf  den  Umstand ,  dass  cos£,  co,  p,  tg^,  sinp  hier  im- 
mer sehr  klein  sind»  nach  den  Ordnungen  ihrer  Kleinheit  nach 
einander  reihen  muss.  Geht  man  nur  bis  zur  zweiten  Ordnung 
in  cosp  =  l  —  £sin p2....  herab  und  bis  zur  dritten  in  u,  so  wird 


co      .  t  co 


(2)  u=cos£+  sin£tg^  —  sin f sin p  +  cos£(tg  ^  —  i  sinp)  sinp. 

II.  Lost  man  im  Quotienten  v  beide  Divisionselemente  auf, 
so  wird  er 

cos|  cotz  +  tg| 

@)  P~"CO8C0  '  1— COtztg»' 
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Nun  ist  (cot  x  +  tg     :  (1  -  cot  z  tg  co)  =  tg  ^  +  cot  z  j  _ ^  g  ^  ^  . 

09        .  .    Ö»  CO 

w    cos  oj  cos  2  +sincosm.y        cos  ^  j 

l+tg«.tg|=  =  ^  =  co^' 

COS  CO  cos  9  COS  CO  cos  2 

ain(z~co) 

COS  CO  81D  Z 

daher 


1  —  cotztgco  =  - 


co 

cos  :r 


/Jv  2  f       C08X         1  4,  WA 

<4>  v=^,K^=ü)^V 


cosz 


Erwägt  man,  dass  -r—,  r  =  cotz  ist,  so  hat  man 

^  sin(z — co) 

03 

.  ,       .  cosd  — 

cosz 


COt  2 


.   .        .  cos  (z— ty) 

Sinz-— sin(z — co)  _  .  co  2' 

v—  COt 2  =  —.  :  '  COtz  =  2siDcr.-r-7  7~T 

sid(2 — co)  sin(z — -co)  2  sm(z  —  co; 

=2p  cotzsin^> 

daher 

CO 

,  COS^  w 

(5)  •  =  £o7o3 (cot  2 + is  I  +  2»cot  *fiin  f  )• 

Diese  Gleichung  findet  man  schneller  aus  (3),  da 

co  co 
cos  ^  w  w  cos2 

^-^(cotz  +  tg2)  =  r— rcotztgco=r-rcotz.2sin2 T~ 

ist. 

Sobstituirt  man  in  (3)  f+p  fiir  z,  folglich  cotz==tg(g.f  g) 

cotf— tgp  .  , 

— ,  .  ' — so  wird 
Hcotfctgp 

cos|  cot£+tg|  —  tgo  +  cot£tg|tSp 
r"~cosco*  1 — cot£(tgro  —  tgo)  |-tgcotgo 

daher 

co 

.  C082  co 
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III.  Gleicht  man  im  Quotienteo  v  die  Winkel  co  und  %  erst 
auf  den  einen  dann  auf  den  anderen  aus,  so  verwandelt  er  »ich 
in  cot(z-co)  und  cot(r-|),  und  man  findet 

'2  sin  (z — jjeo)sin^  , 

COt(z  —  Cö)  —  r/=  r—,  r  

sin  (:  —  co) 

nach  der  bestehenden  Bedeutung  von  a  und  co  jedenfalls  posi- 
tiv, und 

A  c%  ,  ^  .  CO 

w     j  2cos(r-^ca)sin^ 

~  v  =  — "5  ' 

COS  (2  —  j) 

Multiplicirt  man  die  letztere  Gleichheit  mit 

cos(z-|)* 
rcot(z-2)  =  —  — — —  . 


sin(t  — co)sin(z  — 
welches  immer  positiv  ist;  so  erfolgt 

a     2 cos  (z  —  ~)  cos  (z — ja)  sin  ~ 

r— cot(z— ky)  =  • 

sin(z— %j)sin(z— ©) , 

welcher  Unterschied  nur  dann  negativ  ausfallen  kann,  wenn 
von  tlen  zwei  Winkeln  z— 10>  und  z—  ~  der  kleinere  noch  im  ersten, 
der  grossere  aber  schon  im  zweiten  Quadranten  (Viertel  des  vol- 
len Winkels)  liegt,  also  z— ^cj<*K)°<z-.j,  daher 

ist.  Mit  Ausnahme  dieses  kleinen  Intervalls  von  £co,  das  höch- 
stens 10  Minuteu  betragen  dürfte,  nerolich  von  z>90°  +  ^  bis 

3  w 
zs90°+4ü>»  11*8*  v  immer  zwischen  cot(z  — ky)  und  cot(z— co).  Da 

nun  in  diesem  Bereiche  von  z  —  ^  bis  z— co  die  Cotangente  sich 

mit  dem  Winkel  stetig  abändert,  so  muss  es  ein  Mittel  z—  ßa> 
dieser  Winkel  geben,  so  dass  cot(z— 0ca)=i>  ausfeilt,  wobei  dem* 
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nach  6  eine  absolute  zwischen  \  und  1  Hegende  Zahl  sein  rnuss. 
Mao  kann  diese  Annahme  selbst  auch  noch  fdr  jenes  Ausnahms- 
Intervall  gelten  lassen,  weil  dieses  so  eng  ist. 

Für  diese  interessant  einfache  Gleichung 

(?)  r=cot(t-öto) 

lässt  sich  die  Zahl  6  annäherungsweise  folgender  Massen  finden. 
Entwickelt  man  beide  Formen  von  v  nach  den  natürlich  steigenden 
Potenzen  von  tgöco  und  tgw,  so  erfolgt  nach  (3)  und  n.  19., 
wenn  man  nicht  über  die  erste  Ordnung  hinausgeht,  einerseits 

CO 

r  =  cotz-f  tg^-  +cotx*tg©+  •••• » 

andrerseits 

Sollen  nun  die  erstgradigen  Glieder  möglichst  nahe  übereinstim- 
men, also 

tgöa)(l  +  cots2)  =  tg^  +  cot:*tgw 

» 

sein,  so  muss 

tg  =• 

^  =  öir-=-  sin  ;*  f  COS  z»=;sin  2«  -\  cos  z2 
tgoo  tgra 

sein.   Dies  gibt 

•  1  +  cosz*    3+ cos  2»    3— cos  2(00^-5) 
(8)  0=  2  =  4      =  4 

3-cos2(z— 90°) 
='  4  ' 

Oder  entwickelt  man  beide  Formen  von  v  nach  den  Potenzen 
von  co  gemäss  Maclaurin's  Theorem,  indem  man  sie  durch 
f{a>)  und 1  <p((o)  bezeichnet;  so  soll 

fta)  =  flO)  +  /'(0)a>  +  ....= rf»)  =  <p(0)  \  <p'(0)«H  ..... 

also,  weil  schon  /(0)=:cotz=<p(0)  ist,  auch 

f>(0)  =  9>'(0) 

sein.   Nun  isl 

isin(z— cö)sin(2  — ^)  +  cos  (z  —  w)  cos(z  — ky) 

—  .-7 — —  

sin  (z  —  od)2 
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*'(ö)=sln(:-0a,)*; 

daher  soll  sein 
sonach 

6=4  sin  :2  +  cos:2, 

wie  oben. 

Hat  man  demnach  den  angemessenen  Werth  von  6  berechnet, 
so  ist  ganz  einfach 

r  =  cot(s  —  6a>). 

IV.   Je  näher  z  an  90°  Hegt,  desto  näher  befindet  sich  $  an  i. 

Für  diesen  gewöhnlichen  Fall,  wo  c=cot(z  —  i»)  werden  muss, 
setzt  man  demnach  mit  Francoeur  (Geodäsie  n.  250.)  und  Stam- 
pfer (in  seinen  Vortragsheften,  Öffentlich  genannt:  Bauer  und 
Bartak,  Anfangsgr.  d.  prakt.  Geom.  8.  Wien  1833.  S.  194.)  vor- 
theilhaft 

:  — ico  — Z. 

Dadurch  wird  eigentlich 

cosZ    cotZ  1 

^""sinCZ— ico)""cosiw'l  — cotZtgl»' 

oder,  wenn  man  theilt, 

(9)  ^^—[l+cotZtgito-KcotZtgi^H....]. 

Noch  kann  man  £~|^  =  (1  +  tg4»*)-l  =  l  —  Jtgjco2....  einführen, 
und  erhält  so 

(10)  v = cot  Z{1  +  cot  Ztg  im — (i  —  cot  Z3)  tg  4»»]. 
Diese  vorbereitenden  Urastaltungen  mögen  genügen. 


21. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  Aufstellung  der  gegliederten 
Hühenfonneln  und  heben  wir  mit  den  vollständigen  an,  auf 
welche  nur  die  Formeln  (1)  und  (4)  in  n.  20.  fähren  können. 

I.    Nach  (1)  in  n.  18.  und  nach  n.  20.  (1)  ist 


H=:eu  —  eva*2  +  esin:tg  y 
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Nun  ist  eeosz  die  scheinbare  Erhöhung  {M  —  Ä)  =  -4  und  esinz 
die  scheinbare  Horizontaldistanz  Jb  des  Punktes  M  von  A ;  daher 

*siostg|^  =  2Dtg^  die  dieser  Distanz  entsprechende  Erhöhung 
des  scheinbaren  Horizontes.    Setzt  man  demnach 

(1)  ecosx  =  <6,  esinz  =  J>,  2>tg|  =  <6'; 

so  ist  die  gesuchte  Erhöhung 

(2)  //  = *  + 

Diesen  Ausdruck  kann  man  auch  unmittelbar  aus  der  Zeich- 
nung (Taf.  I.  Fig.  11.)  auffinden.  Fällt  man  nemlich  aus  M  auf 
AT  die  IUK  senkrecht  und  verlängert  sie  bis  zu  ihrem  Einschnitt 
L  in  die  Sehne  AC;  so  ist  RM=<4,  AK=lb,  daher 
ÄL--^2)tgi»=iS/,  weil  KAL=la>;  und  sofort  ist  =  «6 
Es  ist  aber  ALK=90°-^  und  ACO=zMCL^W>—  iw,  daher 
(ALK=CLM)=MCL,  und  im  Dreieck  MCL  die  ML=MC=H; 
folglich  ist  H=*  + 

Kennt  man  demnach  die  gerade  Entfernung  e  des  Höhenpunk- 
tes M  vom  Standorte  At  so  wird  man  die  gemessene  Zenithdi- 
stanz  f  um  die  Refraction  o  vermehren  zu  der  nunmehrigen  wah- 
ren Zeoithdistanz  z,  wie  bei  parallelen  Verticalen  (nach  n.  U.),  den 
scheinbaren  Höhenunterschied  (iüf — A)—^,  und  die  scheinbare 
Horizontaldistanz  &  berechnen,  zu  dieser  wieder  die  Erhöhung 

des  scheinbaren  Horizontes  bestimmen  und  um  sie  jene  vor- 
läufige Höhe  vergrössern,  auf  dass  man  die  wahre  Erhöhung 
(M  —  A)  =  H  vollständig  erhalte. 

II.   Aus  (4)  in  it.  20.  und  aus  (3)  in  n.  18.  folgt 

COSZ  (O 

Berechnet  man  demnach  die  genäherte  Höhe 

und  (vermöge  n.  15.)  die  der  scheinbaren  Horizontaldistanz  d  an- 
gehörige  Erhöhung  des  scheinbaren  Horizontes 


CO 


(4)  dtg2=A, 

so  findet  man  den  verlangten  Höhenunterschied  (M — A) 

(5)  H=h'  +  h. 

Auch  dieses  bestätigt  die  Zeichnung  (Taf.  I.  Fig.  11.).  Denn 
es  ist  im  Dreieck  die  TM=  AT  Bin  MAT-.sin  AMT=dcosz 

:sin(x— «)  =  h'  und  TC  =  Ä;  endlich  ist  H=CM=  CT  +  TM 
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=.h-\-h'.  Somit  stellt  h=TM  die  mit  Kiicksicht  auf  die  Neigung 
o»  der  Verticalen  geschätzte  scheinbare  Erhöhung  (M  —  A)  vor. 


22. 

Uebergehen  wir  nun  auf  die  gegliederten  Näherungs- 
tormein. 

I.  Setzt  man  in  der  letzten  der  Gleich.  (1)  in  n.  21. 

t       — 1  + vr+tgör*  _    i.i4  ,.i.i.3,  § 

tang  ico  =  t~   ==  ,  tg  co—  ^  tg  co3  +         tg  a>» .... 

und  erwägt,  dass  nach  n.  20.  und  nach  denselben  Gleich.  (1) 
iD 

tango>  =  j£-^|  ist,  so  hat  man  die  Erhöhung  des  scheinbaren 
Horizontes 

wobei  man  den  Winkel  cd  nicht  zu  kennen  braucht  und  gewiss 
immer  mit  dem  ersten  Gliede  allein  ausreicht. 

Im  Zusammenhange  wird  man  also  nach  der  Reihe  die  fol- 
genden Gleichungen  verwenden: 

(1)  ^=*cosz,  2>—  esinz,  TFfj£to~-(*  i£f^*^  * 

(2)  H=4  +  4. 

II.  Aus  n.  20.  Gl.  (5)  und  n.  18.  Gl.  (3)  folgt 

H  —  dcaiz  +  f/tg  kj  -f  </ecotz.2sinkj- 

Hier  ist 

(3)  rfcots=Ao 

die  scheinbare  Höhe  (M—  A),  geschätzt  nach  der  Verticalen  in  A 
und  gemäss  n.  8.  berechnet,  und  wieder 

(4)  r/tg|=A 

die  Erhöhung  des  scheinbaren  Horizontes. 

Endlich  stellt  das  letzte  Glied  </f cot:. 2 sin    den  Zusatz  zu  der 

nach  der  Vertiealen  in  A  geschätzten  scheinbaren  Höhe4  Äq,  um 
die  eigentlich  verlangte  nach  der  Verttcaleo  in  B  geschätzte  Höhe 
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A'  zu  erhalten,  «lar;  desswegen  bezeichnen  wir  selben  durch  d/i0t 
neinlich 

Cd 

(5)  d r  cot  z .  2  «in  t,  =  z/A0. 
Nun  ist 

(6)  cfcotz  =  A0:  *=^p  2sin.j=A:Ä,  daher 

(7)  .  A=4  =  *M)i=^ 

Dem  zufolge  ist  die  verlangte  Erhöhung  (M  —  A) 

(8)  //=A0-fA+^A0. 

Fast  immer  wird  mau  den  Zusatz  ^A0  vernachlässigen  können, 
da  das  Verhältniss 

sehr  klein  ist. 

Aehnlich  gibt  die  Gl.  (3)  in  n.  20.  mit  Gl.  (3)  in  n  18. 

|rfcotz-f  <Ztg| 
cotztg  CO 


Fuhrt  man  hier  aus  (6)  und  (4)  die  A0  und  A  ein,  und  beachtet, 

f£  An 

dass  tgco=^,  also  cotztg  a=ß  ist,  so  findet  man 

„_  K  -f  A 

// —  v-  » 

I  An 
l~  R 

oder  wenn  man  dividirt: 

//=(/,0+AKl  +  ^+^  +  ....). 
Setzt  man  daher  wieder 

(7)  ^An=(A0+Ä)*J  =  ^. 
so  ist 

(8)  /^Ao  +  A  +  ^V 

Also  auch  wenn  die  scheinbare  Horizontaldistanz  d  des  Höhen- 
punktes bekannt  ist,  kann  man  die  gemessene  Zenithdistanz  £ 
durch  die  Refraction  o  zur  wahren  Zenithdistanz  z  ergänzen,  zu 
dieser  wie  hei  parallelen  Verticalünien  (in  n.  8.)  die  scheinbare 
Hohe  Ao  und  zu  ihr  die  nach  jener  Distanz  bemessene  Erhöhung 
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h  des  scheinbaren  Horizontes  hinzufügen ,  wonach  man  den  Höhen- 
unterschied {M — A)  =  H^=hi)  +  ft  nur  um  eine  Grösse  4fiu  zu 
klein  erhalten  wird,  die  zufolge  Gl.  (9)  von  der  Höhe  H  meistens 
ein  so  geringer  verhältnissmassiger  Theil  ist,  dass  er  den  unver- 
meidlichen Beobachtungsfehlern  gleich  gehalten  werden  kann. 

III.  Die  Gleichung  (2)  in  n.  18.,  verbunden  mit  Gleichung  (10) 
in  n.  20.,  giebt 

kt>  =  k  cot  Z  [H  cot  Z  tg  •  co -  ( 4  -  cot  Z*)  tg  * »»]. 
Setzt  man  die  vorläufige  für  die  calculative  Zenithdistanz 

(10)  £  +  i>-4"  =  z-|=Z 

berechnete  Erhöhung 

(11)  *cotZ  =  b, 
ihre  erste  Verbesserung 

(12)  t>cotZtgiö)=^b 
und  ihre  zweite  Verbesserung 

(13)  =  b  U  -  cot  z*)tgi«>* 

so  findet  man  den  Höhenunterschied 

(14)  #=b  +  ^  +  ^b. 

k 

Da  tangi«or=sinito=^  ist,  so  gibt  diese  Gleichung  mit  der  (11) 

b 

multiplicirt  cot  Z  tglw=2^,  daher  ist  auch 

•  b*      b  . 

(15)  ^  =  2Ä~2B'*' 

de)  ^>=-<24)'*>+(4)'«'- 

Hieraus  ersieht  man,  dass  man  die  zweite  Verbesserung 
wegen  ihrer  Unbedeutenheit  fast  immer  wird  weglassen  oder  höch- 
stens zur  Schätzung  des  Fehlers  berechnen  kann.    So  erhalt 
man  die  von  Stampfer  (a.  a.  O.  S.  194.)  angegebene  Näherungs- 
formel 

#  =  b  +  <4b. 

Genauer,  ohne  eine  erhebliche  Vergrösserung  der  Rech- 
nung, erhält  man  die  Höhenformel,  wenn  man  Gleichung  (9)  statt 
(10)  in  n.  20.  nimmt,  und 
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# 

(1/)  T-t> 

COS  J  CO 

P 

setzt,  da  dann  cot  Ztgiw=^sin  iaj=^,  daher 

(18)  <fl>=|j  t>,  ^=(^)*»> 

wird,  und  noch  immer  die  Gleichung  (14)  bestehen  bleibt. 

IV.  Die  Gleichung  (2)  in  n.  18.  vereint  mit  den  Gleichungen 
(7)  und  (8)  in  n.  20.  leitet  auf  folgende  Höhenbestimmung. 

Man  berechnet  vorerst  die  Hilfszahl 
/im  n    3-cos2(90°— ;)_3-co82(z-90°) 

und  sonach  die  Erhöhung  (M — Ä) 

i 

(20)  H=lccot(z-6u). 

V.  Verbindet  man  die  Gleichung  (1)  in  n.  18.  mit  der  Glei- 
chung (2)  in  n.  20.,  so  erhält  man 

Ct)  CD 

/#=ett=ecos£+  esingtg^-  —  esin£sino-f  ecos£ (tg^-  —  isin^sinn. 
Setzt  man 

(21)  ecos£=b,  esin£=ö, 
ötg|=b',  ösino=b",  b(tgf -isinp)sino=bw; 

so  wird 

(22)  /J=b  +  b'-t>"  +  l>" 

Dabei  stellt  b'  die  der  scheinbaren  Horizontaldistanz  D  entsprechende 
Erhöhung  des  scheinbaren  Horizontes  vor,  daher  kann  man  (ver- 
möge n.  15.)  auch  angenähert  setzen 

(23)  b'=m 

co  * 

Ferner  ist  mit  Rücksicht  auf  n.  16.  b'^b'=8ino:tg2==*w:i«=2n, 
also 

(24)  b"=2nb;. 

Endlich  ist  cur  Schätzung  des  Weglassunggfehlers 

(25)  r=£a>'-lb")b"=  %  (!-»)• 
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Aehnlich  gibt  die  Gleichung  (3)  in  n.  18.,  verknüpft  mit  (6) 

in  n.  '20.: 

H—  d  cot  H  d  tg  |  —  d  tg  q  +  d  cot  P  (tg  *>— tg  o) . 
Setzt  man  nun 

(20)  </cot£=b,  r/tg|=b\  </tgo=:b", 

bcot£(tga>-tgo)==bw; 

so  gilt  wieder  die  Gleichung  (2*2).  < 
Dabei  ist  noch 

(27)  ' 

die  der  Horizontaldistanz  d  entsprechende  Erhöhung  des  schein- 
baren Horizontes,  und  wieder 

(24)  b"=2«b'; 
endlich  ist  *ur  Bemessung  des  Weglassungsfehlers 

(28)  bw  =  Q-)'(2b'-n  =  ^(l-ii); 

da  man  auch  hier  bei  b"  stehen  zu  bleiben  pflegt. 

Anstatt  also  die  Zeuithdistanz  £  um  die  Refraction  g  zu  ver- 
grö8sern,  vermindert  man  die  Hübe  selbst  wegen  der  Refractinn 
um  b"- 

Auf  diese  Weise  rechnet  Benzen berg  (Höh.  Rechenkunst. 
8.  Düsseldorf.  1813.  8.  544.)  und  nach  ihm  Netto  (Handb.  der 
Vermessungskunde,  kl.  8.   Berlin.  18*25.  2r  Tbl.  S.  138.). 

VI.  Setzt  man  endlich  für  b"  «einen  Näherungswerth  aus 
(24),  so  Gndet  man 

(29)  //=b  +  (l-2w)b/  +  bw. 

Dabei  ist  2«  nach  Bouguer  =  [  =011,  nach  Tob.  Mayer  =J=0  12, 

nach  Gauss  =«y  =0*13,  nach  Lambert  =  J  =0*14,  nach  De- 

larobre  =  J=0*16. 

Auf  solche  Art  rechnet  Crelle  (Handb.  d.  Feldmessens  u.  s.  f. 
8.    Berlin.  18*26.    §.  134.) 


23. 

Sind 


2.  die  beiderseitigen  Zenit hd ist anz en  geraesseo 
worden,  nemlicb  in  A  die  f  und  in  M  die       so  ist  nach  n.  17. 
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cos  (z -  2 )  =  sin  Ur  -  0 .  »in  (r  -  «)  =  cos  '  a>) ; 

mitbin  übe»geheo  die  Hohen  form  ein  in  n.  18.  in  die  folgenden: 
(I)  H-e  —  oFr— , 

cosi<a  cosi(^—  £  +-  co) 

|/=ß^r_«in^^ 
1«       cos>(£'  —  £+») 

Von  diesen  übergeht,  wie  leicht  zu  seheii,  die  Formel  (2),  wenn 
man 

(5)  *tgW-Q  =  k,   fR-h  =  h' 

setzt,  in 

(<5)  //=A  +  A\ 

wobei  man  demnach  weder  den  Winkel  w  nocli  die  Refraction  zu 
kennen  braucht.   (Vergl.  Stampfer  a.  a.  O.  S.  196.) 

24. 

III.   Die  Basis  liege  mit  dem  Höhenpunkte  nicht  im 
AI  ignemen  t. 


;i  diesem  am  hautigsten  eintretenden  Falle  kann  man  wie- 
der (wie  in  n.  1*2.  schon  erwähnt)  entweder  die  Horizontal-  oder 
die  geneigten  Winkel  an  den  Grenzpunkten  der  Stand  Ii  nie  messen. 

1.  Alan  habe  bei  A  (in  Taf.  I.  Fig.  12.)  den  Horizontal- 
winkel  PAB  —  x  und  an  B  den  Hnrizontalwinkel  QBA'  =  X 
gemessen.  Vollendet  man  durch  Fährung  der  B'P  das  Dreieck 
APB' ,  so  ist,  weil  die  Ebene  PA  Bf  auf  CM,  daher  nicht  wie  die 
A'BQ  auf  OB  senkrecht  steht,  der  Winkel  AB' P  von  dem  ge- 
messenen A'BQ  =  X  etwas,  wenn  auch  noch  so  wenig  verschie- 
den, was  ich  nirgends  beachtet  finde.  Diesen  Winkel,  den  wir 
mit  X'  bezeichnen,  werden  wir  bestimmen,  indem  wir  um  B'  das 
Kugeldreicck  DEF  legen.  In  diesem  ist,  sowie  die  Ebene  PAß' 
auf  CM,  also  auch  auf  der  Ebene  AGB  senkrecht  steht,  die 
Seite  DE  auf  DF  senkrecht,  also  EDF  —  90°.  Ferner  ist 
DE=AB'P=X' ,  DFE  =  A'BQ  =  X,  und  wenn  wir  den  bekann- 
ten Winkel  AOß=(o0  setzen,  ist  am  Dreieck  AGB1  wegen 
OABf  =  W>  der  AB'F=W>+w0  =  DF.  Mithin  giebt  das  Kugel- 
dreieck die  Gleichung 

sin  Z>F=  tang  DE .  tang  (90°  —  DFE) , 
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oder 


folglich  ist 


cos  Q>0  =  tang  iL'  cot  k , 


tang  k'  =  tang  k  cos  ta0. 


Bezeichnet  man  nun  der  Basis  AB  scheinbare  Horizontalprojec- 
tion  AB'  mit  blt  so  findet  man  aus  dem  Dreiecke  Alf P  die 
scheinbare  Horizontaldistanz 


AP^d^b, 


;in  X' 


sin  (x  +  A') 

Ingleichen  findet  man,  wenn  BÄQ  =  k'  gesetzt  wird, 

tang  %'  =  tang  x  cos  g>0 , 

und  wenn  der  Standlinie  AC  zweite  Horizontalprojection  BA'=b% 
gesetzt  wird,  aus  dem  Dreiecke  A'BQ  die  scheinbare  Horizon- 
talprojection 

Dass  man  hiezu  die  Horizontaldistanzeu  blf  6a,  so  wie  den 
Winkel  w0,  in  dem  Höhendreiecke  GAB  nach  den  in  n.  18.  bis  n.  23. 
gelehrten  Weisen  aus  sonstigen  bekannten  Grössen  berechnen 
müsse,  ist  wohl  ohne  meine  Erinnerung  klar. 

2.  Hat  man  die  geneigten  Win  kel  MAB=ct  und  MBA=ß 
gemessen  und  die  Basis  AB=b  ist  bekannt,  so  findet  man  die  gera- 
den Distanzen  AM=ex  und  BM  =  e2  wie  in  n.  12.  aus  dem  Drei- 
ecke ABM  nach  den  Gleichungen 


,  »in/? 


sin  et 


sin  («  +  » 


•)  Die  von  X  und  x  nur  wenig  verschiedenen  Winkel  A'  und  x'  las- 
sen sich  auf  folgende  einfachere  Weise  zureichend  scharf  bestimmen.  Es 

ist    wegen   cosW„  <  1   auch  A'  <  k    und   tan.r(A-  V)  = 

.  .       .  1  +  l&AtgA 

1 — ro*w„  ,  sin  Ao>0  .sin2/         _  .  .  , 

sein  dürfte,  so  ist  sin4«0  =  <^j0  d.  h.  nahe  gleich,  wenn  auch  kleiner 
Rl.  «£f  2(sinAsinJ«0)»=>0  und  tg(A -A')=  <  Darum  darf 

man  mit  Recht  setzen  k— k*  =  {  jr<o0*\n2k.   Eben  so  ist 


I        1  W0  -ex 

x  —  x'  =  J  ^  cuo««2*» 


Diese  leicht  an  berechnenden  Unterschiede  von  k  nnd  x  abgezogen,  geben 
sofort  die  Winkel  k'  nod  x'  «elbst. 
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Nach  diesen  Vorrechnungen  und  nachdem  mau  noch  die  Ra- 
dienvectoren  QA  —  Rlt  OB  =  B.t  bestimmt  hat,  kann  man  in  den 
Höhendreiecken  OAm  und  OBM  die  Winkel  AOM=<üt  und 
BOM—a^  berechnen  und  aus  den  gemessenen  und  der  Refraction 
halber  verbesserten  Zenithdistanzen  die  wahren  Höhenunterschiede 
(M-A)  =  OM—(JA  =  Hl  und  (*/  —  B)~  OM  -  OB=B2  nach 
der  in  n.  18.  bis  23.  erörterten  Weise  bestimmen.  Aus  ihnen 
kann  man  sonach  noch  das  Ge falle  der  Basis  AB,  nemlich 
g  —  (B — A)~  Ii*  —  Hy—Ily — //2,  berechnen,  oder,  nenn  es  be- 
reits bekannt  wäre,  zur  Controle  benutzen. 


•23. 

Untersuchen  wir  nun  den  Kinlluss  der  unvermeidlichen  Feh- 
ler der  gemessenen  Strecken  und  Winkel  auf  die  Fehler  der 
aus  ihnen  berechneten  Grössen;  und  bezeichnen  wir  dabei  jeden 
Fehler  einer  Grösse  durch  den,  ihrer  Bezeichnung  vorgesetzten 
Buchstaben  d. 

1.  Aus  den  Ausdrücken  von  dt ,  </.2,  wenn  man  abkürzend 
x'  =  x,  X'  =  X  setzt,  findet  man  durch  Logarithmation  und  Diffe- 
rentiation 

6d%     ibx  .  ,         sinx  ÖX 

d,  =  *T     COt  ("  + 1)  r  +  «in  il  sin  («  +  1)  r ' 

oder,  wenn  man  mit  rf,  sin  (x  +  A,)  multiplicirt  und  erwägt,  dass 
~^=^.^,  „nd  weil  Dreieck  OAB'coOBA'  ist,  dass  £=y* 

=  ~  1  —  jfl  so  findet  man 

sin  (x  -f-  X) ddx  =  sin Mx  —  cos (x  -f  X)  ^  +  (1  —  * 
daher  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 

X  AI 

(sin  (x  +  X)  (sin  Xöbx)* -f  (d,  cos  (x+ X)  p)H((l~  j^)</*f  )a 

und  analog 

AI  A 

(sin(x-f  A)<W2)*=(sin  Xdb2)*+(d2  cos(x+A)  r)*+((l  —  jrK  |?)*; 

wobei  man  wohl  fast  immer       und      vernachlässigen  dürfen  wird. 

2.  Aehnlich  findet  man  aus  den  Ausdrücken  von  ex ,  e« 

fiet     6b  da  sin  a  Sß 

—  =  T-cot(«+»  r  +  sm/3sin(a^  • 

oder,  wenn  man  mit  e1sin(a-f /?)  multiplicirt  und  erwägt,  dass 

84^=^  ist,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
stop  ex 

The»  XII.  3 
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(sin  (a  f  ß)öei)*=  (smßöb)*  +  (e,  cos  <«+/*)       -f  (e*^)*, 

s 

und  analog 

(ein(a  +  ßde4)»=(8iii«MJ»  +  (e2cos(«  +  ft^)a+(«?i  ^)*. 

I 

3.    Für  die  Ausdrucke  von  //  in  n.  18.,  wenn  man  für  diese 

Fehleruntersuchung  S(o  =  0  setzt,  da  schon  u  selbst  sehr  gering 
ist,  erhält  man  auf  die  angegebene  Weise: 


/ö/iy  .  /öey  »  dx 


und  dabei 


_/WV     /   ^2  dx\ 

y  sin(:— w)cos(r  — jr)  / 


20. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Genauigkeit  zu  geben,  mit 
welcher  trigonometrische  HShenbestimmungen  ausgeführt  werden 
können,  uqd  nie  weit  die  aufgestellten  Näherungsformeln  aus- 
reichend seien,  möge  hier  noch  die  Berechnung  einer  mit  vieler 
Sorgfalt  vorgenommenen  solchen  Messung  stehen. 

D'Aubuisson  *)  unternahm  im  October  d.  J.  1809  eine  tri- 
gonometrische Messung  der  Höhe  des  Monte  Gregorio,  wel- 
cher Berg**)  in  der  Nähe  von  Twin  mit  seinem  Gipfel  unter 
45°  geographischer  Breite  liegen  soll,  den  ich  aber  weder  auf 
einer  Karte  noch  in  einer  Geographie  auffinden  konnte. 

Die  Länge  seiner  Standlinie  war  $70'*  Meter  und  auf  den 
Eispunkt  leducirt  670*3  Meter  Das  östliche  Ende  A  lag  um  g^sVSF* 
niedriger  als  das  westliche  B.  Turin  selbst  liegt  607  Par.  Fuss 
=  107  Meter,  seine  Sternwarte  738  P.  F.  über  der  Meeresfläche.  ***) 

Die  Winkel  wurden  mit  einem  von  Lenoir  verfertigten  acht- 
zölligen Borda'ischen  Wiederholungskreise  gemessen. 

1.  Der  geneigte  Winkel  o  am  östlichen  Standorte  A  war 
97°  13' 10  "5;  uemlich 


')  Wie  Benzenberg  in  «eiacr  Höheren  lltchciikuii«l  $.  29.  und  36. 
anfuhrt. 

")  Wie  J.  J.  Suppun  in  «einer  Hypsometrie,  gr.  8.  Innsbruck  1834. 
5.  97.  erwähnt. 

"*)  Gebler'«  Physika!.  Wörter*.  5  Bd.  „ Hökenpuakte ,  barome- 
trische. " 
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Wie-  A"'- 

Abweichung 

derholnngeu.  lc»ungen. 

vom  Mittel. 

2a 

2Ja 

2  .  .  .  194«  26' 15" 

194°  26' 15" 

+6" 

36 

4  .  .  .   28  63  0 

—  -  45 

—  24 

576 

6  ...  223  19  0 

 0 

+21 

441 

8  .  .  .   57  45  30 

 30 

—  9 

81 

10  .  .  .  252  11  45 

 15 

+  6 

36 

Summe  105 

0 

1170  = 

Im  Mittel  2a =194°  26'  21",  also  a=970  13'  10"-5,  mittlerer 
Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen  *)= y  [JcP] :  (5—  1)= J  V1170**) 

=8"*5,  mittlerer  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  =»V  -~ 

=  3"-8=oa. 

2.   Der  andere  geneigte  Winkel  ß  am  westlichen 
B  war  76°  32'  46"5,  nemlich 

Wie-  Ab- 
dertiolungcu.  lesuugen. 


2  ...  153»  6'  15" 
4  ...  306  12  30 
6  .  .  .   99  18  0 
8  .  «  .  2o2  22  0 
10  .  .  .  45  27  45 


20 

2Jß 

153°  6' 15" 

-42" 

1764 

-   6  15 

-42 

1764 

-    5  30 

+  3 

9 

—    4  0 

+93 

8649 

—    5  45 

-12 

144 

»me  27  45  | 

0  112330 

Im  Mittel  2/5=153«  5'  33",  also  0=76°  32'  46"  5,  mittlerer  Fehler 
=27"-8,  und  i0=12"  4. 

Aus  beiden  folgt  der  dritte  Winkel  ^jHÄ=180°— («  +  £) 
=6°  14'  3"  mit  dem  mittleren  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 

=  Vd«2  +  13"*0.  Dieser  Winkel  ist  demnach  viel  zu  spitzig, 
daher  die  Basis  Tiel  zu  kurz.  Ueberdies  konnte  D'Aubuisson 
diesen  Winkel  selbst  nicht  messen,  er  war  zweimal  mit  dem 
Kreise  auf  dem  Berge  gewesen,  aber  jedesmal  verhallten  Wolken 
die  Aussicht. 

3.  Zu  gleicher  Zeit  hatte  D'Aubuisson  die  Zenithdi- 
s tanzen  gemessen,  und  zwar  an  A  die  £l=73°28'49"*5,  nemlich 


*)  Nach  Gerling'«  Ansgleictinngs-Rechnungen.  8.  Hamburg  u.  Gotha. 
1843.  J.  16.  n.  7.  and  f.  17.  n.  11. 

**)  Gerechnet  tnit  Büchner'«  Tab.  radicam,  qnadratornm  et  cnbo- 
rnm.  Nürnberg.  1701.,  Ton  der  ich  ein  darchaa«  corrigirte«  Exemplar 
betitio. 

3* 
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Wie-  Ab- 
dvrlioluugcn.  looutigcMi. 


4^i* 

2  . 

.  .  140»  57' 

0" 

140°  57' 

0" 

+39" 

1521 

4  . 

.  .  293  55 

0 

-  58 

0 

-21 

441 

6  .  . 

.   SO  53 

0 

-  58 

0 

-21 

441 

8  .  . 

.  227  50 

0 

-  57 

0 

+39 

1521 

10  .  . 

.    14  48 

15 

—  58 

15 

—36 

129« 

Summe  38  15  |      Ol  5220 

Im  Mittel  %  =1460 57' 39",  also  t1=73°28'49'r-5,  mittlerer  Feh- 
ler  =  18"1  und  c^=8"  l. 

4.   Die  Zenithdistanz  an  B  war  ^=73°47'52// 5,  nemlich 

Wie-  Ah- 


ilerln 

hingen.  Icsungm. 

% 

4^&* 

2 

.  .  .  147°  35'  30" 

147°  35' 30" 

+  15 

225 

4 

.  .  .  295  11  45 

-  30  15 

—30 

900 

a 

...   82  47  45 

—  30  0 

-15 

225 

8 

.  .  .  230  23  0 

-  35  15 

+  30 

900 

10 

.  .  .    17  58  45 

-  35  45 

0 

0 

Summe  28  45 

I       0  12250 

Im  Mittel  2fc  =  147°35'45",  also  fc=73»47'52"-5f  mittlerer  Fehler 
=  ll"-9  und  d&  =  5"-3. 

Da  D'Aubuisson  die  Winkel  höchstens  in  Viertelminuten 
angibt,  so  scheint  seines  Winkelmessers  Nonius  nur  halbe  Mi- 
nuten angegeben  zu  haben. 

Berechnen  wir  nun  zuerst  den  Erdhalbmesser  r,  den  Ra- 
diusvektor II  für  A  und  Ii,  da  ibr  Höhenunterschied  nur  \Sm 
beträgt.    Hiezu  ist  (vermöge  n.  13.  und  18.): 


=  000671186 
o=0376959" 


log  £2=7-8268429  *)      log  a  =6-8046136 
€  =8  9134214  cos  t/;= 9-9992700 

sin  y  =98494850  |0gr  =68053436 

sin  x\>  =  87029064 

V  =  3°  19'  16"  r =6387687"» 

Turin  s  Höhe  =    + 197 

#=6387884. 

Zur  Berechnung  des  Con vergenzwinkeU  w0  der  Vertica- 
len  in  A  und  Ii  ist  (gemäss  n.  18.): 


*)  Nach  Vcga  und  HüF««*'*,  «o  wie  nach  Callct'«  Tafeln. 
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6j  =670-3*      log*.  =2-82627  ♦)  a>0=22",  also  zu  klein, 

r  =  206264"*8    „  K  =  3- 10465  als  dass  man  die  V  erti- 

.r=5»31443  calen  nicht  fiir  parallel 

m^— 1-33535  annehmen  sollte. 

Da  das  Gefall  der  Basis  ^=1*8"  auf  bv  =670-3«,  also  nur  höchst 
gerin»  ist,  so  kann  man  die  Basis  selbst  6  =  V  6|a  +  flr*=6i 
=670"3*n  gelten  lassen. 

Benzenberg  gibt  zwar  (a.  a.  O.)  D' Aubuisson's  Basis- 
messung nicht  an ,  indessen  dürfte  sich  doch  voraussetzen  lassen, 
er  habe  sie  wenigstens  zweimal  gemessen  und,  wie  ich  nach 
Handschuh's  und  Gerling's  sorgsamen  Untersuchungen  über 
Genauigkeit  von  Kettenmessungen  **)  annehmen  möchte,  ihren 
mittleren  Fehler  wenigstens  zu  b  lm=6b  gefunden. 

Für  die  Ausrechnung  der  geradeu  Entfernungen  et=AN 
titad  e^—BM  haben  wir  rücksichtlich  n.  24. 


—  ,.  sin 


loesina  =  9-9965431 
6  =  2-S262692 
=09642015 

9-9879155 


in(«+jS)  =  l 
sinp=:! 


los*.  =3-7783862 
k  pa=  3-7870138 


r,  =6003'" 


Diese  Seiten  sind  also  nahe  9mal  so  lang  als  die  Standlinie, 
daher  diese  unverhältnissmassig  klein  angenommen. 

Daraus  Gnden  wir  nun  die  Refraction,  wozu  wir  n  =  008 
wählen. 


log  ex  =377839 
-  „  A  =  3*19405 
«  =  8-90309 
T=5*31443 
^=3*78701 


log  o.  =1*19056 
02  =  1*19918 


tl=73°28'49//-5 
Ql  =  15  5 

r=73  *29  5"0 

£,=73  47  52*5 

£=  16*8 
""=73  48  8-3. 


Dazu  suchen  wir  noch  die  Convergenzwinkel  töj ,  &)a  nach 
n.  18. 

log  ^  =-3*778391  «=63878841  loc«.  =3*78701  ß=6387884 
coszj  =9*4^373  ejCOS2!=  1707 


»in»,  =998170 
7^osl73F*232T2 
e  sinz,  =3 -76009 
— Nenn.=319453 
r=5*31443 


Nenn.=6389591 

w.  =  185"-8 
=  3'  5"*8 
»o>a  =  r  32*9 


log  ^=3*78701 
cos  z.,  =9*44553 
sin  ^=9*98-241 

e2cosza=5723254 
Co  sin  :2  =3*76942 
—Nenn.  =3*19453' 
r=3-31443 

log  =-2:27838 


=6387884 
=  1708 


e<i  cos:  2 
Nenn. 


0v.  =  189"*8 
=  3'9"*8 
^=l'34w-9 


log  o>,  =2  26905 

Endlich  berechnen  wir  die  Hohen  Hx>       nach  «.  18.  Gl.  (1). 


*)  Nach  La  lande' •  Tafeln. 

••)  Archiv.    VI.  Bd.,  4  H.,  S.  375. 
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=l-;Wl=73°27'32*l 

log  et  =37783802 
co8(2l-;wl)=9-4f>439J7 

log //,  =3-2327779 


sa— i(aa=73°46/33"-4 

log  r.2  =37870138 
-ica>)=9-4462l75 


cos(^ 


log //a  =3-2332313 
//a =171003». 


Bedeutend  kürzer  ohne  die  ('onvergeozw iokel  findet  man 
diese  Hohen  nach  n.  22.  I. 


log  et  =3-7783862 
cos  r,.  =9-4537326 
8^=9-9817026 

«  =  3-2321188 
JD=3-7000NS,S 


log  p2= 3-7870138 
cos2a=:9.44r>5:U)2 
»in*a=9-9824Q.I2 
«=32325440 
2>=  3-7094230 


Ä=6387884 
«=  1700-55 

6389591 


«  =170655 
#  =  _2^59 

//l=T70iM4« 


lo5J>a  =  7-52018 
fl+«  =  6-80547 
 2  =  0  30103 

log«r=041368 


72=0387884 
«=  1708-22 

Ä-f  «=6389592 

«  =1708-22 
«'  =  2  71 
//a= 17 10  93» 


log  5>2 =7-53885 
A»  +«  =  080547 
$=030103 

log  «'=0-43235 


Jedenfalls  ist  zur  Controle  das  Gefälle  der  Basis  #=//a— //, 
=1-8« 

Die  mittleren  zu  befürchtenden  Fehler  der  e  und  //  habe 
ich  nach  wiederholter  genauer  Rechnung,  die  ich  jedoch  hier  weg- 
lasse, in  folgenden  Betragen  gefunden: 

0^=3  65«,  ^=3-64«;  d//t  =  l-06"S  67/a=103™ 

Vergleichen  wir  die  letzteren  Fehler  mit  Ah^  in  n.  22.  II.,  und 

«etze»  wir,  da  |=OTi=S^]=l— «**.*• 

«n2 

grossere  «,  also  Ah0—      ,  so  linden  wir  doch  nur  ^Ä0=0'46m, 

daher  noch  nicht  die  Hälfte  von  6H,  und  wir  können  folglich  diese 
wegen  der  Convergenz  der  Verticalen  anzubringende  Correction 
für  zu  gering  erachten ,  als  dass  wir  sie  nicht  den  unvermeidlichen 
Messungsfehlern  beizählen  sollten. 

Benzenberg  findet: 

«=97°  13' 10"         ex  =6003-2" 
|?=76  32  46  ^  =  6123-7 


£=73°  28' 50" 
{„=73  47  53, 


daher  nach  seiner  in  n.  22.  Gl.  (21) —(24)  skizzirten  Rechnung 

* 

Öx  =5755-4, 

öa=5880-4,  dazu  wa=3'10", 
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und  weil  dieser  Winkel  sofort  vernachlässigt  werden  darf  : 

t>,  -17070  ^=17087 

W=     260  W=  271 

-b/^—  0-41  -b/^-  043  (für  n^0  08) 

^=170919'*  171008'» 

^  =  1709^18-. 

Er  bemerkt  dazu:  „Obschon  die  L1  Übereinstimmung  bis  auf  0*01m 
wohl  nur  zufällig  ist,  su  sieht  man  doch  aus  der  ganzen  Rech- 
nung die  grosse  Sorgfalt,  welche  D'Aubuisson  auf  diese  Mes- 
sung verwandte,  und  wir  können  sie  für  eine  der  genau esten 
halten,  welche  wir  besitzen.'  D'Aubuisson  versichert,  dass  er 
die  Genauigkeit  dieser  Messung  bis  auf  einen  halben  Meter 
glaubt  verbürgen  zu  können.  " 

Ob  eine  so  grosse  Schürfe  erreichbar  sei,  möchte  sich  jedoch 
mir  erst  durch  Vergleichung  mehrerer  von  verschiedenen  tieo» 
metern  mit  nahe  gleich  scharfen  Messwerkzeugen  ausgeführten 
trigonometrischen  Messungen  von  einerlei  Berghöhen  entscheiden 
lassen.  Leider  kann  ich  hiefflr  nur  ein  eben  nicht  günstiges  Bei- 
spiel aufünden.  Die  Höhe  des  Montblanc  über  dem  Genfer  See 
ist  nemlich  *)  nach  der  trigonometrischen  Messung  von  Pictet 
2238  Toisen,  nach  jener  von  Schuckburgh  2257  'foisen  und  nach 
der  von  Traltes  z276'5  Toisen-  So  grosse  Uotcrschiede  können 
gewiss  nur  von  Un Vollkommenheit  der  Mittel  und  Methoden  der 
Messung  und  Rechnung  herrühren. 


Heber  zwei  Abhandlungen  von  HTico- 
laus  Fuss  in  den  Gedenkscliriften  der 
Kaiserl.  Akademie  zu  8t.  Petersburg. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Anger 

in  Danzig. 


In  den  Memoiren  der  Petersburger  Akademie  vom 
Jabrc  1811  befindet  sich  eine  Abhandlung  von  Fuss  über  die 
geometrische  Aufgabe : 


*)  Vergl.  Suppan  Hypsometrie    S.  Hb. 
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„Ein  schiefwinkliges  Parallelogramm  durch 
ztvei  sich  rechtwinklig  schneidende  gerade 
Linien  in  vier  gleiche  Theile  zu  theilen.", 

■ 

für  welche,  auf  geometrisch -trigonometrische  Art,  drei  Auflösun- 
gen  gegeben  werden. 

Diese  Aufgabe  gehört,  wie  man  leicht  sieht,  zu  derjenigen 
grossen  Classe  von  Aufgaben,  welche  durch  Protection  gelöst 
werden  können;  wir  stellen  daher  folgende  Betrachtungen  an. 

1.  Jedes  schiefwinklige  Parallelogramm  kann  als  die  ortho- 
graphische Protection  eines  gegen  die  Projections-Ebene  schief 
liegenden  Quadrats  betrachtet  werden. 

2.  Zieht  man  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen 
eines  Quadrats  eine  beliebige  gerade  Linie  und  auf  derselben  durch 
eben  diesen  Punkt  eine  andere  senkrecht,  so  theileo  diese  beiden 
Linien  das  Quadrat  stets  in  vier  gleiche  Theile. 

Es  kommt  also  darauf  an,  durch-  den  Durcfi6chnittspunkt  der 
Diagonalen  des  gegebenen  schiefwinkligen  Parallelogramme*  zwei 
sich  einander  unter  rechten  Winkeln  schneidende  Linien  so  zu 
ziehen,  dass  sie  als  die  orthographischen  Proiectionen  von  zwei 
andern,  im  Mittelpunkte  des  entsprechenden  Quadrats  in  seiner 
Ebene  sich  rechtwinklig  schneidenden  Linien  erscheinen. 

Denkt  man  sich  nun  durch  die  Endpunkte  des  Quadrats  einen 
Kreis  gelegt,  so  sieht  man  sogleich,  dass  die  Aufgabe  keine  an- 
dere ist,  als  die  bekannte: 

„Wenn  zwei  conjugirte  Durchmesser  einer 
Ellipse  gegeben  sind,  die  Lage  der  Haupt- 
Axen  zu  bestimmen. 

Es  sei  nun  (Taf.  II.  Fig.  1.)  ABCD  das  gegebene  Parallelo- 
gramm, O  der  Durchscbnittspunkt  der  Diagonalen  AC  und  BD, 
GOH  die  eine,  und  die  auf  ihr  senkrechte  EOF  die  andere  der 
gesuchten  Linien,  so  ist,  wenn  .man  AC=2p,  BJ)=2f/,  j£AOD=s, 
jZGOA=&  setzt,  bekanntlich 

.  g  .  . 

oder,  wenn  ^  =  "  gesetzt  wird, 

a_  «2Sin2* 


wodurch  die  Richtung  der  Linie  Güll,  also  auch  die  von  EOF 
bestimmt,  mithin  die  obige  Aufgabe  gelöst  ist. 

Wir  lassen  nun  noch  die  Vergleichung  unserer  Auflösung  mit 
dem  Resultate  der  in  den  Petersburger  Memoiren  gegebenen  Auf- 


*)  Man  sehe  n.  a.  Eulers  Einleitung.    Thl.  2.    §.  146. 
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losungen  hier  folgen ;  der  Verfasser  setzt  daselbst  (Taf.  IT.  Flg.  2.) 
AB  =  a,  AD=b\  ^BAD—ct.  zieht  die  Linie  MON  parallel  mit 
AB,  bezeichnet  den  Winkel  MOG  durch  f  und  findet  durch  seine 
Betrachtungen 

60  Sin  2« 

Die  Uebereinstimmung  diese«  Resultats  mit  dem  uiisrigen  ist 
leicht  zu  erkennen;  denn  zieht  man  KOL  parallel  mit  AD,  so 
tiind  MN=>2a  und  KN=2b  ebenfalls  als  conjugirte  Dianieter 
einer  Ellipse  anzusehen,  welche  den  Winkel  MOK  mit  einander 
bilden. 

Unsere  Auflösung  fuhrt  endlich  von  seihst  auf  folgende  sehr 
einfache  rein  geometrische  Construction : 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  3.)  ABCD  das  gegebene  schiefwinklige 
Parallelogramm  ,  welches  durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Linien 
in  vier  gleiche  Theile  getheilt  werden  soll. 

Man  ziehe  die  Diagonalen  ACt  BD,  welche  sich  in  O  schnei- 
den, fälle  von  einem  beliebigen  Endpunkte  C  einer  Diagonale  ein 
Loth  auf  die  andere  und  trage  auf  dasselbe  nach  beiden  Seiten 
die  Hälfte  der  andern  auf,  mache  also  CK=CL=BO,  ziehe  KO 
und  LO  und  halbire  den  Winkel  KOL  durch  eine  Gerade  GO/f, 
so  ist  diese  die  eine  und  die  auf  ihr  senkrechte  EOF  die  andere 
der  beiden  gesuchten  Theilungslinien. 


Die  Nova  Acta  der  Petersburger  Akademie  vom 
Jahre  1806*)  enthalten  eine  Abhandlung  des  Akademikers  Fuss 
unter  dem  Titel :  „ Observationes  circa  ellipsin  quandam 
pr  o  rsus  singu  larem",  in  welcher  der  Verfasser  eine  Ellipse  unter« 
sucht,*  die  ihm  wegen  mehrerer  ausgezeichneter  Eigenschaften 
besonders  merkwürdig  erscheint;  ich  lasse  dieselben  in  der  Reihen- 
folge, wie  sie  dort  aufgeführt  werden,  hier  folgen: 

1.  Wenn  in  irgend  einem  Kreise  zu  den  einzelnen  Sinus  die 
entsprechenden  Cosinus  mit  ihrem  Zeichen  addirt  werden,  so  lie- 
gen alle  auf  diese  Art  bestimmte  Punkte  in  einer  Ellipse. 

2.  Wenn  man  in  diesem  Kreise  denjenigen  Durchmesser 
zieht,  von  welchem  aus  die  Bogen  gezählt  werden,  so  geht  der 
auf  diesem  normale  Durchmesser  durch  zwei  einander  entgegen- 
gesetzte Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der  Ellipse. 

3.  Der  Abstand  des  Mittelpunkts  von  den  Durcbschuitts- 
punkten  des  ersten  Durchmessers  mit  der  Ellipse,  ist  gleich  dem 
Cosinus  eines  halben  rechten  Winkels. 

4.  Die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  ist  gleich  dem  doppel- 
ten Apothema  des  jenem  Kreise  eingeschriebenen  regulären  Fünf- 


')  Kova  Acta  Acad.  Petrop.  Tom.  XV.  ad  anno«  1799—  1R02.  Petrop.  1B0<>. 
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eck»,  und  die  halbe  kleine  Axe  gleich  der  Seite  de»  demselben 
Kreise  eingeschriebenen  regulären  Zebnecks.  Daher 

5.  die  Differenz  der  halben  Axen  gleich  dem  Halbmesser 
des  Kreises,  und  das  Rechteck  aus  denselben  so  gross  als  das 
Quadrat  des  Halbmessers;  woraus  ferner 

6.  der  Inhalt  der  Ellipse  gleich  dem  Inhalte  des  Kreises 
folgt,  ebenso  die  Gleichheit  der  vom  Kreise  und  der  Ellipse  ge- 
bildeten Möndcheu. 

7.  Wenn  die  vier  Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der 
Ellipse  durch  Chorden  und  Durchmesser  verbunden  werden ,  so 
entstehen  Kreissectoren ,  welche  den  elliptischen  Sectoren,  ebenso 
Kreissegmente,  welche  den  elliptischen  Segmenten  gleich  sind. 

8.  Wenn  in  dem  Punkte,  von  welchem  die  Dogen  gezählt 
werden ,  auf  den  Durchmesser  ein  Perpendikel  errichtet  wird,  wel- 
ches die  grosse  Axe  trifft,  so  ist  dasselbe  der  halben  grossen 
Axe  gleich. 

9.  Wenn  man  dasselbe  Perpendikel  bis  es  dem  Durchmesser 
gleich  ist,  verlängert,  und  von  seinem  Endpunkte  durch  den  Mit- 
telpunkt eine  den  Kreis  schneidende  Gerade  zieht,  so  ist  der  Ab- 
stand des  entfernteren  Durchschnittspunkts  vom  Endpunkte  des 
Perpendikels,  der  grossen  Axe,  und  der  Abstand  des  naher  gele- 
genen von  demselben  Endpunkte,   der  kleinen  Axe  gleich. 

10.  Wenn  von  demselben  Perpendikel  die  Halft e  des  Kreis- 
halbmessers abgeschnitten  wird,  so  geht  die  dieser  Tangente  ent- 
sprechende Secante,  gehörig  verlängert,  durch  zwei  Durchschnitts- 
punkte des  Kreises  und  der  Ellipse. 

11.  Der  Abstand  der  Brennpunkte  von  dem  Durchmesser, 
welcher  durch  den  Anfangspunkt  der  Bogen  geht,  ist  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  dem  Kreishalbmesser  und  der  halben 
grossen  Axe,  und  der  Abstand  der  Brennpunkte  von  dem  auf  jenen 
Durchmesser  normal  gezogenen,  ist  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  dem  Kreishalbmesser  und  der  halben  kleinen  Axe. 

12.  Die  Differenz  zwischen  dem  Kreishalhmesser  und  der 
halbeu  kleinen  Axe  ist  das  vierte  Glied  einer  geometrischen  Pro- 
gression, deren  erstes  Glied  die  halbe  grosse  Axe  und  deren 
zweites  Glied  der  Kreishalbmesser  ist ;  und  die  Summe  des  Kreis- 
halbmessers  und  der  halben  grossen  Axe  ist  das  vierte  Glied  einer 
geometrischen  Progression,  deren  erstes  Glied  die  halbe  kleine 
Axe,  und  deren  zweites  Glied  der  Kreishalbmesser  ist 

13.  Hier  kommt  noch  die  nur  näherungsweise  wahre  Eigen- 
schaft hinzu:  dass  der  Unterschied  zwischen  dem  Umfange  der 
Ellipse  und  dem  des  Kreises  nahe  gleich  ist  jedem  der  Kreisbo- 
gen, welche  zwischen  der  Ellipse  liegen,  und  von  ihr  eingeschlos- 
sen »verden. 

Ausser  diesen  Eigenschaften  und  Beziehungen  zu  dem  Kreise, 
aus  welchem  sie  entstanden  ist,  hat  unsere  Ellipse  noch  mehrere 
andere,  welche  zugleich  mit  jenen  in  der  Fuss' sehen  Abhandlung 
auseinandergesetzt  und  bewiesen  werden. 
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Diese  Ellipse  steht  aber  nicht  so  isolirt  da,  wie  es  nach  den 
Betrachtungen  des  berühmten  Akademikers  der  Fall  zu  sein  scheint, 
sie  ist  nur  ein  besonderer  Fall  einer  unendlichen  Anzahl  von  Ellip- 
sen,  welche  entstehen,  wenn  man  einen  Kreis,  dessen  Ebene  auf 
der  Projcctions  -  Ebene  senkrecht  ist,  plagiographisch  projicirt. 
Um  diess  zu  zeigen,  hoziehe  ich  mich  auf  meinen  Aufsatz  über 

Slagiographische  Projection  im  dritten  Hefte  des  achten  Thciles 
ieses  Archivs. 

Zur  Proieetions-Ebene  wird  daselbst  bei  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  die  Ebene  der  xy ,  die  Projectionsstrahlen  werden  paral- 
lel mit  der  Ebene  der  xz  angenommen,  der  Winkel,  welchen  die- 
selben mit  der  Projections-Ebene  bilden,  wird  durch  i  bezeichnet. 

Wenn  die  zu  projicirende  Linie  ein  Kreis  ist,  dessen  Halb- 
messer durch  r  bezeichnet  wird,  dessen  Ebene  auf  der  Projec- 
tions-Ebene senkrecht  steht,  und  mit  der  Ebene  der  xz  den  Win- 
kel 90°—«  bildet,  so  ist  die  Gleichung  für  die  Projection  dieses 
Kreises  die  einer  Ellipse,  deren  halbe  Axen: 

dm7  V 1 1  +  V  1  -  Cos  W*Sin  2i>  1 V2 , 

j^V|l-Vl-Cas««SiD5ii»|V2 

sind. 

Die  Fuss' sehe  Ellipse  ist  nichts  anderes,  als  die  plagiogra- 

Shische  Projection  eines  solchen  Kreises,  welcher  mit  der  Ebene 
er  xz  eirien  halben  rechten  Winkel  bildet.  Bezeichnet  man  (Taf.  II. 
Fig.  A.)  mit  Fuss  den  Halbmesser  des  Kreises,  aus  welchem 
seine  Ellipse  entsteht,  AC,  durch  r,  so  hat  man  in  die  obigen 
Formeln  zu  setzen: 

für  r  rV2, 
„  «  450, 

„  t  Arc.(Tang=V2); 
man  erhält  also,  da  Cosw2=i  und  Sin 2t =J Vi,  für  die 

halbe  grosse  Axe  \  V6+2v5=£  (V5  + 1), 

halbe  kleine  Axe  \  V  6— 2v5  =  ^(V5— \) : 

übereinstimmend  mit  seinen  Angaben. 

Was  ferner  den  Inhalt  der  Ellipse  betrifft,  so  ist  derselbe 
allgemein 

r%CosttCot», 

also  in  dem  besoodern  Falle,  wenn  man  die  obigen  Werthe  hin- 
ciosetzt, 

4r2?tl  .4  =r*Jt , 
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gleich  dem  Inhalte  desjenigen  Kreises»  aus  welchem  bei  Fuss 
die  Ellipse  entsteht.  Alle  andern  Eigenschaften  ergeben  sich  nun 
von  selbst. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man,  falls  es  nur  irgend  ein  Interesse 
hätte,  die  Aufgabe  noch  allgemeiner  stellen  konnte,  als  sie  in  den 
Novis  Actis  gegeben  ist,  wenn  man  die  Curve  suchen  wollte, 
welche  entsteht,  wenn  zur  Ausrisse  Cosa:  die  rechtwinklige  Ordinate 

a  Cosa:  -f-  6Sinx 

gehören  soll.    Man  würde  hier  zu  setzen  haben 

für  r  rVT+ri*, 

„  u    Are .  (Tang  =  o) , 

i 

„  i    Are .  (Tang= VTT«*)- 


M  m.Mm 

IVeue  Bestiminnng  der  srössten  Ellipse, 
welche  die  vier  Seiten  eines  gegebenen 

Vierecks  berührt. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasiam  au  Heiligen«Utdt. 


I. 

Da  je  zwei  Ellipsen  affin  sind ,  wenn  man  irgend  zwei  zuge- 
ordnete Durchmesser  der  einen  irgend  zwei  zugeordneten  Durch- 
messern der  anderen  entsprechen  lässt,  und  da  in  affinen  Ebenen 
das  Verhnltniss  der  entsprechenden  Fläcbenräume  constant  ist 
(Archiv  VIII.  JS.  14.  und  2*2.);  da  also  die  Flächenräume  zweier 
Ellipsen  sich  wie  die  der  Parallelogramme  verhalten ,  welche  durch 
die  Endpunkte  irgend  zweier  zugeordneter  Durchmesser  der  einen 
und  irgend  zweier  zugeordneter  Durchmesser  der  anderen  bestimmt 
sind:  so  handelt  es  sich  in  unserer  Aufgabe  darum,  einen  Aus- 
druck ftir  den  Inhalt  2./  eines  solchen  Parallelogramms  und  so- 
fort die  Bedingung  seines  Maximums  zu  finden.  Man  erhalt  aber 
/,  wenn  man  die  halbe  Lange  A  irgend  eines  Durchmessers  mit 
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dem  Abstände  x  desselben  von  einer  ihm  parallelen  Tangente  mul- 
tiplicirt ;  und  zwar  ist  das  Quadrat  über  A  uem  Rechtecke  zwischen 
den  Abständen  irgend  zweier  zugeordneter  harmonischer  Pole 
dieses  Durchmessers  vom  Mittelpunkte  M  der  Ellipse  gleich. 


2. 

Durch  projektivische  Eigenschaften  ist  ferner  (Archiv  V., 
S.  243.)  bewiesen  worden,  dass  die  Mittelpunkte  aller  Kegel- 
schnitte, welche  zwei  zugeordnete  (reelle  oder  ideale)  Tangenten- 
durchschnitte gemein  haben ,  in  einer  und  derselben  Geraden  {ptjr)' 
liegen. 

3. 

Denkt  man  sich  also  irgend  eine  der  Ellipsen,  welche  dem 
gegebenen  Viereck  eingeschrieben  sind,  so  kann  man  jene  Gerade 
(pqr)  als  einen  Durchmesser  derselben  ansehen,  und,  indem  man 
sich  vorstellt:  einmal,  dass  dieselbe  ausser  den  beiden,  diesem 
Durchmesser  parallelen  Tangenten  bloss  zwei  Seiten  des  gegebe- 
nen Vierecks;  sodann,  dass  sie  ausser  denselben  beiden  ersteren 
bloss  die  beiden  anderen  Seiten  des  Vierecks  berühre,  zwei  Rela- 
tionen zwischen  /,  x  und  irgend  einer  dritten  Variabein  finden, 
so  dass,  wenn  man  nun  Sine  dieser  beiden  letzteren  eliminirt,  eine 
neue  Relation  hervorgeht,  welche  den  Inhalt  der  Ellipse,  insofern 
dieselbe  alle  vier  Seiten  des  gegebenen  Vierecks  berührt,  mittels 
einer  einzigen  Variabein  ausdrückt. 

4. 

In  Taf.  II.  Fig.  5.  sei  abcd  das  gegebene  Viereck,  AB=V.m 
die  zwischen  ad  und  bc  enthaltene  Strecke  der  Geraden  pqr;  K 
sei  die  Mitte  von  AB;  CD  und  EG  seien  die  mit  pqr  parallelen 
Tangenten  ;  S  sei  der  Durchschnitt  der  verlängerten  Seiten  ad,  6c, 
und  Q  derjenige  der  Geraden  SK  und  CD.  Ferner  sei  U  der 
Durchschnitt  der  Diagonalen  des  Trapezes  CDGE,  welcher  also 
auf  SK  liegt;  u  sei  der  Abstand  des  Punktes  U  von  pqr;  F  und 
J  seien  die  Berührungspunkte  von  CD  und  ad;  SH  sei  parallel 
mit  pqr,  und  Cz  mit  Fm :  //  der  Durchschnitt  von  ED  und  Sil; 
Z  der  Durchschnitt  von  FJ  und  pqr;  V  von  ED  und  pqr.  End- 
lich sei  a  der  Abstand  des  Punktes  S  von  pqr  und  KM=y. 

• 

5. 

Bekanntlich  ist  in  jedem ,  einem  Kegelschnitte  umschriebenen 
vollständigen  Vierseit  abcdSSt  der  Durchschnitt  je  zweier  seiner 
Diagonalen  bd,  a<:  der  harmonische  Pol  der  dritten  Diagonale  «$.$, . 
Nun  sind  V  und  H  die  Durchschnitte  der  Diagonalen  CG  und  DE, 
DE  und  SU  des  von  den  Geraden  CD,  DG,  GE,  EC  gebilde- 
ten vollständigen  Vierseits  :  also  gebt  FJ,  die  harmonische  Polare 
des  Punktes  C,  durch  den  Punkt  U,  als  harmonischen  Pol  von 
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~U>  und  FM,  als  harmonische  Polare  des  unendlich  entfernten 
Punktes  von  pqr  oder  SH9  geht  durch  den  harmonischen  Pol  V 
voa  SfJ.  Endlich  geht  die  harnionische  Polare  des  Punktes  Z 
durch  den  harmonischen  Pol  C  von  FJ  und  ist  mit  FM  parallel, 
'■fit  also  mit  Cz  zusammen.  Folglich  sind  Z  und  z  zwei  zugeord- 
nete harmonische  Pole  des  Durchmessers  pgr. 

6. 

Nach  diesen,  der  Geometrie  der  Lage  entnommenen  Betrach- 
tungen läuft  die  Hauptsache  der  Untersuchung  auf  folgende  wenige 
Proportionen  hinaus: 

1)    SC:SE=a— x:a+x=CD:EG=CU:GU=x-u:x+m; 

also  k=  — 
tt 

2)   CD:AB=CQ:m  =  SC:SA=:a— 

also  CQ=DQ  = 

3)    FQ:MK=x  —  K:u=a—x:x; 


also  FQ  =  — -.y;  und 


CF=  )tfJ=CQ+FQ=^^-+2f-) 


/>F=  DQ—FQ= <±=füüE=S&. 

ax 

a 

5)    VZ:DF=  VH.DH=a.a-x,  FZ==— 

a? 

folglich 


,vz=  rar  +  rz=l?+^)(^-°y) , 

aar 


7. 

(xanz  auf  dieselbe  Weise  erhält  man,  wenn  die  zwischen  den 
Seiten  ab  und  cd  des  gegebenen  Vierecks  enthaltene  Strecke  AtBx 
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der  Geraden  pqr=2mlt  der  Durchschnitt  dieser  Seiten  St,  des- 
sen Abstand  von  pqr  —  ax ,  und  der  Abstand  des  Mittelpunktes  M 
der  Ellipse  vom  Mittelpunkte  Kx  der  Strecke  AlBi=yl  gesetzt 
wird : 

Ist  nun  noch  NK—NKv—k;  MN~t>,  also  y~v — k,  ytz=v-\-Jc; 
so  hat  man  für  den  Innalt  einer  Ellipse,  welche  alle  vier  Seiten 
des  gegebenen  Vierecks  berührt,  folgende  zwei  Gleichungen: 


8. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt»  dass  7=0,  wenn  x=+aodcr 
•r=:£<i1  ist,  d.  h.  wenn  die  parallelen  Tangenten  durch  5  oder 
<St  gehen ;  und  da  man  Gleichungen  von  derselben  Form  erhalten 
muss,  wenn  man  im  Obigen  entweder  die  Punkte  A,  Bx,  a  und 
Ax ,  B,  c,  oder  B,  Bx,  o  und  A,  Ax,  d  an  die  Stelle  der  Punkte 
A,  B,  S  und  Ax,  Bx,  Sx  treten  lässt,  so  muss  auch  7=0  wer- 
den, wenn  jene  Tangenten  durch  die  Punkte  a  oder  c;  6  oder*/ 
getien.  Und  umgekehrt:  geht  eine  dieser  Tangenten,  z.  B.  CD, 
durch  keinen  der  Punkte  S,  Slt  a,  c,  b,  d,  so  gibt  es  allemal 
einen  gewöhnlichen  Kegelschnitt,  welcher  die  fünf  Geraden  CD, 
ab,  bc,  cd,  da  berührt,  dessen  Inhalt  also  nicht  =0  sein  kann. 
Nun  aber  entpricht  der  CD  allemal  eine  gleichweit  von  pqr  ab- 
stehende Tangente  EG;  also  sind  die  sechs  Punkte  S,  Sx,  a,  c, 
b,  d  paarweise  gleichweit  von  pqr  entfernt,  und  diess  kann  natür- 
lich nur  von  den  Paaren  S,  Sx;  a,  c;  b,  d  gelten.  Somit  erhal- 
ten wir  den  bekannten  Satz,  dass  die  Mittelpunkte  p,  q,  r  der 
drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  in  einer  Geraden 
liegen. 

9. 

Da  nun  a=al  ist,  so  geben  die  obigen  Gleichungen: 

mW—*(v—W=ml**-aHp+k)*,  also 

wodurch  sich  dieselben,  jenachdem  man  oder  v  eliminirt,  nach 
gehöriger  Entwickelung  in  die  folgenden  verwandeln: 
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I 

5 


2 
— i 


c. 


! 

S 


'S. 


5 


+ 


2aA 

Man  setze  jetzt  — — —-=c; 


II 


IC 


5 

! 


5 

+ 

I 


I 

i 

? 

+ 

4 


2«Ä- 


6;  so  wird  PnrO  für  die 


w,  +  m"     '  ml  — m 

Werthe  jr=±a,  ±A,  +c,  und  diesen  der  Reibe  nach  entsprechend 

. a —  rn*         .  m*  -\-m         ,  wi, —in 

— =p;  k  — =<*;  k — : — =r, 

ml — m    y*  r- 


auch  fiir  die  Werthe  r  =  — 


4* 


wie  man  aus  der  Gleichung  arft  = 


7//, 


/// 


62 


5.r  ersieht  Auch  ergibt 
ist. 


sich  aus  dieser  letzteren,  dass  —  = 

p     q  , 

Durch  Einführung  der  neuen  Svmbole  erhalten  n 
zwei  Gleichungen  die  folgende,  viel  einfachere  Gestalt: 


(v—  p)(v— q)(v— r) 
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und 

7*=^        a)  (x  +  o)  (*  -  b)  (x  +  6)  (x— c)  (x  +  c); 

a1  b*  c1 

wo  man  statt  —  auch  —  oder  —  schreiben  darf. 
p  q  r 

Sowie  die  Grossen  a,  b,  c  die  Abstände  der  Ecken  8,  St ; 
6,  rf;  c,  a  des  vollständigen  Vierseits  von  der  Geraden  pqr  sind, 
so  sind  offenbar  »,  <jr^  r  die  Abstände  des  Punktes  N,  welcher 
selber  nichts  anderes  als  der  Schwerpunkt  der  vier  Punkte  A,  B, 
A},  Bx  ist,  von  den  Mittelpunkten  p,  q,  r  der  Diagonalen  jenes 
Vierseits. 

Lehrsatz  1. 

a)  Bestimmt  man  in  einem  vollständigen  Vierseit 
den  Abstand  des  Mittelpunktes  einer  Diagonale  vom 
Schwerpunkte  derjenigen  vier  Punkte,  in  welchen  die 
Verbindungslinie  der  drei  Diagonal-Mit telpunkte  von 
den  Seiten  des  ersteren  geschnitten  wird,  und  zugleich 
den  Abstand  einer,  jener  Diagonale  angekörigen  Ecke 
des  Vierseits  von  dieser  Verbindungslinie,  so  ist  die 
dritte  Proportionale  zu  diesen  beiden  Abständen  für 
alle  drei  Diagonalen  eine  und  dieselbe  Strecke, 

ß)  Der  Inhalt  des  Rechtecks  zwischen  der  halben 
Haupt«  und  Nebenachse  einer  jeden  Ellipse,  welche 
die  vier  Seiten  jenes  Vierseits  berührt,  ist  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  der  eben  bezeichneten 
Strecke  und  dem  Inhalte  des  rechtwinkligen  Parallele- 
pipedums,  dessen  Kanten  den  Abständen  des  Mittel- 
punktes der  Ellipse  von  den  Mittelpunkten  der  Diago- 
nalen des  vollständigen  Vierseits  gleich  sind. 

Die  Diagonalen  SSlf  öd,  ac  sind  für  sämmtlichc,  dem  Vier- 
seit eingeschriebene  Kegelschnitte  drei  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren,  d.  h.  Gerade,  von  denen  eine  jede  die  harmoni- 
sche Polare  des  Durchschnittspunktes  der  beiden  anderen  ist.  Diese 
aber  sind  bei  zwei  beliebigen  Kegelschnitten  nach  Archiv  Thl.  V., 
S.  229.  allemal  vorhanden,  wenn  dieselben  vier  oder  gar  keine 
Tangente  gemein  haben,  und  in  dem  Falle,  wenn  sie  bloss  zwei 
Tangenten  SA  und  »ST?  gemein  haben,  sind  wenigstens  die  Gerade 
SS»  und  ihr  harmonischer  Pol  t,  und  ausser  dem  Punkte  p  auch 
noen  q  und  r  vorhanden.  Denn  sind  M,  Mx  die  Mittelpunkte 
beider  Ellipsen,  und  x,  xl  die  Abstände  der  mit  MM*  parallelen 
Tangenten,  t>,  vx  die  unbekannten  Abstände  der  Puukte  M,  Mx 
x^  v 

von  JV,  so  ist  ^  =  — ,  und  da  xy  xx  gegeben  sind,  so  ist  der 

Punkt  2V,  K  ohnediess,  und  daher  auch  Kx  gegeben.  Ferner  ist 
leicht  zu  zeigen,  dass  die  Punkte  q,  r  sowohl  mit  den  Punkten 
K,  Ki  (was  sich  zum  Theil  schon  aus  der  Relation  q.r—k^  er- 
gibt), als  auch  mit  denjenigen  Punkten  harmonisch  sind,  in  wel- 
chen MMX  von  den  vorhandenen  Geraden  Si  und  S,<  geschnitten 
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wird.  Unter  der  Voraussetzung  also,  dass  man  in  diesem  letzte- 
ren Falle  die  Geraden  bd  und  ac  durch  irgend  zwei  andere,  durch 
die  Punkte  q,  r  sehende  Gerade  ersetzt,  künnen  wir,  der  Kürze  we- 
gen mit  P  o  n  c  e  1  e  t  vom  Gesetze  der  Continuität  Gebrauch  machend, 
den  vorigen  Satz  in  allgemeinerer  und  etwas  veränderter  Form  so, 
wie  folgt,  ausdrucken: 

Lehrsatz  2. 

Die  zweiten  Potenzen  der  Inhalte  zweier  Ellipsen 
von  beliebiger  Gestalt  und  Lage  verhalten  sich  zu  ein- 
ander, wie  die  Produkte  der  Abstände  ihrer  Mittel- 
punkte von  den  drei  ihnen  gemeinschaftlichen  zugeord- 
neten harmonischen  Polaren. 

Dieser  letztere  Satz  scheint  sehr  reich  an  schonen  und  wich- 
tigen Folgerungen  zu  sein  *). 

Lehrsatz  3. 

Bewegt  sich  eine  von  zwei  Ellipsen  in  einer  Ebene, 
ohne  ihren  Inhalt  oder  dessen  Verhältniss  zu  dem  der 
andern  Ellipse  zu  ändern,  so  bleibt  in  allen  Momenten 
ihrer  Bewegung  das  Verhältniss  der  Produkte  aus  den 
Abständen  der  Mittelpunkte  beider  Ellipsen  von  den 
ihnen  gemeinschaftlichen  drei  zugeordneten  harmoni- 
schen Polaren  unveränderlich  dasselbe. 

Da  die  Pnnkte  q  und  r  mit  K  und  Kx  harmonisch  sind,  so 
Hegen  p,  q,  r  immer  auf  einerlei  Seite  vom  Punkte  jV*.  Daher 
ist  immer  eine  ungerade  Anzahl  der  Faktoren  r — <p,  v — q,  v  —  r 
negativ,  wenn  M  zwischen  p  und  q  oder  auf  der  unendlichen 
Strecke  jenscit  r  liegt;  eine  gerade  Anzahl  dagegen,  wenn  M  - 
zwischen  q  und  r  oder  auf  der  unendlichen  Strecke  jenseit  p  liegt. 
In  den  beiden  ersteren  Fällen  ist  V1  negativ,  ein  Umstand,  der 
nur  bei  der  Hvperbel  stattfindet.  Liegt  der  Punkt  31  jenseit  p, 
so  sind  alle  (frei  Faktoren  positiv  und  es  nimmt  /  fortwährend 
mit  ü  zugleich  zu;  c«  findet  also  kein  Maximum  im  eigentlichen 
Sinne  statt.  Auch  kann  es  natürlich  bei  dieser  Lage  zweier 
Punkte  M  keine  zwei  Ellipsen  von  gleichem  Inhalt  gehen.  Folg- 
lich ist  der  Mittelpunkt  derjenigen  Ellipse,  deren  Inhalt  ein  Maxi- 
mum von  endlicher  Grösse  ist/  nur  zwischen  q  und  r  zu  suchen. 

Denkt  man  sich  die  erste  Gleichung  nach  v  gelöst,  so  erhält 
man  für  einen  beliebig  gegebenen  positiven  Werth  von  l'1  entwe- 
der nur  eiuen  oder  drei  VVertbe  für  v  uud  also  eine  oder  drei 


*)  Anm.  Z.  B.  der  Satz:  Der  Mittelpunkt  der  kleinsten  Ellipse, 
welche  durch  vier  gegebene  Tunkte  geht,  i>t  ein  Punkt  desjenigen  Kegel- 
nehnittcn,  welcher  die  Mittelpunkte  der  sechs  Seiten  des  von  jenen  vier 
Punkten  gebildeten  vollständigen  Vierecks  und  ausserdem  die  Dnrch- 
Kchnitupunkte  der  drei  Paar  Gegenseiten  enthalt;  nämlich  derjenige 
Punkt  desselben,  dessen  Abstünde  von  den  Verbindungslinien  dieser  drei 
letzteren  Punkte  das  kleinste  Produkt  bilden. 
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Ellipsen  von  gegebenem  Inhalte.  Von  den  Mittelpunkten  der  letz- 
teren liegen  zwei  zwischen  q  und  p,  der  dritte  jenseit  p.  Die 
negative  Summe  jener  drei  Werthe  ist,  wenn  man  die  Gleichung 
nach  Potenzen  von  r  ordnet,  dem  Faktor  des  zweiten  Gliedes, 
d.  h.  —  (p  +  fl  +  r)  gleich,  d.  b.  der  Schwerpunkt  der  Mittelpunkte 
der  drei  Ellipsen  ist  zugleich  der  Schwerpunkt  der  drei  Punkte 
p,  q,  r.    Wir  erhalten  also  mit  Plücker  den  folgenden  Satz: 


Lohrsatz  4. 

Sämmtliche  Ellipsen ,  welche  die  Seiten  eines  gege- 
benen vollständigen  Vierseits  berühren,   sind  im  AI I - 

f emeinen  drei  zu  drei  von  gleichem  Inhalt,  und  zwar 
iegen  die  Mittelpunkte  zweier  von  je  dreien  zwischen 
den  Diagonalen  des  zu  jenem  gehurigen  gewöhnlichen 
Vierecks  und  der  dritte  auf  der  unendlichen  Strecke 
jenseit  der  dritten  Diagonale  des  vollständigen  Vier- 
seits; ferner  ist  der  Schwerpunkt  je  drei  er  Mittelpunkte 
ein  fester  Punkt,  nämlich  zugleich  der  Schwerpunkt 
der  drei  Mittelpunkte  der  Diagonalen  des  vollständi- 
g en  Viersei ts. 

10. 

Differenzirt  man  endlich  die  Gleichmig 

/»=£<P-|0(#--!*)<ü--r) 

nach  9  und  setzt  den  Differenzialquotienten  von  7=0,  so  erhält 
inan  als  Bedingung  des  Maximums  die  folgende: 

(v-p)  (v—q)  +  (c— p)(t>-r)  +  (p— y)(r— r)  =0 

oder 

3c* -  2p  (p  +  q  -f  r) =— (pq  +  pr  +  qr), 

Znr  Vereinfachung  setze  man  \(p-\r 7  +  r)=A  und  r  =  p1  — A, 
pr=zpl~hy  q  =  qi — Ä,  r=rl  —  A,  so  ist  A  die  Entfernung  des 
Schwerpunktes  *  der  Punkte  p,  q,  r  von  N  und  r, ,  9»,  rx 
die  der  Punkte  M,  p,  q,  r  von  5;  also  pl  +0,  -f  ^=0.  Folg- 
lich gewinnt  die  letztere  Gleichung  durch  Einführung  der  neuen 
Symbole  nun  die  einfachere  Gestalt: 

oV=— fof,  +j*n  +?!»-,). 

Es  ist  aber 


4* 
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~^i2+yi2  +  »*i*-^l2=0  und 

'    =  (tfi  —  Pi)*  ~  (Vi         (?i  —  ri)  +  (fr  -  ri)2 
=  (n  - ?i)2- (ri  —  91)^  — ft)  +  (rt  -/?!>*. 

Mao  kann  daher,  wenn  man  die  Lage  der  Punkte  p,  qt  r  zu 
s  in  Betracht  zieht,  die  Länge  rt  sehr  leicht  construiren. 

Es  sei  pqrx  ein  gleichseitiges  Dreieck;  so  ist 

=  (sp  +  *r/)a  4      +  fr)2  -  (*p  +  «?)  (sp  +  rr)  =  ytj« ; 

also  3r1  =  ±(r»'i)-  Zieht  man  nun  durch  *  mit  (rr,)  eine  Parallele 
und  aus  rj  eine  Senkrechte  frt  auf  /Jyr,  welche  die  erstere  in  9 
schneidet,  so  ist,  weil  utz=.qt  und  s  der  Schwerpunkt  von  p,  qt  r 
ist,  rt=3.st  und  fri=ü./p,  n*!— 3.sp;  also  ti=*p  und  p  ist  der 
Mittel-  oder  Schwerpunkt  des  Dreiecks  pqrv  Denkt  man  sich 
ferner  über  den  Strecken  pr  und  qr  eheufalls  gleichseitige  Drei» 
ecke  prqt  und  qrpi  construirt,  so  müssen  deren  Schwerpunkte 
k  und  7v  dieselbe  Ligenschaft  wie  p  besitzen,  was  bereits  aus  dem 
Obigen  und  auch  daraus  folgt,  dass  rrt  =  qqv  —ppi  =3.*p=3.*A; 
=3.i?t  ist.  Bedenkt  man  endlich  noch,  dass  su=sc=sq  kleiner 
als  sp  und  rr,  aber  grösser  als  sq  sein  muss,  so  lässt  sich  das 
Endergebniss  dieser  ganzen  Untersuchung  durch  folgende  zwei 
Lehrsätze  ausdrücken,  und  zwar  durch  den  zweiten  so  Vollkommen 
symmetrisch ,  wie  man  von  vornherein  zu  erwarten  berechtigt  war. 

Lehrsatz  5. 

Der  Mittelpunkt  der  grossten  unter  allen  Ellipsen, 
welche  vier  gegebene  Gerade  berühren,  ist  ebenso» 
weit  vom  Schwerpunkte  der  Mitten  der  Diagonalen  des 
von  jenen  gebildeten  vollständigen  Vierseits,  als  letz- 
terer vom  Schwerpunkte  eines  gleichseitigen  Dreiecks, 
das  über  dem  Abstände  zweier  Diagonal-M ittelpunkte 
errichtet  ist,  entfernt. 

Lehrsatz  6.  % 

Beschreibt  man  über  den  drei  Strecken,  welche  durch 
die  Mittelpunkte  d er  Diagonalen  eines  vollständigen 
Vierseits  bestimmt  werden,  drei  gleichseitige  Drei- 
ecke, so  schneidet  d erjenige  Kreis,  welcher  die  Mittel- 

F »unkte  dieser  drei  Dreiecke  enthält,  die  Verbindungs- 
inie  der  drei  Diagonal-Mi ttelpunkte  in  zwei  merk- 
würdigen Punkten.  Der  eine  von  beideu,  welcher  zwischen 
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den  Diagonalen  des  gewohnlichen  Vierecks  liegt,  ist 
der  Mittelpunkt  der  grösstcn  unter  allen  Ellipsen, 
welche  diesem  Viereck  eingeschrieben  sind;  der  an- 
dere ist  der  Mittelpunkt  (lerjenigen  Hyperbel,  für 
welche  unter  allen,  demselben  Viereck  eingeschrieben 
.  nen  Hyperbeln  der  von  den  Asymptoten  und  einer  be- 
liebigen Tangente  eingeschlossene  Flächenraum  ein 
Grosstes  ist. 


Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  im  XXII.  Bande  der 
monatlichen  Correspondenz  von  Zach's  eine  sehr  schone  analy- 
tische Auflosung  dieser  Aufgabe  von  Gauss,  eine  andere  analy- 
tische von  Pf  äff,  eine  dritte  nach  der  Methode  der  Alten  von 
Moll  weide,  ferner  Bemerkungen  darüber  von  Schumacher  und 
die  Nachricht  einer  nicht  veröffentlichten  Auflösung  von  Buzen- 
geiger  sich  befinden,  und  dass  auch  Pliicker  in  seinen  analy- 
tisch-geometrischen Entwickelungen.  '2.  Band.  S.  208— 211. 
eioe  neue,  nur  im  Endresultate  mit  der  von  Gauss  ubereinstim- 
mende Auflosung  gegeben  hat. 


IV. 

Nachtrag  zu  der  Abhandlung  über  die 
Entwickelung  des  Products 

h(x)  =  1 .  (1  +  *)  (1 +2*) ....  (1  +  (n  - 1)*) 

nach  den  steigenden  Potenzen  von  ac?.  > 

Von 

Herrn  L.  Schläfli, 

PrWatdocenten  der  Mathematik  zu  Bern. 


Die  frühere  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand  stellte  den 

n 

Coefficienten  Ai  von  xl  als  eine  nach  Binomialcoeflicienten  geord- 
nete ganze  und  rationale  Function  von  n  dar,  die  als  sechsfache 
Summe  erschien  und  in  ihren  letzten  Entwicklungen  die  transcen- 


*)  TM.  X.  Nr.  XWVHI.  S.  »B«. 
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denten  Functionen  Sn,  Tn  enthielt«  welche  für  ein  ganzes  positi- 
ves Argument  n  gewissen  «Summen  combinatnrischer  aus  den  na- 
türlichen Brüchen  J ,   \,  J,  \,  etc.  gebildeter  Producte  der  tten 

Classe  gleich  sind.   Jene  Function  Sn  nämlich  ist  der  Cocfficient 

von  xi  in  der  Entwicklung  von  (1  +  ?)(1  +  %){\  \  ?)....(!  +-)  und 

1  n+l 

daher  gleich  i— ö~ö        An-i,  mit  andern  Worten,  sie  ist  die  Summe 

der  aus  den  Elementen  J,....-  ohne  Wiederholung  zur  iten 

Classe  gebildeten  Prodocte,  während  die  rationale  Function  .4,  auf 
dieselbe  Weise  aus  den  Elementen  1,  2,  3,....n  gebildet  ist.  Die 

andere  Function  7«  befolgt  ein  minder  einfaches  Gesetz;  sie  ist 
die  Summe  aller  combinatorischen  Producte,  welche  aus  den  Ele- 
menten J,  i,  J,.... — r-r — r>  — ,~.  gebildet  und  der  Bedingung 

untenvorfen  sind,  dass  in  jedem  Product  keiner  seiner  Fac- 
toren  seinen  Nenner  um  eiue  die  Einheit  übersteigende 
Zahl  grösser  haben  darf,  als  der  ihm  unmittelbar  vor- 
angehende Factor.    Für  die  ersten  Ordnungen  ist  z.  B. 

T.=l, 

u.  s.  w. 

Seither  hat  mir  nun  die  nähere  Betrachtung  dieser  Function 
T  gezeigt,  dass  sie  zur  Entwicklung  des  Kettenbruchs 


u 
2 


3 


1 


4 


l-5 


1  —  etc. 


nach  steigenden  Potenzen  von  u  in  merkwürdiger  Beziehung  steht. 
Sowohl  die  hier  angedeutete  Eigenschaft  der  Function  T,  als 
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die  oben  erwähnte  der  andern  Function  S,  ans  der  Entwicklung 
x  x 

von  (1  -f-  j-) ....  (1  -f-  — )  hervorzugehen ,  haben  es  möglich  gemacht, 

n 

den  frühem  Ausdruck  für  Ai  auf  eine  vierfache  Summe  zu  re- 
duciren. 


Das  Ergebnis»  der  frühem  Abhandlungen  ist  in  folgenden 
Gleichungen  enthalten: 

h(x)-\  +  Alx  +  A1x*....  =  2^Aix<.  (1) 

■ 

Für  i=0  wird  in  allen  Fällen  der  Coefficient  Ai  der  Einheit  gleich. 
Wenn  n  eine  ganze,  die  Null  übertreffende  Zahl  int,  so  verschwiu- 

n 

den  alle  Coefficienten  Ai,  deren  unterer  Index  i  die  Zahl  n  —  1 

n 

fibersteigt.  Für  n=0  verschwinden  alle  'Coefficienten  Ai,  deren 
unterer  Index  t  die  Null  tibersteigt. 

'     (-n+0(-tt+»-l)....(-n)     '    (-n-f t)(-yH-i-l)...(-w-l ) 
Ai~        1.2.3....  (i  +  l)       +  1.2.3..„(f+2)       +  ' 

<       (-n+»X-n+»-I)...f-n-«)_«^-i  *  /-u+t\ 

i 

wo  Ba  eine  nur  von  den  ganzen  positiven  Zahlen  t,  a  abhängende 
Function  bezeichnet,  welche  för  «=0  der  Einheit  gleichzusetzen 
ist  und  für  u^zi  verschwindet,  wahrend  sie  ftir  i  aufhört,  eine 
Bedeutung  zu  haben;  auch  ist  sie  für  i=0  bedeutungslos. 

Hier  ist  1 .2.3....n  =n!  gesetzt,  und  Qu  bezeichnet  eine  von  a  und 
u  abhängende  rationale  und  ganze  Function  von  i,  die  Cur  u~a 

und  «=«  +  1  wegfallt,  und  deren  Grad  o  — «  —  1  ist    Die  ersten 

t 

Werthe  von  Ba  sind  : 


i     »lA-MH-^),,  ,f  .2'"  -«-5  3H-« 

U.   S.  W. 


_r=«--.  1£  /-0f2«+2)\ 
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Hier  bezeichnet  DY  eine  von  i  und  a  freie,  rationale  und  ganze 
Function  von  u,  deren  Grad  £•  oder          betragt,  je  nachdem  y 

V 

eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Die  ersten  Werthe  von  DY 
sind: 

4>=i, 

A  =  i. 

•  3 
»  25 

•  3557    ,  2521       13  , 

«     .  .  Ö319    .  7226  „  .  85  ,     3  ± 
*s?1+  W  +  W"  +32tt  +128" 


« 


II.  s.  f. 

DY=i+£lu+£%uy...  =  2£tu?t  (5) 

<f=0 

und  wenn 

(l  +  f)(l+0(l+0--(l+0=I+^*+^*V..  +  iysy 
gesetzt  wird, 

j£f  =  i>  —  *V-,  .  Ay  +....+  (—1)'-*  A  .  Äy*.».  +  (-  lySy.  (6) 

also 

flr=(l _ (l _Q (l -I)  (l -^).(l+/;la+/i«H...).  (7) 
wo  freilich,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  unendliche  Reihe 

Sy  =  1  +  tk  U  +  l^tl*  +  t%        +  (7*) 
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nur  dann  convergirt,  wenn  w  ein  Achter  Bruch  ist.  Wir  dürfen 
daher  der  Gleichung  (7)  nur  diese  symbolische  Bedeutung  geben, 
dass,  wenn  man  die  angezeigte  Muftiplication  ausführt,  ein  gan- 
zes Polynom  vom  Grade  g  oder  herauskommen  wird,  in  wel- 
chem es  dann  freisteht,  für  u  beliebige  ganze  und  positive  Zahlen 
zu  Substituten.  —  Die  ersten  Werthe  von  /*  sind: 

Im  Allgemeinen  ist 

h-Azi-.(y  +  ö\  ,  //fd-l\  ^,7rH+l\ 

'J^<*— i)!V*+i/  +      a  *  /+^rv  *+2  /  *' 

+  0!  V  2  / 

also 

ra 

wo  die  Function       durch  die  Gleichungen 

n  m  j-  r        m  m  m  1  #»• 

fn=\,  fa  =^  +  ;r3  +  i7'4....  +  ;rF17VH  (io) 


(8) 


ist. 

Mittelst  der  Gleichungen  (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  (8),  deren 
Herleitung  in  der  frühern  Abhandlung  gezeigt  worden  ist,  aber 

n 

noch  bedeutend  vereinfacht  werden  kann,  ist  nun  die  Summe  Ai 
der  ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen  1,2,  3,....(n  — 1)  zur 
tten  Classe  gebildeten  combinatorischen  Producte  als  sechsfache 
Summe  dargestellt,  wofern  die  mit  S  und  T  bezeichneten  Arten 
von  Functionen,  deren  Natur  keine  weitere  Entwicklung  zu  gestat- 
teo  scheint,  als  Monome  angesehen  werden.  Ich  wende  mich 
jetzt  zu  dem  eigentlichen  Zwecke  dieses  Nachtrages,  jene  sechs- 
fache Summe  auf  eine  vierfache  zun'ickzu fähren. 

m=flC  m 

Die  Reihe    Z  Snzm  ging  aus  der  Entwicklung  des  Products 


^1  + ^1  - +      hervor.  Giebt  es  wohl  auch  einen  Aus- 

druck, aus  dessen  Entwicklung  die  in  (3)  vorgekommene  Reihe 
£   T»um  auf  ähnliche  Weise  hervorgeht?  Bevor  wir  diese  Frage 

erledigen,  wollen  wir  die  Convergenz  dieser  Reihe,  die  wir  fortan 
mit  Ü»  bezeichnen  wollen,  untersuchen. 
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Da  Z>i  =  l  ist.  so  muss  JS<f=0  sein,  sobald  d>0  ist.  Nun 
Siebt  uns  die  Gleichung  (6) 

also  ist  Frf=Fj_1  =etc.  =  Fx  =  1.  Also  bekommen  wir,  wenn  wir 
in  (8)  y=l  und  or=n-fl  setzen: 

n       n —  1    n—'i     n— i  o 
1'        W        T  *V 

0!  +  1!  +  2!  +  3!*+n!— (1A; 

Da  nun  alle  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  (mit 
Ausnahme  des  ersten,  welches  für  ?i>0  stets  verschwindet  und 
nur  für  w=0  der  Einheit  gleich  wird)  positiv  sind,  so  muss  jedes 

m 

derselben  kleiner  als  1  sein;  folglich  ist  Tn<n\  und  daher  auch 
Ü„<n!(l  +  M  +  M*+M3....).    Also  convergirt  die  Reihe  17„,  sobald 

u  ein  achter  Bruch  ist,  und  ihr  Werth  ist  dann  kleiner  als 
Aus  (10)  folgt 

»»>t    T»i 1  1 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  MmH  und  summiren  sie, 
vereinigt  mit  1  —1=0,  von  in  =  Ö  bis  m—x,  so  erhalten  wir 


Va  -  Vn~X  =        (7„+1 .  (1 2; 


Geben  wir  dieser  Gleichung  die  Form 


so  sehen  wir,  dass  der  Quotient  links  sich  in  Gestalt  eines  un- 
endlichen Kettenbruchs  entwickeln  lusst: 


ft 

«  +  2 


Vn-i       .  71+1 

_r=1  j. 


! 


j  «43 


1  »+4 
'-"T^eTc. 
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Da  3r0=l  oder  —0  ist,  jenachdem  m  =  ü  oder  grösser  ist, 
so  ist  f70=l,  und  duher 

l/,  =  _L_  <») 

U 

1-J 


1- 


H 


1- 


A 


1 — etc. 


Dieser  Kettcubmch  hat  für  w  <  1  offenbar  nur  einen  einzigen 
Werth.  Wenn  sich  daher  ein  von  n  und  u  abhängiger  Ausdruck 
angeben  lässt,  welcher,  indem  er  der  Relation  (12)  genügt  und 
für  w— 0  der  Einheit  gleich  wird,  für  n  =  l  auf  denselben  Ketten- 
bruch zurückgeführt  werden  kann,  so  wird  man  mit  Recht  einen 
solchen  Ausdruck  als  identisch  mit  17«  anerkennen. 

Es  sei 

Vn^  2-  (-])*  ,  (J4) 

erst  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  V0=l  ist.    Denn  man  hat 

1     *  1      t  1  *4., 


und  wenn  man  diese  identische  Gleichung  von  A=0  bis  £=ae 
summirt,  so  Gndet  man  die  behauptete  Gleichung  F0=l.  Zerle- 
gen wir  auf  ahnliche  Weise  für  ein  beliebiges  n  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  Vnt  so  ergiebt  sich 

1    .  I  1  «*fi 

(_!)*.  h:  =(-1)*  --  +(—!)* 


und  wenn  wiT  hier  von  *=0  bis  Ä  =  <x  summiren, 

4=0  "c-i+i+i' 
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Da  aber 


1  1         1  k 


ist,  so  verwandelt  sich  diese  Formel  in 


wo  in  der  letzten  Summe  k  in  £-f-l  umgesetzt  wurde.  Da  nun 
der  eingeklammerte  Ausdruck  aus  der  rechten  Seite  der  vorher- 
gehenden Formel  durch  den  einfachen  Wechsel  von  n  in  w+1  her- 
vorgeht, so  folgt  endlich 

was  mit  der  Relation  (12)  (ibereinstimmt.    Also  ist  Vn  =  Un. 

Wenn  wir  nun  den  Ausdruck  (14)  für  Un  in  der  Formel  (9) 

um 

Substituten  und  alle  mit  —  behafteten  Glieder  vereinigen, 

J7(l  -  -) 

so  finden  wir  als  Factor  dieses  Bruchs  die  Summe 

 +(m-i)!0!V/«  +  !/ 

(-1)».M  . /m-iy-yN       /  m-1  Y~A 

""(«-Di  *  U-iA  /""+U-i-«/v+2y-; 

-+('"o  )(m/l) 

1)'"H  /m  —  1  -  A  _      1  A+]>\ 
(m— 1)!  V    wt+1   / ~*(»«-l)!Vm+l/ 

Man  hat  also 

r(-,),u,;(i-rXi-iM1-9' 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Formel  (7)  zurückträgt: 

M'-rX'-fM'-f)  I 
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Wir  haben  also  wieder  einen  endlichen  ganzen  Ausdruck  in  m 

u 

für  die  Functiou  /)-,,  welcher  freilich  auf  den  Grad  y  sich  zu  er- 
heben scheint,  wirklich  aber,   wie  wir  oben  gesehen  haben,  nur 

1 

den  Grad  |  oder  erreicht.    Da  die  Ausdrucke  (5)  und  (15) 

ii 

für  eine  und  dieselbe  Function  Dv  von  u  beide  endlich  und  filr 
jeden  beliebigen,  zwischen  0  und  1  enthaltenen  Werth  von  u  sich 
gleich  sind,  so  müssen  sie  identisch  sein  und  sind  daher  nament- 
lich auch  ftir  jedes  ganze  und  positive  u  einander  gleich.  Mit  die- 
sen] Ausdruck  (15)  ist  nun  auch  das  vorgesteckte  Ziel,  den  Werth 
a 

von  Ai  auf  eine  vierfache  Summe  zurückzubringen,  erreicht. 

m,  y 

Wenn  wir  mit  HP  die  Summe  der  c.ombinatorischen  Producte 

der  pten  Classe,   welche  aus  den  Elementen  wi  +  l,  m  +  2  y 

ohne  Wiederholung  gebildet  werden  können,  bezeichnen,  so  haben 
wir  mit  Rucksicht  auf  Formel  (5) : 

Sobald  also  p  kleiner  ist  als  |  oder  £-ii,so  wird  dereingekl 


ruerte  Ausdruck  verschwinden.   Uebrigens  ist  tip  dieselbe  Grosse, 

welche  wir  früher  mit  AP  bezeichnet  haben.  Ich  bemerke  noch 
beiläufig,  dass  aus  (15)  für  u  —  y  die  Formel 

"'-(7-1)! 

folgt,  welche  für  die  numerische  Verification  der  für  bestimmte 

Werthe  von  y  berechneten  Ausdrücke  von  Dy  nützlich  sein  kann. 

Wir  können  der  Formel  (15)  noch  eine  andere  Gestalt  geben. 
Wenn  wir  nämlich  die  Producte,  welche  u  enthalten,  als  Bino- 
roiaicoenicienten  hinschreiben  und  reduciren,  so  bekommen  wir 
zunächst 

7/i    _  1       1         (y— u\     y+l/y— «\ 

und  wenn  wir  hier  7 — nri — ~~ i— ; — TTnundl        l~  1    .  t  1 

(w+1)!   ml    (m-f-lj!      \  y  /        u  Vy+l/ 

setzen  und  in  der  alle  mit  dem  Minuszeichen  versehenen  Glieder 

umfassenden  Summe  m  in  m — 1  übergehenlassen,  so  ergiebt  sich 

w>  fz(p:)?-rrc;r-n.)^i'  <»> 

d.  h.  Dy  ist  gleich  dem  Coefficienten  von  z°  in  der  Ent- 
wicklung vou 
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nach  den  fallenden  Potenzen  von  2.  Wenn  wir  jetzt  zur 
Gleichung  (4)  zurückgehen  und  durch  die  Klammern  [  J  anzeigen, 
dass  wir  von  der  Entwicklung  des  eingeschlossenen  Ausdruck« 
nach  fallenden  Potenzen  von  2  nur  das  mit  2°  behaftete  Glied  be- 
halten, so  erhalten  wir,  indem  wir  zugleich  y  in  a—  w—  1  —  /i 
umsetzen : 

Was  den  zusammengesetzten  Factor  betrifft,  der  dem  bestimmten 
Integral  vorangeht,  so  wird  das  erste  Glied  seiner  Entwicklung 

—  sein,  und  alle  folgenden  Glieder  werden  von  einem  niedrigeren 

Grade  als  r— 1  sein.    Anderseits,  wenn  man  die  unter  dem  Inte- 

?rationszeichen  enthaltene  bestimmte  Summe  über  ihre  obere 
i ranze  fi=a — u—l  hinaus  fortsetzt  und,  um  unendlich  grosse 
Grössen  zu  vermeiden,  die  untere  Integratiensgränze  an  eine  be- 
liebige Stelle  über  1  hinaufrückt,  so  werden  die  ersten  aus  die- 
ser veränderten  Auflassung  des  obigen  Integrals  hervorgehenden 
neuen  Glieder  sein: 

Nun  fallen  die  willkührlichc  Constante ,  das  logarithmische  Glied 
und  alle  folgenden  gebrochenen  Glieder,  als  zur  Bildung  des  mit 
2°  behafteten  Gliedes  der  ganzen  Entwicklung  nichts  beitragend, 
ausser  Betracht.   Es  bleibt  daher  im  genannten  Integral  nur  da» 

Glied  ^  ^'o  — uür'S»  welches  nicht  vernachlässigt  wer- 
den darf,  sondern  von  dem  bestimmten  Integral  abgezogen  wer- 
den ntuss,  sobald  seine  Bedeutung  in  dem  angegebenen  Sinne 
verändert  wird.   Oder,  was  dasselbe  ist,  in  der  "ganzen  Entwick- 

lung  muss  alsdann  noch  das  Glied  —  I  1  abgezogen 

werden.  Auf  diese  Weise  bekommen  wir  in  Beziehung  auf  For- 
mel (3): 

H+2«+l)\  <>« 


/— (l'  +  2n+2)\      r(2  +  M)2"    _«   p(t—  l)*W«-f*  J  -j 


(18) 


Fasst  man  die  Gleichungen  (2),  (3),  (18)  zusammen,  so  stellt  sich 
Ai  als  doppelte  Summe  dar. 
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Entwickelt  man  den  eingeklammerten  symbolischen  Ausdruck 
und  substituirt  in  (3)»  so  erhält  man 

i     «=«vH  2«+2)\ 
Ba=Z  nZi    u\\    a-u-fl  ) 

wo  die  zweite  Summe  sich  auf  alle  ganzen  positiven  Werthe  von 
X,  ft,  v,  m,  die  Null  mit  eingerechnet,  erstreckt,  welche  der  Be- 
dingung il-ffi  +  v  +  M  =  a  genügen.    Diese  zweite  Summe  ist  da- 

n 

her  als  eine  vierfache  anzusehen,  so  dass  hiedurch  Ai  als  fünf- 
fache Summe  dargestellt  ist. 

Für  cr=;>0  muss  der  vorliegende  Ausdruck  verschwinden, 
ein  Satz,  dessen  directer  Beweis  grossen  Schwierigkeiten  unter- 
liegen dürfte. 


Ich  will  noch  einige  merkwürdige  Sätze  über  die  Functionen  7« 
beweisen.    Von  den  drei  Gleichungen 

p  mm  }  m — (  m 

f.=I;  Tn-Tn-x^^  Tnil;  To=0,  wenn  ro>0, 

welche  die  Definition  enthalten,  ausgehend,  bringe  ich  zuerst  die 
allgemeine  Gleichung  unter  die  Form 

m  m — i  m 
Jji      _  7n  f  i         rI  a— i 

nl     (m  +  1)!"-  nl 
und  setze  hier  rn  in  m  —  n  um,  wodurch  ich  erhalte 

m — n  in — (n  f  1 )  m—n 
Tn        «n+l         7n-|      r    ^  /1A. 

¥r-<TFüi="sr-  iM>nJ  (19) 

Wenn  man  nun  in  dieser  Gleichung  nach  und  nach  n  durch  n+1, 
w+2,  7i  +  3,....  w— 2,  ?n  — I  ersetzt  und  alle  so  entstandenen 

f  f 

Gleichungen  zu  ihr  addirt,  indem  man  zuletzt  noch  ~7=— rnF 
hinzusetzt,  so  findet  man 

tn — n  wi — k 

Tn    *=«  Tk-t  — 

nl=dn^'lm>n>W>  (20) 

welche  Formel  auch  zur  successiven  Berechnung  der  in  (8)  vor- 
kommenden Factoren  der  BinomialcoeHicienten  gebraucht  werden 
kann.  Wenn  man  ferner  (20)  von  n=l  bis  n—m  snmmirt,  auf 
der  rechten  Seite  die  gleichnamigen  Glieder  vereinigt  und  dann  k 
in  A+l  umsetzt,  so  erhält  man 
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m — a  m — k — j 

wo  das  erste  Glied  der  Summe  rechts  allemal  verschwindet,  wenn 
m  — l>0  ist,  und  nur  für  m=l  der  Einheit  gleich  wird,  indem 
es  zugleich  die  ganze  Summe  ausmacht.  Da  somit  für  m  >  1  die 
Summe  links  in  diejenige  rechts  durch  die  einfache  Umsetzung  von 
rn  in  m — 1  übergeht,  so  inuss  ihr  Werth  von  der  Zahl  m  unab- 
hängig sein.  Also  ist  in  Folge  dessen,  was  wir  so  eben  für  den 
Fall  m=l  bemerkt  haben,  allgemein 

m—k 

Zw^1-  rm>°>'  (21) 

eine  Formel,  die  wir  schon  in  (11)  gebraucht  haben,  um  die  Con- 

m 

vergenz  der  Reihe  ZTnum  zu  beweisen. 


Wenn  wir  von  den  zwei  in  der  Definitionsformel  gegebenen 
Gleichungen 

1  m —  l        m  m 

Y+  \      =  ^k —  ^r~1 » 

1    n— i  n  n 

n  m 

die  erste  mit  Tx,  die  zweite  mit  Tx  multipliciren ,  von  einander 
abziehen  und  das  Ergebniss  mit  A!  dividiren,  so  kommt  nach 
einer  Versetzung  von  Gliedern 

m    n  m—  I      n        m        n        m  n—  l 

Fa  n-i     Txu  Tx    Tx-X  Tx    TxTi+i  /  K>X 

II     ~~  (A+l)!'"     XI    ~  (A+TJT        (  } 

Um  an  dieser  Gleichung  eine  solche  Summation  auszuführen,  dass 
rechts  alle  Glieder  mit  Ausnahrae  der  aussersten  sich  gegenseitig 
aufheben,  wollen  wir  darin  die  Ordnungszahl  n  in  a+n  —  k  um- 
setzen und  dann  von  A=a  bis  A=;a  +  n  summiren.  Wir  bekom- 
men 80 

m  a+n—X  m—  1  a\  n— X    m  n 

TX  Tx-i  _         »  TVf,  T;.  _  Ta-yTa 

X=a         V.  X=a     (A+l)!  -      ül  ' 

Wenn  man  nun  in  der  zweiten  Summe  A  in  A  — 1  verändert  und 

m~l  n+i 
Ta  T 

von  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  Grosse  — abzieht, 
verwandelt  sich  die  vorliegende  Gleichung  in 
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m        n       m—i  n+ 1 

Ta-X  Ta—Ta  Ta~-X 
—  — ■  j  ■• 

al 


(23) 


Wenn  wir  der  Kurze  wegen  die  erste  Summe  mit  f(a,m,n)  be- 
zeichnen, so  ist  die  zweite  /*(rf,  m  —  1 ,  n  +  1).  Der  Umstand, 
dass  von  den  drei  Argumenten  dieser  Functionen  die  beiden  letz- 
ten dieselbe  Summe  haben,  veranlasst  uns,  m,  n  in  m  —  i,  »i-f-i 
zu  verändern  und  von  t=0  bis  i=m — n — 1  zu  summiren,  indem 
wir  m  als  die  grossere  der  beiden  Zahlen  m ,  n  voraussetzen-  Es 
ergiebt  sich  so: 

1  i   m—n—  l  /  m—i  n  \  i    m-i-  I  n4  i[  \  \ 

f(a,  m,  n)  -f(a,  w,  m)  ^  ~,      ^     ^  Ta-X  Ta  -  7«     ?  «-i ) 

Wenn  man  aber  rechts  das  Summationszeichen  auf  jedos  der  bei- 
den Glieder  besonders  bezieht  und  dann  die  zweite  Summe  um- 
kehrt, so  findet  man  sie  der  ersten  gleich.    Man  hat  also 

■ 

f(a,  m,  n)—f(a,  n,  wi)=0, 

d.  h.  die  Summe 

m  ofn— X 

A=.  i'i2.3.4....A' 

als  Function  der  drei  Argumente  a,  m,  n  betrachtet, 
ändert  ihren  Werth  nicht,  wenn  man  die  beiden  Zahlen 
m  und  n  vertauscht. 

In  dem  besondern  Falle,  woa  =  l  ist,  verschwindet  die  rechte 
Seite  der  Formel  (23).   Also  ist 

/•(l,m)W)=/(l,m-l,n  +  l). 

Wenn  daher  die  Summe  m  +  n  dieselbe  bleibt ,  so  behält  auch  die 
Function  f(\,m,n)  denselben  Werth,  weshalb  man  darin  z.  B. 
m,  n  resp.  in  m-f-n,  0  verändern  darf,  was  die  Gleichung 

/■(l,m,w)=/*(l,/«+n,0)  oder  auch  f(l,  m,n— 1)  =  /"(I,  hi+w— 1,0), 

d.  h. 

gtebt. 


Die  Formel  (21)  ist  nur  ein  besonderer  Fall  einer  ganzen 
Classe  ähnlicher  Formeln,  zu  denen  man  auf  folgendem  Wege 
gelangt«   Nach  (5)  und  (7)  hat  man 

Theil  XII.  5 
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Entwickelt  man  nun  die  recht©  Seite  -nach  steigenden  Potenzen 
von  u,  indem  man  das  bekannte  Verfahren  der  Zerlegung  rationa- 
naler Bräche  anwendet,  so  tindct  man 

WenB  Mir  diese  FormeJ  mit  (8)  zusammenhalten,  o*,  s  resp.  in 
m+1,  h  verändern  und  der  Zahl  y  nach  und  nach  <iie  Werthe  2, 
3,  4,  5,....  beilegeu,  so  hekommen  wir: 


m — k 
im — Jk 

n/H0\  _  1961    277 /IV«- >  ,  93/iy~*_  U/1Y" 


u.  s.  f. 


Endlich  crgiebt  sich  noch  aus  (14)  ein  Ausdruck  fär  die  Func- 

m 

tion  Tn,  welchen  d'iTect  zu  verificiren  ich  umsonst  versucht  habe. 
Denkt  man  sich  nämlich  dort  den  Bruch   unter  die 

Form 

(1+M+m2+*3....)(1  -f  |  +  ^  + ~ ....)  »(1+^^  +  (n+ I 

gebracht,  die  Multiplicationen  ausgeführt  und  die  gleichartigen 
Glieder  vereinigt,  so  findet  man 

wo  die  Summe  rechts  sich  auf  alle  ganzen  und  positiven  Werthe 
mit  Eioschluss  der  Null  erstrecken  soll,  welche  man  den  Expo- 
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neoteo  A,  X,  ft,....^,  o»  beilegen  kann,  ohne  das«  ihre  Summe  die 
Zahl  m  ubersteigt. 

Zerlegt  man  in  derselben  Formel  (14)  die  zusammengesetzten 
rationalen  Brüche  in  einfache  und  ersetzt  dann  diese  durch  die 
äquivalenten  geometrischen  Reihen,  so  erhält  man 

wofern  für  ein  positives  « 

r 

*<••— >=n2(-I,~,(">~ 

gesetzt  wird.   Macht  man  hier  n  =  0,  so  erhält  man  die  Formel 

/  1  \m  k=sm — l 

L^f-+   Jo  (*+l)rt*-H.  -(m-*))=:Ü,  [m>0]. 

\  m=n  /tt\ 

Ist  9>(n,cf)  =  -  .  2  ( — I)n— w»  I  )may  wo  a  eine  positive  Zahl 
bezeichnet,  so  hat  man 

<p(n,a)  =  tup(nttt— l)  +  y(n— l,cr— 1), 

und  <p(n,or)  verschwindet  fär  jedes  unter  n  fallende  ganze  und  posi- 
tive o;  sonst  ist 

— n 

wofern  n  und  a  ganze  Zahlen  sind. 


V. 

Heber  eine  astronomische  Aufgabe. 

Von 

dem  Heransgeber. 


§.  l. 

Dan  Problem  von  Douwes,  welches  in  seiner  verallgemei- 
nerten Gestalt  aus  den  beobachteten  Höhen  zweier  Sterne,  deren 
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Positionen  auf  der  »Sphäre  bekannt  sind ,  und  der  Zwischenzeit  der 
Beobachtungen,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Differenz  der  den 
beobachteten  Höhen  entsprechenden  Stundenwinkel,  die  Polhohe 
und  die  Zeit  zu  bestimmen  lehrt,  ist  seiner  grossen  praktischen 
Brauchbarkeit  wegen  schon  vielfach  behandelt  worden.  Weniger 
behandelt  ist  bis  jetzt  die  analoge  Aufgabe:  aus  den  beobach- 
teten Hohen  zweier  Sterne,  deren  Positionen  auf  der 
Sphäre  bekannt  sind,  und  der  Differenz  der  den  beob- 
achteten Höben  entsprechenden  Azimuthe  die  Polhöhe 
und  die  Zeit  zu  bestimmen.  Wenn  nun  auch  dieses  Problem 
allerdings  von  geringerer  praktischer  Brauchbarkeit  ist  wie  das 
erstere,  so  scheint  mir  dasselbe  doch  die  Behandlung,  welcher 
ich  es  im  Folgenden  unterwerfen  werde,  zu  verdienen,  weil  die 
Besitzer  von  Theodoliten,  welche  jetzt  in  so  grosser  Vollkommen- 
heit aus  den  Werkstätten  mehrerer  Künstler  hervorgehen  und  zu 
der  Anstellung  der  Beobachtungen,  die  der  Auflösung  des  in  Rede 
stehenden  Problems  zu  (irunde  gelegt  werden  müssen,  vorzüglich 
geeignet  sind,  öfters  nützliche  Anwendung  von  demselben  werden 
machen  können. 


$•  2. 

Die  Polhöhe  sei  cp;  die  bekannten  Declinationen  und  die  ge- 
messenen Höben  der  beiden  beobachteten  Sterne  seien  Ö,  d,  und 
h,  A, ;  die  den  gemessenen  Höhen  entsprechenden  Azimuthe, 
welche  von  der  südlichen  Hälfte  des  Meridians  an  im  Sinne  der 
täglichen  Bewegung  der  Sphäre,  d.  h.  von  Osten  nach  Westen, 
von  0  bis  300°  gezahlt  werden,  seien  ro,  cd,.  Dann  haben  wir  die 
beiden  folgenden  allgemein  gültigen  Gleichungen: 

(  sin  d= sin  A  sin  <p — cos  A  cos  cd  cos  cp , 
^     |  sin (5,  —  sin//,  sin cp  —  cos A,  cos  cd,  cos cp ; 


aus  denen 


sin  /«sin  cp —  sind" 

cos  cd  =  >•  , 

cos  h  cos  (p 

sin  A,  sin  cp  —  sin  d, 

cos  cd,  r=  1 — r-  i; 

cos  A,  cos  cp 


also 


cos  CD  -f-  COS  CD,  =  2  cos,  (cd,  — co)  cos  £  (cd,  -f-  cd) 

 sin  (A^A,)  sin  cp —  (sind cos A,  -\  sind,  cosA) 

cos  A  cos  A,  cos  tp 

cos  co —cos  cd,  —  2 sin  \  (cd,  —  cd)  sin  g  (cd,  +  cd) 

 sin(A — /i,)sincp  —  (sind  cos  A,  —  sind,  cos  A) 

cos  A  cos  A,  cos  cp 

oder 
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3) 


cos  h  cos  hx  cos  q>  cos  1  (o>,  -f-  m) 

sin (h+Aj) sin y — (sin AVosAj  +  sind,  cos /i) 
2cosi(»,  —  w) 

cos  h  cos  /<!  cos  <p  sin  4  (o>i  -f  a>) 

sin (A  —  A| )  sin  y  —  (sin  flcos  Aa  —sin  flj  cos h) 
*2  sin  J  (d»j  —  w) 


folajt,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  das*  der  Voraussetzung 
zufolge  die  Differenz  cüj — w  der  Azimuthe  w,  a>,  gemessen  wor- 
den und  daher  bekannt  ist. 


Quadrirt  man  jetzt  diese  beiden  Gleichungen  und  addirt  sie 
dann  zu  einander,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Keductio- 
nen  die  folgende,  bloss  noch  die  eine  unbekannte  Grösse  sin <p 
enthaltende  Gleichung  des  zweiten  Grade«: 
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Berechnet  man  jetzt  die  Hülfsgrüssen  Ä,  6,  &  und  @x 
mittelst  der  Formelin 

K COS  ©COS 


1  /t8inC>COS&  =  -7-; — TT  v» 

/ZsinÄ  — cos/icos^ 


D              sind  cos /*,  -f  sin  dt  cos/t 
Äic°*Öi  =  2co8UWl-a>)  ' 

«,   .  Ä      sind  cos  A( —sin  #i  cos  A  # 

/Jj  Sin  C7,  =3  tt— ; — j—   ; 

was  bekanntlich  immer  ohne  Schwierigkeit  geschehen  kann;  so 
wird  die  vorhergehende  quadratische  Gleichung: 

~     .    -    0Ä,       0             _x.  Ä*sin£2-/?,* 
7)   sing;*  — 2-^  cos  &  cos  (0 — ©,)sing>=  ^  

also 

8)   (sin  9—  ^  cosücos<0— 
iPsinfl*  — Jg^l  1  —  cos  fl*cos(e  — 0,  )*  j 

Berechnet  man  nun  noch  den  Hunswinkel  Slx  mittelst  der  Formel 

9)   coßSll  =  cosSlcos(0—ßl)t 


so  wird 


10)    (sinqp-^co«ÄJ*=  ^  


oder 


,ix    /  •  Äl        n,.      Äia.    n./  /PsinÄ5»  _\ 

11)   («n»-Ä  cosÄj)^  ^«'n^i^^-n-ß^-y' 
und  folglich,  wenn  man  den  Hfilfswinkel  Sl*  mittelst  der  Formel 


berechnet: 


^      ff,  sin&i 
12)  0»«^=-^^ 


sin  <p=^  (cos      +  sin  Slk  tang  Ä^), 


d.  i. 
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13)   sm<p=R-  cogÄ>'-' 

mittelst  welcher  Formel  ?  leicht  berechnet  werden  kann.  Auch 
tot  nach  12) 

14)  8ing>=^~coS(ß1T^t). 

Wir  haben  also  zur  Berechnung  von  q>  die  folgenden  Formeln: 

fcin(A  +  A,) 

15)   Äco*ecoaÄ  =  £co* .'(»,-»)' 

sin(A— Äi) 
Ä^nöcosÄ-^r^^' 

l?sin&  =  cosAco*Ä,; 

sin  3  cos  At  -fr-  sin  o\  cos  A 
Ä»cos*»-        2COSK»!-»)  ' 
.  sin  oVos^  —  sin«^  cosA  . 

R*  8,n ="^rnUwi-^  ' 

Äi  sin  . 

cosÄ,  =eoeÄco8(0— ©i),  cos  51,  =  /^sinjq»  ♦ 

Hat  man  denselben  Stern  zwei  Mal  beobachtet,  so  ist  d=di, 
und  die  vorhergehenden  Formeln  verwandeln  sich  in  die  folgenden 
etwas  einfacheren: 

Ä       sin(A  +  Ai) 
16)  Bco.eco»^=2cos,(a)| 

~      A      ^       sin  (A  —  Ai) 
R  sin  Öcosß  =  <r -Trhr; — ~\  > 

ß  sin  52  =  cos  A  cos  A, ; 

.    cosJCA-AJcosUA  +  A,) 

C08<9>  =8,n6  cos^-*)  —  ' 

n    .  Ä       .  ,sinUA-A1)sinUA^A1). 

_     ^  r?i  sin  . 

cos£,  —  cos  &  cos  (0  —  ©|) ,  cos  ii,  =  ~ii»\n  Ä  ' 
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§.  3. 

Lüst  man  die  quadratische  Gleichung  4)  ohne  Einfuhrung  aller 
Hunswinkel  auf,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Keductionen, 
wenn  der  Kürze  wegen 

^    ein  (A +A,)  (sind  cos  A,  +jjin^_cosA) 

~"  4co8£(ooi  —  o>)2 

sin(A — A,)  («in  d  cos//,  — sind,  cos  A) 

1      \2  cos }  (w,  —  oi)/     \2slDt(c*i  —  a)s 
^y._  / sin d  cos  A,  -|-  sin  d,  cos  A\  * 

~     V        20084(0)! — w)  / 

/sind cos A,  >— sin d,  cos  AV 

+V     2  sfiT;  («!—«)  / 

/sindsinA,  — sind,  sin  A  V 
V        sin(a>,— «)  / 

gesetzt  wird: 

iox     .        £+cosAcosA.  V  jV— iV 

18)  sin<p=— ^  ^  

Berechnen  wir  nun  aber  die  Hulfssrüssen  J?,  und 
mittelst  der  Formeln: 

d  •  ö      o       sin(A-f  A,) 

/f  Sin  0  (  OS  ii  —  ^  .  ;  :  > 

Jcosa(ü),  —  ti)) 

■  ■ 

19)  <          ~      „      sin(A  — A,) 
/?cos0cosi2=5-r-v7  lL-z, 

—  w) 

// sin  &  —  cos  A  cos  Ai 
und 

.   ~        _      sin  dcos  A,4-sin  d,  cos  A 

•20)  {  filcoSe1c»sfl1=^-.^*'7si,,i'1c^. 

J  1  1  2smJ(«1  — 0>) 

.  _      sindsinA,  — sind,  sin  A 

lix  smii.  =  — .  r  , 

1        1  sint«,  — o>) 

so  ist.  wie  man  leicht  findet: 

»Ii  /?i  cos  flcosfl,  cos(0- 0,)  +  sin  -Q  V 

zjj  sin  <jp=  ■  y-, —  —  ■  

oder 
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2*2)  sin  g>  =  { cos  £  cos  Ä,  cos  (ö— Ö,)  ±  »in  ÄV  (^)  _1 5' 
und  folglich,  wenn 

23)   casA,  zu- 
gesetzt wird: 

24)  sio<p  =  cos£atco8  Slcon£ll  cos(0  —  &x)  ^sinßtang  ,ßa), 
also,  wenn  man  noch  den  Hfilfswinkel  £3  mittelst  der  Formel 

berechnet : 

.         cosß,  cosÄacos(ö  — 0,)cos(Ä:f  Äg) 

20)    MI)  tpzz:   0  • 

T  COS  #3 

Weil  aber  nach  25) 

cos  S&j    sin  Sl2 


COSß3       CO8.ßi8in.ß3COS(0— 6j)  . 

ist,  so  ist 

27)  ^^^co8(ÄTÄ3)- 

Welchen  der  beiden  Werthe  der  Polhohe,  die  im  Allgemeinen 
die  vorhergehenden  Formeln  liefern,  man  zu  nehmen  hat,  wird 
bei  praktischen  Anwendungen  nie  zweifelhaft  sein. 

Für  ö  —  6l  nehmen  jlie  Formeln  20),  mittelst  welcher  Rlt  &lt 
gefunden  werden,  die  folgende  einfachere  Gestalt  an: 

'  n   •  n       r»      sinicosi(Ä  +  A,)cosi(A  — ä,; 

Rx  sin  c).  eosii,  =  x  , 

1        1         1  cos  4  (o>i  — ») 

oöx    ]  d       ia       o     sindsinifA+Ai)8in.i(A  — A|) 
28)    j  Rx  cos  0t  cos     =  shTf^  «)   ' 

R   .   Q         2  sin  3  cos  j  ( A  -|-  A, )  sin  l  (A  —  At ) 

/Ii  Slfi  •>*•=:  —  ; — 7  r  • 

*  1  SinCWj  —  G)) 

.  * 4 

Hat  man  die  Polhöhe  gefunden ,  so  berechnet  man  \  (b)t  +  o>) 
mittelst  einer  der  beiden  aus  #)  sich  ergebenden  Formeln: 

_ 81,1    +  Ajsinqp— (sind  cos  At  -f  aino\  cos/?) 
cosi(wi+o>)--  ^TorAcösAjCosycosUwi-o)) 

sin(A— A^sinqp — (sin  3  cos  At — sin 3t  cosA)  . 
«m   2co8AcosA1cos9>sini(a>t-a>) 
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.    oder,  wenn  d  —  6l  ist,  mittelst  einer  der  Formeln: 


30) 


,  sinUA+Aj»'"?— cos  l(A-At)  sind 

cos  •  (co,  +  .)  -  cos  ,(A  +A, )    c08ÄcosAiC0^cmU^_w)  - 

s.n  \  (», +«)  =  s.n  ,(A  -  AJ    CO8ÄC0sAi  C08ysin ,  (öi  _  w)  "  - 


wo,  da  man  weiss,  dass  4(g>i  -f  w)  nie  grosser  als  360°  ist,  und 
sowohl  cos?(o>, -f <a),  als  auch  sin -f  uj)  kennt,  über  die  Art, 
wie  man  J(»i  +  ")  nehmen  hat,  gar  kein  Zweifel  übrig  blei- 
ben kann. 

Hat  man  aber  S(g>i  +  g>),  so  findet  man  auch  leicht  a>  und  cox ,  weil 
31)    i  °*  ~  +w)~"i(ft>i~'*^ 

0>1  =  +  O))  +  i  (0)!  —  0)) 

ist. 

Wie  man  endlich  aus  der  Pol  hohe,  der  Hohe  und  dem  Azi- 
muth  eines  Sterns  den  entsprechenden  Stundenwinkel  findet,  und 
daraus  dann  ferner  mittelst  der  bekannten  Kectascension  des 
Sterns  die  entsprechende  Sternzeit  ableitet,  kann  aus  den  Ele* 
menten  der  sphärischen  Astronomie  hier  als  bekannt  vorausge- 
setzt werden. 

§.  5. 

Wir  wollen  jetzt  den  Einfluss  untersuchen,  welchen  Fehler  in 
den  gegebenen  und  In  den  gemessenen  Stucken  auf  die  gesuchten 
Grossen  ausüben.  Bezeichnen  wir  zu  dein  Ende  die  wahre  Decli- 
oation.  Höhe,  Polhöhe  und  das  wahre  Azimuth  durch 

d-Mä,  h  +  Jk,  <p+Jq>, 

und 

dj  +  Jdx ,  hx  +  Ahx  ,  <p  +  J<p,  cöj  -f^ttj  ; 

so  haben  wir  statt  der  Gleichungen  J)  eigentlich  die  folgenden 
Gleichungen : 


3-2) 


sin  (d  +  Jd)  =  sin  (A  +  Jh)  sin  (<p  -f  d<p) 

—  cos  (A  +  Jh)  cos  (w  -f  Ja)  cos  (<p+J<p), 
sin(d1 + dlx  )=z  si  n  (Ä,  +  Jht )  sin  (<p  +  Jq>) 

—  cos  (Ai  -t^hx)  cos  («,+//©!  )cos(9>-r-  4<p). 


Entwickeln  wir  aber  diese  beiden  Gleichungen  bloss  bis  auf  Glie- 
der, welche  in  Beziehung  auf  40,  JA,  4q>,  4co  und  Ahx ,  Jhx, 
J<p,  Jmt  nur  von  der  ersten  Dimension  sind,  so  erhalten  wir 

sind  -f-  cosd^/d=sin/isin<p — cosAcoscocosg) 

-f-  (cos  A  sin <p  +  sin Äcos  a>cos<p)  Jh 
-f  (sin  Ä  cos  <p  +  cos  A  cos  to  si  n  q>)  4<p 
■f  cos  A  sin  co  cos  tpdto 
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und 

sin  flj  -f-  cos  <$i      =«in    «in  qp  —  cos  Aj  cos  o>!  cos  qp 

-f  (cosA,  sin  <p  +  810^0080)!  cosgj)^! 
-+  (sin  /ii  cos  9  -f-cos/i,  cos  Wj  sin  9)^9 
-f  cos  Äj  sin  o>i  cos  9^a>| . 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  die  wahre  Azimuthaldifiercnz  durch 
o>t  —  <a  -f  ^/(o>!  —  w)  bezeichnen , 

tOl  +//0)j=(ü)+^w)  +  »ö>i  Q)  ^^((öj — 09)} 

=  ©+  (t»!  —  o)-f  Jto-i-  ^/(o>i  —  <»), 
also,  weil  in  Folge' der  Gleichungen  31)  offenbar 

Ü>1  =  Ü)-f  (o^  (ö) 

gesetzt  worden  ist, 

A  a>|  =  dm  -f-  ^  ( C0|  —  oj). 

Daher  erhalt  die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  die  fol- 
gende Form: 

sin  ö\  -f  cos diztö]  =sin Äj  sin 9 — cos  Aj  cos  »4  cos <p 

-f  (cosAt  sin  9  -f  sinAj  cos  Wj  coso;)^A| 

-f-  cos  A|  sin  0|  cos  tpd  (atl  —  to) 
+  (sin  Aj  cos  9  f  cos  At  cos  eoj  sin  9)  J<p 
-f  co« sin  Oj  cos  9^0). 

Weil  nun  aber  im  Vorhergehenden  die  Grossen  9,  oj,  so  be- 
stimmt worden  sind,  dass  den  beiden  Gleichungen 

sin  ö  =  sin  Asin  9  —  cos  A  cos  oocos  07, 
sin  dt  =  sin  A]  sin<p — cosAt  cos  CO89 

genügt  wird ;  so  erhalten  wir  nach  dem  Obigen ,  wenn  der  Kürze 
wegen : 

A  =  sin  A  cos  9  -f  cos  A  cos  cd  sin  9 , 
B  =  cos  Asin  o)  cos  9, 
21  =cosd\ 

25=  cos  £in  9  +  sin  A  cos.  w  cos  9 
und 

'       =  sin  At  cos  9  +  cos  A]  cos  a>i  sin  9, 
\  ßt  =  cos  A,  sin  o),  cos  9 , 

(  ^^cosAtsinop-f  sinA,  co«a»t  cos  9 
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gesetzt  wird,  zur  Bestimmung  von  dtp  und  Ata  aus  den  Grössen 

Ad ,  Adx ,  Ah,  At^ ,  ^(©,  —  a») 

die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

$  AA<p  +  BA(o=HA8-J£>Ah, 
}  *  J1^  +  Jß1z/o>=21i^1-»1^/i,-/?1^(ö>|-w). 

Es  ist  nun ,  wie  man  leicht  findet : 

ABX-AXB 

=    (sin  A cos  <p  +  cos  A  cos  »sin  q>)  cos  Aj  sin  a>!  cos  <p 
— (si  n  A1  cos  <p  -f  cos  Ax  cos  a>i  sin  qp)  cos  A  sin  co  cos  <p 

=    (sin  A cos  AA  sin  al  —  cosAsinAi  sin  co)cos<p* 
+  cos  A  cos  Ä!  sin  (a>i  —  a>)  sin  q>  cos  <p. 

Aber 

sin  A  cos  Ä!  sin  a\  —  cosA  sin  h  sin  w 
=    i  { sin  (A  +  Ax )  +  sin  (ä  —  At)| sin  co, 

—  i  { sin  (A  f  A, )  —  sin  (A  —  hx)  \  sin  w 
s=    \  sin  (A  -»  A,)  (sin  w,  —sin  co)  +  J*in  (A  -  Aj)  (sin  cd,  -f  sin  co) 
=    sin(A  +  ÄJ  sin  J  (a^  —  co)  cos  J      -f  co) 

+  sin  (A  —  A, )  cos  4  (co,  -  co)  sin  i  (a>|  +  co) , 

und 

cos  A  cos  hi  sin  (g>i  —  co) 
=  { cos  (A  f  A, )  +  cos  (A  —  AJ }  sin  i  (co,  —  co)  cos  i  (co,  -  co). 

Also 

30)   ABi  —AXB 

<    siiUA+AOcosUwi  +  wJcosg?, 
=  sini(w1—  o>)  *  .  .  $coscp 

c  -f  cos  (A  >A, )  cos  ;({«>! -o>)  sin  9  5 

.     sin(A— AJsin^Wj+aOcosT)  ? 

4-cosU<üi— ö>)  ?  ,       et    l  \  '  i f         \-  iCOS(P- 
c  +  cos(A— A,)  sin  4(0^— co)sin<)p 

Berechnet  man  nun  die  Hülfsgrössen  g  und  x  mittelst  der  Formeln 

psinor=    siu(A  +  k)cosi(o>i  +  c»)cos  93 
+cos  (A + hi)  cos  i  (toi  —  co)  sin  <p , 
1  pcosa:  =    sin(A--Ai)sinJ(col  +  co)coscp 
+  cos  (A — hi )  sin  \  (co,  -  co)  sin  <p ; 

so  ist 

38)  —  AVB  =  o  coscpco«  { i  (co,  —  o>)  —  .r }. 
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Einen  sehr  einfachen  Ausdruck  dieser  Grosse  erhält  man,  nenn 
man  die  mittelst  der  bekannten  Gleichungen 

<  cosäcosö  =  sinAcos<p  +  cosAcosa>sin<p, 
*  cos  ö sin  a  =  cos  A  sin  co 

* 

und 

^    ,  cos  ix  cos  (Tj  =  sin    cos  g>-f  cos  A,  cos  »|  sin  q>, 
'  cos  6j  sin  o*!  =  cos  A,  sin  a>, 


zu  bestimmenden  Stunden winkel  a  und  o,  einfuhrt,  indem  sich 
nämlich  aus  diesen  Gleichungen  auf  der  Stelle 

41)   ABi  —  ^i^=cosdcos51sin(a1  —  (j)cosqp 

ergiebt. 

Lost  man  nun,  diesen  Ausdruck  und  die  Gleichungen  30)  und 
40)  benutzend,  die  beiden  Gleichungen  35)  in  Bezug  auf  dtp  und 
Ja  als  unbekannte  Grossen  vollständig  auf,  so  erhalt  man : 

tci\    a  sina,  sino 

sin  at  (cos  h  sin  <p  -f  sin  A  cos  a>  cos  9) 

cos  d  sin  (o-!  —  0)  Ä 

sin  o*(cos  Ax  sin  9  f-sin  Ai  cos  ö>|  cos  <p)  ^ 
cos  <5j  **iu  (ö1  —  0)  1 


sin  0  sin  ff,  cos  m 

+  ^nTff7-^r"^(Ml""w) 


und 


 COS  (Ji  C08g 

43)  —  ifii(5~^co^*+  »•„,(<,, -o^cosy1 

1  C-°JLtfl  (c<>8  *  810  y  4-  sin  A  cos  ocos  tp)  ^ 
'  cos  6  sin  (0,  —  a)  cos  <p 

cos  tx  (cos  At  sin  <p  -f  «in  At  cos     cos  y) 

cosd^  sin  (o^  —  oj  cos  9  ^ 

cos  o"  sina,  • 
sin(ff! — 0)   v  1 

Berechnet  man  die  Hülfswinkel  6  und  ^  mittelst  der  Formeln 

cotÖ  =cos  ocotqp, 


44)  \ 

1  COt^j^rCOSCOjCOtqp; 


so  wird 
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45)  j9=z  M--±*Mt 
'     ^       sin  (Oi — ö)        sin  (ff!— ff)  1 

sin  ff|  sin  <p  sin  (A  -f-  ö)  ^ 


cos<Ssin0sin(ff,  —  ff) 

sin  ff  sin  cp  sin  (A,  -f-  ö,) 
cos  ff",  sin  0,  sin  (ff|  —  ff) 

8IU(ff,  — ff)         v   1  7 


und 


COS  ff,                  ,              COS  ff 
46)     ^£0=  —  -r-7  \  Ab  +  -r-,  r  JSl 

'  sm(ff,^ff)cos<p     n  sin(ffi— ff)cos<p  1 

cos  ff!  tang  ysin(A  +  6)  ^ 
'  cos  et  sin  0  sin  (ff,  —  ff) 


cos  ff  tan <i 


ysin(Ai  -f  ev) 
0,  sin  (ff!— ff)  ^ 


cos<$!  sin0,  sin(ff: 
cos  ff  sin  ff, 
sin  (ffi  —  ff)    v  1 

Zur  Bestimmung  von  z/co,  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Formel 

Acol—Jo3  -{-d(<0i  —  cd), 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

a  cos  ff,  _  cos  ff 

47)    Jco,  =  r— ,  '  JÖ4--7—T  ; — — <dö, 

'        1        sin  (ff,  —  ff)  cos  <p     ^siu^,—  ff)cosg>  1 

cos  ff,  tang  ysin(A  -f  6)  . , 
+  cosoVmWm (ff,  — "öT  ^A 

cos  ff  taug  qp  sin  (A,  -f  Q\)  ^ 
~~  cos<5,sinöisin(ff,  —  ff)  1 

sin  ff  cos  ff,  A. 
^sin^ff)^^-^ 

Zur  Bestimmung  von  z/tf  und  z/ff,  hat  man  nach  3U)  und  40) 
die  Gleichungen 

«  cos(5+^cT)sin(ff -|-  z/ff)  =  cos (A-f-z/A) sin (co-|-z/co), 

*  cos(d,-f  z/c^sinfo  +  z/ff,)  =cos(A,-r-//A,) sin  (co,  +z/co,); 

aus  denen  sich  mit  den  gewöhnlichen  Vernachlässigungen  ohne 
Schwierigkeit 

/  _     sin  A  sin  oo    ,  cosAcosto 

l  ^= tangdtangffz/Ä  -cosd  cos       +  ^^^z/co, 

^  i  «...    sinA,  sinto.       .cosA,  coscoi  . 

(  ^1^t«ngi,t»ngfftz>J,-cos<iC08g^A,+cog,[Cosffi^a„ 

crgiebt. 
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{.  6. 

Hat  man  eine  grossere  Anzahl  von  Sternen,  deren  Decüna- 
tionen 

d,  d,,  da,  ds,  d4,.... 

sind,  in  den  Hohen 

A,  hg,  A«j,  A3,  A^,.... 
und  den  Azitnuthen  » 

- 

CO  ,     C0|  ,    CO«j  ,    COj  ,    CO4  , . . . . 

beobachtet,  und  hat  die  Huben 

ky    A|  ,    A^,    Aj,  A^».... 

und  die  Azimuthaldifferenzen 

COj— (0,    Wrj  —  W,    COg —  CO,    ft^  —  CO,.... 

gemessen,  so  kann  man  nach  dem  V  orhergehenden  aus  dem  ersten 
und  einem  beliebigen  anderen  dieser  Sterne  genäherte  Werthe  der 
Polhöhe  und  des  Aziniuths,  in  welchem  der  erste  dieser  Sterne 
beobachtet  worden  ist,  herleiten.  Bezeichnen  wir  nun  diese  ge- 
näherten Werthe  respective  durch  tp  und  o>,  so  ergeben  sich  auch 
genäherte  Werthe  g>|,  c&j,  co3,  co4,....  der  Azimuthe,  in  denen 
die  übrigen  Sterne  beobachtet  worden  sind,  mittelst  der  Formeln: 

co^co-Kc^-cö), 
cai  =  co+(coa  —  co), 

»3  =  0J+  (ö)3  —  CO), 
C04=  CO -f(cö4~  »), 

u.  s.  w. 

Bezeichnen  wir  aber  die  wahren  Werthe  der  Polhohe  und  des 
Azimuths,  in  welchem  der  erste  Stern  beobachtet  worden  ist, 
durch  tp-{-J<p  und  co-f-^eo,  so  sind  die  Azimuthe,  in  denen  die 
übrigen  Sterne  beobachtet  worden  sind,  da  coj — co,  c&j— co,  CO3— co, 
co4 — co   die  beobachteten  Azimuthaldifferenzen  bezeichnen,  offen- 
bar eigentlich 

CO  -f-  \  (tö|  —  Cö), 
CO  +  (lOa — Cü), 

co  +  du  H(co3—  co), 
co  +  da  f  (co4  —  co) , 

U.   8.  W. 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 
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toj  +^ö),  a>a+  ^ö),  o)3  f  ^/ö),  cö4 -f  ^/a>, .... 

und  uir  haben  daher  jetzt  zur  Bestimmung  von  und  /fa»  nach 
dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen:  , 

sinÄ  =sinA  sin (q>+Jq>)  —  cos A  cos(w  +^w) cos(cjp+^/g>), 
sin^  =8*111/*!  sin(g>-f<^9>) — cosAi  cos(o>l+^/ö))cos(^4-^g)), 
sin  52 = sin  k2  sin  (9+  ^) — cos  h%  cos  (co^ +^ü>)  cos  (gj+z/qp) , 
sin  53 =sin  A3  sin(cjp-|- ^qp)  —  cos    cos  (0)3 cos(g>+  4<p) , 

u.  s.  w. 

oder  näherungsweise: 

si  n  S  —  (sin  A  sin  <p — cos  h  cos  a>  cos  <p) 
=  (sin  A  cos  q>  -f  cosAcoscosing))//<p-r-  cosAsina>cos<pz/töf 
sin  dl  —  (sin  Ax  sin  <p  —  cos  Ax  cos  «!  cos  q>) 
=:  (sin  Aj  cos  7)  +  cos  Ai  cos  a>i  sin  <p)  Jq>  -\-  cos  Aj  sin  cöj  cos  (p/*  o>, 

sin    —  (sin  A2  sin   —  cos  A2  cos  cog  cos  <p) 
=(sin  h<i  cos  <p  +  cos  A«j  cos     sin  <p)z/<j>  -f  cos  Aasin  co2  cos  ep^co, 

sin  fl3 —  (sin  A3  sing> — cosA3  cos  g>3  cos  9) 
=  (sin  A3  cos  <p  -f  cos  A3  cos  »3  sin  (p)4q>  -\-  cos  A3  sin  0)3  cos  <pJa , 

u.  s.  w. 

Berechnet  man  die  Hü'lfswinkel 

f»    f"-l>    /'s»    f*3»  f*4»—- 

mittelst  der  Formeln 

* 

tang/A  =  cos  co  cotA, 
tang/t1  =  cosca1  cotAt, 
tang    =  cos  töj  cot  Ag , 
■„  tang  fis  =  cos  o>3  cot Aaf 

U.  8.  W. 

und  hierauf  die  Hülfswinket 

«>  *i »        *$>  «4».... 

mittelst  der  Formeln 
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sinAsin(a> —  u.) 
sin  f  =  — — —  , 

COS  fl 
1  COS 

51 )    <\  c-  c  _sinAa8in(y  — f^) 
s  i  n  f2  —  —  • 

s  COSjtl^ 

einA38in(<p  — fta) 

sin  f3  —     , 

cosft3 

u.  S.  w. 

werden  die  obigen  Gleichungen: 

2  sin  \  (3—«)  cos         =     *  ^  ^""^y+cos  A  sino  cosy^o», 
2sin4(^  —fi Jcosi^  -f 8m^cos^   ^^y-^-cos Aj  sin  Wjcos <pdm, 

COS  M-j 

J  2sin|(^— fgjcosKäg-f-fa)—  8'"^*C0S^ — — ^y-f-cosA^sincoaCosy/f», 

COS  (U«2 

2sin^(J3— f3)cosi(J3-ff3)=SI11^3^^ — — ^y +cos  As  sincoj  cosy^o» 

u.  s.  w. 

Aus  diesen  Gleichungen  müssen  nun  die  Verbesserungen  Jtp 
und  Jto  des  Azimuths  und  der  Polhöhe  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  bestimmt  werden. 


VI. 

* 

Kubatur  einiger  vom  Elllpsoide  abge- 
leiteten Körper. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Phyaik  an  der  höheren  Bürge  räch  nie 

sn  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Die  ^  Gleichung  des  Ellipsoides,  von  dem  im  Folgenden  die 
Rede  sein  soll,  sei 


TheU  XII. 
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y*  j2 

«*         +  c*=  1  ^ 
a  >  A  >  c. 

§.  L 

Vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  (1)  ziehe  man  auf  irgend 
einen  Punkt  fo^:,)  seiner  Oberflache  einen  Radius,  vector,  so 
sind  die  Gleichungen  desseroen: 

-ri  Vi 

Man  verlängere  diesen  K&dius  nun  um  h,  so  sind  die  Koordina- 
ten des  Endpunktes: 


Eliminirt  man  nun  ^ ,  yt>  xt  zwischen  den  Gleichungen  (2)  und 
der  Gleichung 


6)'+(f)'+G),=sl- 


so  erhalt  man  die  Gleichung  der  Fläche,  die  durch  alle  Endpunkte 
der  verlängerten  Halbmesser  geht.    Zu  diesem  Ende  setze  man 

.rl=rcosa,  yl  =  r  sin  a  cos /J ,  2|  =rsinasin/3; 

30  ist 


:r=(r  +  /*)cosa,  y  =  (r  +  A)sinacosß, 
z  =  (r  +  //)  sin  a  sin  |3 ; 


(2') 


r*=  (V ^  +  y*  +     -  A)2,  (r  +  4      -f  z* ; 

«inWin*,^^-^^; 
also  die  Gleichung  der  entstehenden  Fläche,  aus  (3'): 
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Um  den  Kubikinhalt  dieses  Körpers  zu  finden,  iroHen  wir 
andere. Koordinaten  einführen,  und  setzen: 

ar=racos«,  y=r6sin«cos/3,  :=rcsioasinj?; 

so  folgt  aus  (4): 

r__r  h  

r  VWu  +  AVm  2a  cos20  +  c2  sin^siu2?' 

Ist  nun>  im  Allgemeinen 

&r=mdr  -Inda  +  pBß,  \ 
dy^m'vr  +  n'da+p'dß,  (  (5) 

dz  =m"dr+  ri'du  +  p"dß;  ) 

so  folgt  aus-  den  im  Archiv  TM*  X.  8.  417/  ff.  gegebenen  Formeln : 


- fff  lm»(pn'-np')  +  n"(p'm—m'p)  |  p" (m'n-mn')]Brdadß. 
In  onserm  Falle  erhält  man  nun : 

JfJ dxdydz-abc  f£j \*s\nadrdaBß. 


(6) 


Will  man  den  achten  Theil  des  Inhalt*  haben,  so-  muss-  man  als 
Grenzen  von  r  nehmen  0  und  r,  von  cr:0  und  ^,  von.  ß:c  und^*, 
so  dass  der  Inhalt:  , 


71  71 


+&**  r  r  —  taBadß 

J  o  J  o  V  fl\osHW^co8^+  cVm2asin2£ 


71  TT 


0) 


> cos  a«  +  o2  sin  2«  cos  *ß  +  c2  sin2«  sin  *ß 


n  7i 


Sabch*  P2  sin  adctBß 


T     3.   Jo  t/o  V(aa^082a+62sin2acos2/3-fc5lsin2«sin2i3)'» 
Bestimmen  wir  nun  die  hier  vorkommenden  Integrale.  Zunächst  ist 


71  7t 


J^*J^\\nadadß=:^-  (8) 

6» 
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P*   «in  «Badß   Jt_  ^ 

JoJo  (a*cos*a  +  b*sm*aco&*ß  +  c*sin*ai>\n*ß)*-2abc  }' 


Ferner  ist 

7t 


r\  w  

J0  a2cos2a+&2sin2ßcos2/j  +  e2sin2a8in20 

_  Pl  bx  

J  o  (a2cos2a  +  o2sin 2a - (62 - c2)*2sin2«) Vl^-H? 

(wenn  sin  ß=*)=^  •  777=1—  -  -     .    -■ ;  »      v  »'so 

-    V  («^osV+^sin^aXa^os^-f  c^in2«) 


7r  n 


/**   smctdadß  _ 

Jo  Jo  a*co8**  +  b*am'*cos*ß+c*s\n*aa\n*a 

n 

n    P'2  sin  ad«   

2  J  o    V" («2co»2« -f  Ä,2sin2cf)(a2cos2«+c28in2a) 

Man  setze  cosa  =  jr,  so  ist  dieses  Integral: 

n   Pl  _&r  

2J0  V 62+(«2^Ä2;i2V  c2+(a2— c2)J2 

Man  setze  nun  #  =  ^~-=tg<p,  tgf^^"^—^^,  so  wird  das- 
selbe Integral: 


c2 


tg^VcH^tgV 


 7r   6y  

Jo  V  cos^+P7^c2)s,n  * 


j«  V  1-62(^2ism ^ 


*)  Diese*  Integral  i«t  da«  von  Poisson  schon  längst  angegebene.  Man 
findet  e«  leicht,  wenn  man  da«  Volumen  de«  Elliu«oide«  (1)  «acht.  Setit 
nämlich : 


■ 
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Demnach  ist 

7t  n 


JoJo  a*co8*a  +  b*8in*aco8*ß+t*am*asin*ß     I  y 


worin  tgt=y[j£-^). 


Bekanntlich  ist  der  achte  Theil  der  Oberfläche  des  Ellipsoi- 
des  (1): 


7tc2  miV) 


rc2       iP?Tb*-c\  ta«-c»EV  4ra^-cg),-| 

wo  e  denselben  Werth  hat,  wie  in  (9).  Setzt  man  aber  in  der 
Gleichung  (1): 

x=as\nas\nß ,  y  =  bs\naco8ß,  z  =  ccosa 

und  formt  den  Ausdruck  für  den  Oberflächeninhalt  um  (S.  Moignn 
Vöries.  §.  114.),  so  erhält  man  für  denselben  achten  Theil: 

7T  TT 

jS*  f*8\n  a  VÄ2  cos  2«~+^i2c2  sin 2«  cos2|3  +  b*c*  sin  *«  sin  20 
xJ  qJ  o 

Demnach  ist 

/**  f  Vma  V  a262cosaa+aac2sin2ccosa/3+62c*sin2asinV 
jic2  ,      *a26     fc2         ,  ,  «2— c2  T 

a2(62  c2) 

wenn  zur  Abkürzung  *?*=;i  (ga__c<)  8es«tzt  wird- 


X  =  /7Jacosa,  y  =  rd*«inaco«i4?,  5  =  /T*  »iiiasin/?; 

 1  ..  . 

«*co«sa-f-£*sin,aco8a/?  -J-  C*ain*asinV 
•o  findet  man ,  da  das  Volumen  ist : 

 S      J  oj«  («»  ro* «o  +  ft*sin*aca«V  +  Casin *o sin  W  ~  11 
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Setzt  man  hier  statt  «2,  62,  c2:~  ,  ^  •  '"5       erhält  man: 

c     o  « 


p>i  p*  

J  J    sin  _  V  _«co_2«+62sm2«co*2/J +cVm3asiii*j5 

- 1_- + wö^z^  L«-  u '  ^       A(f'  ^ J  • 

wenn  .  denselben  Werth  behält  und  if— "^Z^*  ist- 


(10) 


*  7T 

«in  t&aBß 


Setzt  man  das  Integral  (10)  =  />,  so  findet  man  leicht,  das« 



J  oJ  o  V a2cos2« +&2sin2«cos2/Hc2sin2asin-p? 

__rap  iap  iap 

und  wenn  man  beachtet,  dass,  vorausgesetzt  s ,  «  seien  Funktio- 
von  r: 


_^^_)_         1  8g 
!"_?(.,  q)  — (1  —  ij*)F(s,ii)  ^sin.cos.  T8i/ 

a.jg^T?)    .     ,..-8.  F^-j-^^at?. 

-Vl-ijbinc-   ^, 

so  findet  man  nach  allen  Zusammenziehungen: 

TT  Tt_ 

J  o  t/  o  V «2cos2a+62sin2«cos2^+<Ä.in2asinV    2V  «2-c2' 

Setzt  man  nun  alle  Werthe,  so  erhalt  man  aus  (7)  als  Kubikin- 
halt des  fraglichen  Körpers: 

(12)  

8goc        3t.AF(.,i;)       3ttA2         i/15__E-2\  .  A_fl 
3  L2  +  2  V^2^    26  ^a2^2  (*'  ^  *2(«2-<:2))  +  2* bc  J 

4/7öc?rri  ,     3A  a/"«2— _*2        3A2     _,  a/^ö2^2!  Aa 

worin  cos  ^- 


Digitized  by  Google 


87 

- 

Man  Juuam  übrigen«  die  Formel  (IJ)  Mich  unmittelbar  iu  fol- 
gender Weise  ableiten.    Man  setze  in  (4); 

x=zrsu\tts\üß , 
y  =  rsinacos  j?, 
z  =rcosa; 

so  i«t 


0/sin*«sm2/S  .  »inVcos^  cos2«\ 


r> 


r    k  +  VA4c2sinVsina/5^*sin2acos*j3+«a62cos^a 
Wendet  man  die  Formeln  (5)  und  (f>)  an,  ao  erglebt  t4ch 

ist  der  ganze  Kubikinhalt: 


3  fr/»/! aiuaSadit 


M  7t 


+  *h*ab€J0J0  v^ViuWin^+«Msiiia«coss/J+fWcosa«'y 

TT  TT 

+  ^VJo  6  Wm 2« sin ^.fr^sm 2«cos */J +««6«cos»« 

/**  y^a  sin«n)«(){?        #  I 

+  aH,**J0Jf>  (SWmWraa/J  +  «2c%in%cos2/3 | -BVcoA)i  / 
Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  dem  (7),  so  folgt  daraus: 


TT  TT 


iot/o 


oJo  f ö2t-2siii2«sin2i^ 

sin a 9« 9/5   

~~J  ü  J  o  «2cosaa -f 62  sin2«coj*2/J  f  «VinäaÄi i2]i 

 *  i/^(^H^\ 

- 

Setzt  man  hier  wieder  statt  «2,  oa,       -  >  ft  »       so  er  hak  man 

unmittelbar  tlte  Formel  (11). 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  dieser  Vergleichnnt< : 

(13) 

*bCJoJ*  ^6*cosV+«*tWaco8^  '-V«2-^' 
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aus  welcher  Formel,  wenn  man  sie  als  bekannt  annimmt,  durch 

die  obigen  Umformungen  wieder  die  Formel  (9)  folgen  würde. 

§•2. 

<  •  * 

Die  Gleichungen  der  Normale  in  dem  Punkte  {xlylzl)  de? 
Ellipsoides  (1)  sind: 


*-*.=Ä;  (=-*.). 

Man  verlängere  nun  diese  Normale  (nach  aussen)  um  die  Länge  A, 
so  sind  die  Koordinaten  des  Endpunktes  der  Verlängerung,  wie 
man  leicht  findet: 

b*c2Itx1 


f  a*c*hyx   

9    Vl  +  V 6*c«V  +  *«<rV  +  «46  V '  ' 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung 


«2  +  ^  +  c2  —  i 


die  Grossen  ,  y, ,  r, ,  so  erhält  man  die  Gleichung  derjenigen 
Fläche,  die  durch  die  Endpunkte  aller  in  der  angegebenen  Weise 
verlängerten  Normalen  geht. 

Setzt  man 

x\  =r/i2cos  a,      =  r62sin  acos ß ,  z,  =rc2sin a sin ß ; 

so  erhält  man  als  Gleichungen,  welche  die  erwähnte  Fläche  aus- 
drücken  können : 

» 

x  =(A+rÄ2)cosa, 

y  =(A+rÄ2)sin«cosjS,  ) 
z  =(Ä  +  rc2)sin«sin/3,  f  (14) 

r      «2cos2«+62sin2acos2/J-Hr2sin2a  sin*/J 

Sachen  wir  nun  den  Kubikinhalt  des  von  dieser  Fläche  um- 
schlossenen Körpers.     Die  Umbildung  des  dreifachen  Integrals 

JJjdxdyfc  giebt  hier: 

JXft C*  *m2«s'm*ß(ra*+h)(rl>2  f  A)+fl2cos2«sin2/5(r62+A)(rr2+//) 

+  b2  sin2a  cos2|S(ra2+Ä)  (rc2+A) 
+  (fl  cos2acos2jS  (ro2+A)  (rc*+Ä)  ]  frdad/fein  a. 


- 
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Die  Gränzen  von  a  und  ß  sind,  wenn  man  den  achten  Theil  des 
fraglichen  Kurpers  ausdrucken  will,  0  und  ^  -  Nimmt  man  die  Grän- 
zen von  r  gleich  0  und  r,  so  ist  offenbar  der  achte  Theil  einer 

/*S7t 

Kugel  vom  Halbmesser  h,  d.  h.  -g-,  noch  beizufügen.  Also  ist 
der  Kubikinhalt  des  fraglichen  Körpers: 
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nährend  schon  oben  gefunden  wurde : 

s'iuadadß 


y'2  />a  siuadaöß  _k_ 
ojo  (^2coö2«  +  ^Vin2«cosV+czsin%sin^)i  ~  %tbc 


(*  /"sin«  Vä»cos^l^am^eoH*ß^Mü^Hin*ßBaifß 
i/o«/« 


Setzt  man  alle  diese  Werthe,  so  ergiebt  sich  für  den  Kubik- 
inhalt des  Korpers : 

+  -r- 


c 

worin  ebenfalls  cosf  =  -- 


§.  3. 

Sei  abermals  {.ij.ftz,)  «in  Punkt  des  Ellipsoides  (l).  Die 
Gleichungen  des  Radius  vector  in  diesem  Punkte  sind 

•1  -1 

Die  Gleichung  der  auf  dem  Radius  vector  in  seine«  Endpunkte 
senkrechten  Ebene  iat: 

Die  Gleichungen  der  Normale  in  demselben  Punkte  sind: 

Die  durch  den  Mittelpunkt  gehende,  mit  der  Naunale  parallele 
Linie  hat  z«  Gleichungen: 

1 

C20T!  C1«! 
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Diese  Linie  schneidet  4te  Ebene  <17)  in  etaem  Fmdcte,  dessen 
Koordinaten 


Kliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  und 

«2  +      +  c*  ~ 


die  Grössen  xx,  ,  si,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Fläche, 
die  durch  alle  ähnlichen  Punkte  geht  Zu  diesem  Ende  setzen  wir: 

xl—rcosq)y      =rsin<jpcosi//,  zt  =  r sin 9 sin i/» ; 

■ 

so  ist: 

racosp         r3sinycost^  r'sisysiDif; 

fcos'hp    sin*qpcosV  .  sm2<psin2iA  , 
 P  +  c*  y^1, 

cos2<p_«2.c2    sin2<p  eos2fr  _  sin  ay  sin2»  _  cjfe2  m 

«2  —  r*  '         6a       —  r 6  '        c2       ~~  r* 

■ 

also  , 

V^JHüV+C4!2  £  Ä4  £2      4^2  +  L*A  +  ö4^2+^4y2+  C4Z2 


d.  h.  die  Gleichung  der  verlangten  Fläche  ist: 

Um  deu  Kubikinhalt  zu  finden,  setzen  wir 

i*  i*  r 

arr^-cosa,  y  =  ^  sinacos/J,  r=- sin  «sin  0: 

so  findet  sich  für  den  kornerltdhen  InhaJt:  N 

► 

fL  iL 

^*  («2cos3a^2sina«cos4jS4-c2sin2a8in2/3)3sintt8«6/?. 


I 
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Entwickelt  man  die  dritte  Potenz  und  tntegrirt,  wie  diess  dann 
leicht  möglich  ist,  so  findet  man  fGr  den  Kubikinhalt: 

:  (19) 

3«6cL     "7   ~  +  35  J 

Hätte  man  gesetzt: 

TT  T 

x—-n2cfi6tt,  y  =  psinacos/3,  z=-^ sinasinß; 
so  hätte  man  für  den  Inhalt  erhalten: 


/cos2«     8in2aco8*j3  sin2«sin,J/3\S* 

V"«5" +  — + — c2~~y 


also  ist 

(20) 


  sm«a«a/?  

J  oJ  o  A'os*"  .  «i'»2«cos2^     sin2«  sin 

W2"*       62       +       c2  / 

naher aHW+c6 , 3(/7«ÄH^2+«264+«2c4+64c2+o2c*)+2«26«c2-l 
=— L  7~+  35  I 

Eben  so  erhielte  man  durch  die  Umformung  ar=rcosa,  y  — 
r  sin  «cos/?,  z  =  rsiuasin/J: 


(21) 

A*  f*  (a*  cos  %  +  6«  sin  2«  cos  2ft  +  cVm  2«  sin  2|8)8  . 
JoJo  («2cos2«  H-  6  Vm  2a  cos  2/H  c2sin  2«  sin2/S)l S,n  a 


^ö^ocI5(a6+6ö|"c<5)+3(/l4Ä2+ß4c2+^4  f  fl2c4+Ä4c2+62c*)+2«262c2]. 

Da  die  zweite  Seite  in  (20)  in  Bezug  auf  « ,  6,  c  symmetrisch  ist, 
d.  h.  sich  nicht  ändert,  wenn  man  a,  b>  c  mit  c,  6,  a  vertauscht, 
so  kann  man  diese  Yertauschnng  in  der  ersten  Seite  vornehmen, 
ohne  dass  der  Werth  sich  ändert.    Thut  man  dieses,  und  setzt 

dann  statt  <*,  6,  c:->  ^  >  -,  so  erhält  man: 

n  7t 

2  Z*2  Binahudß  ,  


i/ot/o 


o  J  o  («2cos2«  +  62sin2«cos20  +  c2sin2«sin2/3)i 

 *  <  1/ 1  ,1  ,  1V3/  1  ,  1  ,  1  .  1  ,   1  ,  1  \ 

^l2abc  «f Va^^cV  35 \«W  ^rtc* ^cfib* 1  ö*c*  1  64e*r&»cV 


,  2     _,  <-(ö) 
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Zugleich  wollen  wir  bemerken ,  dass,  wenn  man  an  der  vor- 
liegenden Flüche  jeden  Radius  vector  uro  Ä  nach  aussen  verlängert, 
die  Gleichung  der  durch  alle  Endpunkte  gehenden  Fläche  ist: 

(VW  h)*[a*x*  +  *V  + 

= + +  -2)  K*a + *  V  + 

Die  Kubatur  des  von  dieser  Fläche  umschlossenen  Korpers  fährt 
auf  elliptische  Funktionen,  die  sich,  in  ähnlicher  Weise  wie  oben, 
leicht  bestimmen  lassen. 

Diese  Beispiele  mögen  genügen.  Es  lassen  sich  durch  Cm- 
bildungen  eine  Anzahl  interessanter  Resultate  ableiten,  die  bei 
anderer  Gelegenheit  zur  Sprache  kommen  «erden. 


VII. 

Unmittelbarer  Beweis  der  Maclaurin- 

sehen  Formel. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  Jiöheren  Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Man  beweist,  auf  mehr  oder  minder  mathematisch  strengem 
Wege,  dass,  unter  gewissen  Bedingungen: 

<p(a:)  =  <p(0)+2®  .r  +  ^9>**+....  (1) 

.»        ,  i  \ 

Die  bekannten  Beweise  kommen  immer  darauf  hinaus,  die  Reihe 
des  zweiten  Gliedes  aus  q>(x)  zu  bilden ;  keiner  ist  mir  jedoch 
bekannt,  der  diese  Reihe  unmittelbar  summirte.  Diess  allein 
scheint  aber  die  unmittelbare  Art  des  Beweises  zu  sein,  da  hier 
erst  gewiss  alle  Bedingungen  des  Bestehens  der  Gleichung  (1) 
zum  Vorschein  kommen  müssen.  Diese  Aufgabe  nun  soll  im 
Folgenden  gelöst  werden. 

Angenommen  die  Reihe 

v(0)  +  ^x  +  ^  +  ^,>+....ininf,  (2) 


seit  loowv  er^ent  für  bestimmte  Wertfce  von  x,  so-  wmt  man  für 
diese  Werth*  »txen  kwtonen : 


wo  J  noch  eine  unbestimmte  Funktion  von  x  ist.  Cm  dieselbe 
zu  bestimmen,  wolle»  wir  die  Reihe  u»  ersten  Gliede  uuigestal- 

x 

tcn.    Z\i  dfarcm  Ende  setze»  wir  -=e  und  bezeichnen  «Iure*  Vor- 

n 

Setzung  des  Zeichens  SL,  dass  »  ins  Unendliche  wachsend,,  also 
z  ins  Chendliche  abnehmend  gedacht  werden  müsse.  Afsdann  ist, 
w?e  man  nach  und  nach  leicht  findet: 

r(r-l) 


) 


Mre)-r<p(r  -  1*)  +  -^-^ <p(r-2) t) -....(-  1)^(0) 

V(r>(p) = &  (  —  ■  y 

was  man  übrigens  auch  mit  Hülfe  des  Satzes,  dass 

rr-r(r -  \Y  +  r(rA^1)  (r  -  2)'  - .. . .  (- 1)'- » r = 1 . 2 . 3. . .  .r, 
leicht  unmittelbar  nachweisen  lj»n-  Demnach  ist 

+w  1.2  ~w   

: 

in  welcher  Formel  das  allgemeine  Glied  offenbar 

\ej  V.2....r    \tj     l.'2....r.l  +  \tj  1.2....r.l.2 

.  M 

/x  V » 3       y(rQ  /£ V  c"y(rg) 

~W      1.2....r.l.2.3  +  V*/  12....r 

Demnach  ist 

=  *[.-  <P(0)+ne-^~)  +  -jTp  9  +  07J  v  (-;+ ...], 
d.  h.  X  fcann  als  die  GrSnze  betrachtet  werden,  der  die  Grosse 


Jiymzc 


I 


mit.  unendlich  wachsendem  «  sich  nähert  Man  setze  nun.  y(ar)=^jr, 
so  folgt  aus  (3)  X?=x,  also  ist 

*=£[ne-~  +          .  -  +  f  Y-3 .  m  +  ~.  »  inf.], 
welche  Reihe  offenbar  gegen  das  Glied  y~ö  x  »tobt»  so  dass 

I  .>•-  1  nothwendig  endlich 
ist,  da  alle  Glieder  für  :r>0  positiv  sind1.  Nun  behaupte*  ich  aber, 
da*s  &  0,  so  lange  nicht  JL^j^=.l  gesetzt  werden 

kann.    Denn  sei  r=n  — an,  wo  «^j»  so  ist 

nre~n  nn~ane- n        nn  c~n   (n         I )  (n — an  f  9)....rr 
rT2....r~~  I.2....(n— aw)     l.'2.....n'  n«»  ' 

i 

\  1  ...r/        \  l„..n  /  7Jan 

I  a»  /nnf—  n\ 

*  I 

Der  letzte  dieser  Brüche  ist  I  ,  alle  andern  sind  für  it=  x  Mei- 
ner als  1,  so  lange  a^,  ihr  Produkt  ist  somit  Null,   fti  diesem 

Produkte  kommen  nämlich  zuerst  eine  beliebig  grosse  Anzahl 
Faktoren  vor,  die  für  ein  unendliches  n  gleich  1— a  sind,  und 
deren  Einzelprodukt  (z.  B.  (1  —  ce)r)  kleiner  als  jede  noch  so  kleine 
Zahl  werden  kann  *).    Das  Produkt  der  übrigen  Faktoren  ist  nicht 


*)  Das«  (1—  o)r  kleiner  alx  jede  Zahl  z.  ff.  ff  werden  kann,  ut 
klar,  denn  «ei 

r.  lojj/?  SO 

•o  iit 


uiyiiizeo  uy 
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>  1 ;  das  gesummte  Produkt  also  kleiner  als  jede  noch  so  kleine 
Zahl,  d.  h.  =0.    Also,  da  b  endlich, 

so  lange  r<«.  Für  ein  endliches  r  ist  der  Satz  ohnehin  langst 
bewiesen.  ,  m 

Somit  folgt  aus  (5) 

und  aus  (4),  in  Verbindung  mit  (6)  und  (7): 

/  wn  c~n  \ 

-X=&  (j72  —  )  •  9>(*)  =       »  (8) 

insofern  keine  der  Grössen  g>(0),  g>f-V  y  f~  Y ....  o)(jr)  «"end- 
lich gross  ist.  w  Vw/ 

Man  hat  also  folgenden  Lehrsatz: 

Wenn  die  Reihe 


»» 


konvergent  ist,  so  ist  die  Summe  derselben  gleich  gp(.r),  voraus- 
gesetzt, dass  <jp(z)  endlich  sei  von  2=0  bis  z  =  x.*'  Üiess  ist  der 
Maclaurinsche  Satz. 

Setzt  man  hier  z  statt  x  und  sodann  tp(z)  =  /\x-i-z)t  so  er- 
hält man: 

„Wenn  die  Reihe 

/M  +  ^+^Hf^  *'+....  (10) 

konvergent  ist,  so  ist  ihre  Summe  gleich  f\x+z)>  vorausgesetzt 
dass  [(x+y)  endlich  sei  von  y=0  bis  y=z."  Diess  ist  der 
Taylorschc  Satz. 

Zur  Begründung  des  Satzes  wurde  oben  freilich  der  Satz  an- 
gewendet, dass 

x  A  x2^  x3 
*  +1.2~1.2.3  +  — 

Derselbe  lässt  sich  aber  leicht  und  ganz  allgemein  herleiten.  Zu- 
gleich ist  zu  bemerken,  dass  in  (9)  und  (10)  x  und  z  ganz  belie- 
bige reelle  oder  imaginäre  Werthe  haben  können,  wenn  nur  die  an- 
gegebenen Bedingungen  erfüllt  sind. 


Setzt  man  also  m  \-  1,  je  nachdem  ob  fB-fl  nicht  eine  ganze 
Zahl  öder  eine  solche  int,  so  ist 

(l-«)r<<J. 
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IJebnngsaufgaben  für  Schüler. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

•    Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Simheim  bei  Heidelberg. 

t":\.   

* 

Theoreme  übe r,  bestimmte  Integrale. 

f9  cos^cosro:     _  n  /V«  e~ca\ 
/^•sin&r.cosca?    ,      « /f<?°+e-c*\ 

y *  •  cos  6a: .  sin  rar    ,       w  e«e\  . 

In  diesen  Formeln  muss  b  positiv  und  ^  c  sein,  welches  letz- 
tere auch  negativ  sein  darf,   a  ist  reell  und  positiv. 

>■ 

'  *  2) 

/>qpcos26jr        «  /l|r^\ 

unter  ähnlichen  Bedingungen  wie  in  1). 

3) 

^    e^cos(6*).cos(c:r)d*=  (aa+02+ca)a_462^> 

yo   6-«  cos  (A*) .  sin  (cx)  dx  =  (a,+6,  +  c*}*_  46*c, > 
wenn  a,  b,  c  reell  und  a  positiv  i*t 

4) 

y>«  2«oc 
o    r-^sin  (bx) .  sin  (er)  dx  ={a^^-ib^ 

unter  den  gleichen  Bedingungen  wie  in  3). 


Miscellen. 


355 

Constructioo  des  Näherungewert hes  ^  der  Zahl  «. 

Mao  zerlege  eich  ^  in  3+  die  Zahl  113,  ale  eine 

Primzahl  von  der  allgemeinen  Form  in  -f  1 ,  setze  man  der  Summe 
der  Quadratzahlen  49  und  64  gleich,  also 

335  i* 
113— J+7«T85 

Wenn  man  dann  in  Taf.  II.  Fig.  6.  zwei  Linien  AB,  ACK 
beide  gleich  dem  Radiue,  senkrecht  an  einander  setzt,  auf  der 
einen  ÄC  l  ihrer  Länge  —  CD  abschneidet,  B  und  D  verbindet, 
BA  in  E  halbirt  und  BE  auf  BD  von  B  aus  =Z?F  abträgt,  da- 
rauf FH I!  CA  zieht,  ferner  und  endlich  FG  \\  DH,  eo  iet  für 
^Cr=^iB=r=l 

42 

und  man  hat  aleo  an  BG  nur  noch  den  dreifachen  Radius  anzu- 
tragen,  um  den  Bruch  jj^  linearisch  darzustellen. 

Es  ist  nämlich 

BF  BD  =  B//:BA 

BF  :BD  = BG : Bff 
BF2:  BD*—  BG  :BA, 


oder  filr  r=l : 


.  •  r*,(8r)*  +  (7r)* 

u.  i.  -j- .  ^  =  /ff*:r 


4*:8*+7*=#G:l, 
folglich  ^  =  55^5. 


wie  vorher  behauptet  wurde. 
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Anwendung  des  baryeentrischen  Cal- 
cnls  auf  die  Bestimmung  der  grftssten 
einem  Vierseil;  eingeschriebenen  und 
der  kleinsten  einem  Viereck  umschrie- 
benen Ellipse. 

Von 

Herrn  L.  Schläfli, 

Privatdocenten  der  Mathematik  tu  Bern. 


Der  Erfinder  des  baryeentrischen  Calculs  unterscheidet  «wi- 
schen einem  eigentlichen  und  einem  abgekürzten  baryeentrischen 
Calcul,  und  erklärt  jenen  als  anwendbar  zur  Darstellung  solcher 
Eigenschaften  geometrischer  Figuren ,  die  für  alle  aflinen  Systeme 
zugleich  gelten,  während  dieser  es  nur  sei  bei  denjenigen  noch 
allgemeinern  Eigenschaften,  die  ins  Gebiet  der  Collineationsver- 
w  and  tschaft  gehören.  Da  ich  im  Folgenden,  je  nachdem  der  Ge- 
genstand die  Freiheit  der  allgemeinen  perspectivischen  Beziehun- 
gen gestattet  oder  Beschränkung  fordert,  bald  von  der  einen,  bald 
von  der  andern  Art  der  Rechnung  Gebrauch  machen  werde,  so 
finde  ich  für  gut,  mich  gleich  anfangs  darüber  auszusprechen. 

Im  Allgemeinen  bezeichne  ich  mit  x,  «,  %  drei  unter  sich 
anabhängige  lineare  Functionen  der  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punkts  in  der  Ebene  und  betrachte  immer  nur  die  zwei  Ver- 
haltnisse der  drei  mit  xt  y,  z  bezeichneten  Grossen,  nie  diese 
Grössen  selbst,  so  dass  in  Beziehung  auf  dieselben  nur  homogene 
Gleichungen  vorkommen  können.  Sind  die  genannten  zwei  Ver- 
hältnisse für  einen  Punkt  gegeben,  so  sind  dadurch  auch  die  Ver- 
hältnisse der  rechtwinkligen  Coordinaten  desselben  Punkts  zur 
Längeneinheit  gegeben  und  somit  der  Punkt  selbst  bestimmt.  Als- 
dann sollen  die  drei  Grössen,  zwischen  denen  jene  zwei  Verhält- 
nisse bestehen,  die  allgemeinen  Coordinaten  des  fraglichen 
Punktes  heissen,  während  die  durch  die  Gleichungen  x=0,  y=0, 
s=0  dargestellten  Geraden,  welche  hier  die  Stelle  der  Coordinaten- 
axen  vertreten,  den  von  Herrn  Möbius  gebrauchten  Namen  der 
Fud damentalli n ien  behalten.  Obgleich'  so  scheinbar  cineDret- 
zahl  von  Coordinaten  zur  Bestimmung  eines  Punktes  in  der  Ebene 
angewandt  wird,  so  hängt  diese  Bestimmung  doch  wesentlich  nur 
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von  einer  Zweizahl  von  Verhältnissen  ab,  weil  immer  nur  die  rela- 
tiven, nie  die  absoluten  Werthe  jener  drei  Coordinaten  in  Betracht 
kommen.  Sind  die  Fundamentallinien  durch  drei  in  rechtwinkligen 
Coordinaten  ausgedrückte  Gleichungen  gegeben,  so  sind  dadurch 
die  linearen  Functionen  x,  y,  z  der  genannten  Coordinaten  noch 
nicht  vollständig  bestimmt,  sondern  jede  derselben  kann  noch  einen 
beliebigen  constanten  Factor  enthalten;  man  wird  daher  nach  Be- 
lieben über  die  zwei  zwischen  denselben  bestehenden  Verhältnisse, 
z.  B.  so,  dass  irgend  ein  von  den  Fundamentalpunkten  verschie- 
dener in  derselben  Ebene  gegebener  vierter  Punkt  durch  die  zwei 
Gleichungen  x  =  y  —  z  bestimmt  werde,  verfugen  dürfen. 

Wird  insbesondere  über  jene  an  den  linearen  Functionen  x, 
* ,  s haftenden  Factoren  so  verfügt,  da»*  die  Gleichung  w\y-\-%*=Ü 
die  unendlich  weit  ^entfernte  Gerade"  darstellt,  d.  Ii.  das«  in  des» 
reducirteil  Ausdrucke  von  x  \  y  +  z  die  Coeflicienten  der  recht- 
winkligen Coordinaten  In  Vergleich  mit  demjenigen  clor  Längen- 
einheit verschwindend  klein  werden,  so  sollen  alsdann  die  Grössen 
x,  y,  z  barycentrische  Coordinaten  heissen.  Denn  der 
durch  dieselben  bestimmte  Punkt  uird  dann  zum  Schwerpunkte 
dreier  mit  xt  y,  z  proportionaler,  in  den  Fundamentalpunkten  be- 
findlicher Massen.  Zieht  man  aus  dein  fraglichen  Punkte  drei 
Gerade  narh  den  Fundamentalpunkten,  so  theileti  dieselben  das 
Fundamental -Dreieck  in  algebraischem  Sinne  in  drei  Dreiecke,  von 
denen  sich  leicht  zeigen  lässt,  dass  ihre  Flächcnraume  jenen  Mas- 
sen oder  den  barycentrischen  Coordinaten  x,  y,  z  proportional  sind. 

Die  Aufgabe,  deren  Losung  uns  2unächst  beschäftigen  wird, 
ist,  den  Inhalt  einer  Ellipse  durch  die  Coe fficieti ten 
ihrer  in  barycentrischen  Coordinaten  gegebenen  Glei- 
chung a u  szud  r ü ck e n  ,  wenn  die  Abmessungen  des  Fundaraental- 
dreiecks  bekannt  sind.  Der  Gang,  den  \*\r  hierbei  befolgen,  ist 
dieser:  Zuerst  suchen  wir  den  Ausdruck  für  die  senkrechte  Pro- 
tection der  Entfernung  zweier  durch  ibre  barycentrischen  Coordi- 
naten gegebener  Punkte  auf  eine  beliebige  Gerade,  woraus  sich 
im  Besondern  der  Ausdruck  für  die  Projection  eines  Halbmessers 
der  Ellipse  ergiebt.  Dann  bestimmen  wir  den  Inhalt  eines  von 
zwei  conjugirten  Halbmessern  gebildeten  Parallelogramms,  und 
ergreifen" diesen  Anlas«,  um  auch  die  Summe  der  Quadrate  der 
homologen  Projectionen  zweier  conjngirten  Halbmesser  ausztrmit- 
teln.  Indem  wir  hiedurch  zur  Summe  der  Quadrate  zweier  cofiju- 
girier  Halbmesser  gelangen  und  dann  mit  der  Hälfte  derselben  In 
jenes  Parallelogramm  dividiren,  so  bekommen  wir  auch  den  Sinus 
des  Winkels  der  zwei  gleichen  con  jugirten  Halbmesser  der  Ellipse. 

Ausdruck  für  die  Projection  der  Entfernung  zweier 
Pu  n  kte  auf  eine  beliebige  AbscissenaXe.  Die  zwei  Punkte 
P,  P,  deren  JEntfernung  PP'  projicirt  werden  soll ,  seien  durch 
ihre  barycentrischen  Coordinaten  xy  y,  x;  x'ry'tz'  gegeben,  und, 
um  die  Rechnung  abzukürzen,  wollen  wir  x  -f-  .y  +  z^.r'-f  «'-|-i'=l 
annehmen.  Wenn  wir  dann  mit  A,  IJ,  (X  A.  b,  c,  p  die  Absoissen 
der  drei  Fundamentalpunkte,  die  Projectionen  der  Seiten  des  Fun- 
tlamentaldreiecks  und  der  Entfernung  PP'  bezeichnen,  so  sind 
die  Abscissen  der  Punkte  P,  P1  durch 

xA  +  yB+zC  und  x'A  +  y'B  +  t'C 
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uod  der  Unterschied  derselben  oder  die  Projection  der  Entfernung 
PP'  durch 

fr  =     oj  x)  A -f (y  -  y)  JB  -f  ( tf  -  z)  C 

ausgedrückt.  Da  aber  in  Folge  der  getroffeneu  Annahme  £(x'—x) 
—0  und  überdies»  C—  B=a,  A  —  C=b,  B  —  A=c  ist,  so  ha- 
ken wir 

P=c(y'-y)~b(z'_r). 

Setzen  wir  nun 

&—fx=zli  zx'—z'x=zv,  xy'—x'y=t\ 

so  wird 

I 

a'-jrsar'fcr  +  y + fr1 +  u.  8.  f., 

also 

p=c(t-|)-b(|^v)=tv  +  c^(b-fc)|=a|+bv+cf, 

oder  wenn  wir  die  Bedingung  y  +  z=*'  +y  +  x'=I  wieder 
aufheben , 

„  _    Cv*'  -y '«)  +  b  (**'  -  z'x)  +  C  (.ry'  -  x'y) 

•  p~  +  «)(*' +*'  +  *')  (1) 

Ausdruck  für  die  Projection  eines  Halbmessers 

der  Ellipse. 

Irgend  ein  in  der  Ebene  des  Fundamentaldreiecks  liegender 
Kegelschnitt  sei  durch  die  Gleichung 

ife» C:*+  -f  2Dyz  +  lEzx+Wxy =0  (2) 

dargestellt ,  und  überdiess  sei 

X=Ax  +  Fy  +  Ez,  , 
Y=Fx-\-  By+Diy  3) 
Z=Ex+Dy+Cz.  ) 

■ 

Wenn  wir  dann 

A'=BC-I)*,  fy  =  EF-Af). 

B'=CA-E*,  E<-  Fl)  BE, 

hW  h     C=±AB-E*,  F=  DE-  CF, 

J=>ÄBC+2Di;P—Aß*- BE*—CP*=AA'+ FF'+EE'  ä  etc. 
setzen,  so  haben  wir 

Ax=A!X  +  Fy+FJ7j,  . 
•  •  •  »  -  v.  •        Jy^FX+B'r+ti'Z,  \  (5) 

z/z  =£'A+Z>'F4  Cv25.  J 

Liegt  der  Punkt  (.///:  J  auf  der  Curve,  so  ist  für  denselben 

Xx  +  Yy  +  Zz=0, 

und  ist  {x'y'x')  irgend  ein  anderer  Punkt  auf  der  durch  jenen  ge- 
zogenen Tangente,  so  ist 

8* 


> 
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Xx'  +  Ytf  +  Zz'^Q 

die  Gleichung  der  Tangente.  Ist  aber  von  den  beiden  Punkten 
(xyz\ und  (x'y'z')  weiter  nichts  gesagt,  als  dass  ihre  Coordinaten 
der  Gleichung  Xx'  +  Yy  -f  Zi'  =  0  genügen,  so  zeigt  diese  an, 
dass  in  Beziehung  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt  jeder  der  bei- 
den Punkte  auf  der  Polare  des  andern  liege.  Nnn  ist  der  Mit 
telpunkt  der  Curve  der  Pol  der  unendlich  weit  entfernten  Geraden 
^  +  y  +  z'=0;  folglich  ist  für  denselben  X=Y=Z,  oder,  wenn 
fortan  x0,  y0,  z0  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  bezeichnen, 
wegen  (5) 

Xo'-yo''*>  =  (A,+F  +  E'):(r+Bf  +  D'):(E'  +  D'  +  C).  (6) 

Es  seien  f,  g,  h  die  Coordinaten  eines  unendlich  weit  ent- 
fernten Punktes  und  daher  f\g  -f  A  =  0,  so  ist  seine  Polare  ein 
Durchmesser,  dem  die  Gleichung 

fX+gY  +  hZ=U  +  my  +  nz=0  (7) 

zukommt,  wo  /,  m,  n  dieselben  linearen  Functionen  von  /,  g,  h 
sein  sollen,  welche  in  Beziehung  auf  x,  y,  z  mit  Xf  Y,  Z  bezeich- 
net worden  sind.  Da  für  den  Endpunkt  des  Halbmessers  die  zwei 
Gleichungen 

fX+gY+hZ=0 

und 

xX  +  yY  +  iZznb 

zugleich  stattfinden,  so  kann  man 

X=(gz  —  hy)(o,    Y=  (hx—fz)(a,  Z=(fy—gx)ta  (7) 

setzen,  wo  to  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet  Substituirt  man 
diese  Ausdrücke  in  (3),  so  erhält  man 

Ax  +  (F+h<o)y+(E -ga)z=0,  \ 
(F—ha>)x  +      By     +  (D  +  /o)z  =  0,  |  (8) 
(£+^»)ar  +  (/)-/ai)^+      Cz      =0;  ) 

und,  wenn  man  x,  y,  z  aus  diesen  drei  Gleichungen  eliminirt. 

Die  Werthe  von  x,  v,  z  sind  nun  in  Function  von  w  zu  be- 
stimmen, so  dass  sie  nicht  nur  den  Gleichungen  (8),  sondern  auch 
der  Gleichung  x  +  y  +  z  =  l  genügen.  Dieses  kann  auf  folgende 
Weise  geschehen. 

Aus  den  identischen  Gleichungen 
Fh-E'g  =  Em-Fn>  Wh- D'g  =  An- El,  W h-C'g=Fl-Am 
ergiebt  sich  durch  Addition 

h{F'  +B'+D')-g{E'+D'  +  C)=-{A{m-n) + F(n -l)+E(  /-ro)).(10) 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  co  und  addirt  sie  zur  Gleichung 

A(A'+F'-{- E')+F(F + ß'  +  D') +£(£'+/>'  +  C)=d,  (11) 
so  ergiebt  sich 
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A  (A'+F+E')  +  (F+hm)(F+B'+D')+(E-gt»)  (E'+V+C) 
=A— n[A(m  — »)  +  F(n— /)  +  £(/—  m)\. 

Wegen  (9)  ist  aber 

^= - (fl  +     + An)  »»=  { -  A  (n  - /)  +  flr      m) )  «>* ; 
folglich  wird  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  zu 

-  co  \A  (m  -  n)  +  (F+  hu)  (n  -  /)  +  (£- $»)  (/  -  m) }. 

Dieselbe  Gleichung  verwandelt  sich  daher  in 

J 04' +/"+£'  +  (»!— n)a>)  +  (F+Ä«)  (F' +  £'  +  />' +(«-/)«) 
+        ^a>)(£/  +  />'+  C  +  (/— m)o>)=0.  (12) 

Zwei  Sbnltche  Gleichungen  fliessen  aus  dieser  durch  den  Fortschritt 
von  x  zu  y  uud  z.  Vergleicht  man  alle  drei  Gleichungen  (12)  mit  den 
Gleichungen  (9)  und  berücksichtigt  die  Bedingung  # -f  «  +  *=  l, 
so  ergeben  sich,  indem  man  A'  +     +  C  +2Z)/  +  2£'  *+1Fz=H 

mA'  +  F+E'  +  (m—n)e>         F  +  B'  +  D'  +  (n— /) <o 

 77  >y=-       7/   ' 

£'+Z)'  +  C+(/-m)<g 


als  barycentrische  Coordinaten  des  Endpunkts  des  Halbmessers. 
Nimmt  man  für  diejenigen  des  Mittelpunkts  auch  die  Bedingung 

■*b+3to+*o=l  »ö»  80  *ma*  fiie  nacn  (6) 

A'  +  F  +  E'         F  +  B'  +  D'  Ef  +  iy+C 

xo —         fi-~     '  .Vo  —         Jj        '   *o—        jff  * 

Setzt  man  nun 
so  ist 

|={(/— m)y0  —  (M~l)z0l  £j=  12  jj   »  • 

Weil  aber  der  Mittelpunkt  auf  dem  betrachteten  Durchmesser  liegt, 
so  ist 

**o  +  »»jro  +  »*o. 

und  Gberdiess  ist 
folglich 

i 

*=H    «=7/     f=7/:  «»> 


Digitized  by  Google 


m 

also  ist  nach  (1)  die  Projectien  tys  betrachteten  Halhrnessers  R 

auf  die  Abscissenaje 


drückt  die  Relation 


das  Coojugittsein  beider  Halles««?  aus,  und  es,  jst  noch  (fi) 
und  (14) 

Ehe  wij  aus  diesen  Ausdrucken  Relationen  zwischen  den  bei- 
den conjugirten  Halbmessern  ableiten  können,  müssen  wir,  die 
Werthe  von 

Xfl  ZfV,  PSri'  +  nZfl,  mn£fr±m'n'2fl 
ausmitteln.    Zunächst  folgt  aus,  den  Bedingungen  f+g  +  h=0, 

Sih'-9'h  =  ht'-h>f=fy'-f<l=k. 
Nun  ist  die  Determinante  der  vier  Grössen 

-s/7,  s/r 

identisch  gleich  mit 

-£(«7/*'  — .y'A)  (w«'  -  ro'n)  =  A .  -£(mn'— m'n) ; 

•  •     ■*  • 

also  ist  mit  Röcksicht  auf  (15) 

2/7.  XfV  =k .  £(mn'  -  w'n) . 
Ferner  hat  man  die  identische  Gleichung 

also  ist  endlich 

£ft.2fr=IP.H.    (1(5). 

Wenn  man  dem  zweiten  zu  verwandelnden  Ausdruck, 

PZfl'  +  /'«JE/7,  ' 

die  der  Null  gleiche  Grösse 

-  W Zfi  -  II' ZfV 
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b#ifagt,  co  wird  er. 

(Im!  -  Fm)  tfl-gl')  +  («f  -  n'O  (Ar  — A'/) . 


ir 


folglich  mit  Rücksicht  auf  (11) 

P2fr+V*£fl^i*(AH-J).  (17) 

Zum  dritten  su  verwandelnden  Aufdruck, 

mnZfV  +m'n'2fl. 

t 

addire  man 

so  verändert  sich  derselbe  io 

(fn'  —  fn)(lm' -l'm)  +  (A'/i -/»«')(/««'  -m'n) 
=  |(Z>  -  C)  (£'  +  Z)'  +  C)  +  (£>-£)  (^ + F  +  £') }  Ar* , 

also  ist  endlich  .  ^ 


»J  ü 


mnZfe  +  m'n'Zfl^&iDU-J) .  (18) 

Die  Relationen  (16),  (17),  (18)  sollen  uns  jetzt  zur  Reduction 
der  Ausdrucke  voa  py'—p'q  und  pp+p'*  dienen,  wo  q,  q'  die 
Projectionen  der  conjugirten  Halbmesser  auf  die  Ordinatenaxe 


bezeichnen. 

Das  von  den  conjugirten  Halbmessern  R,  R'  gebildete  Pa- 
rallelogramm hat  zum  Inhalt.  Wenn  nun  a',  b',  d  die 
Projectionen  der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  auf  die  Ordi- 
natenaxe sind ,  so  ist  nach  (14) 

Zal.Sa'r-Zaf.Za't  , 
Pf  //T—  «' 


Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  Fundamen  taldreiecks  mit  J,  so  ist 

bd  -  b'c =»  cu'  -c'a  «  ab'  -  a'b = 2J; 

und  wenn  wir  für  mn' — m'n,  u.  s.  f.  und  ftir  Efl .  X/Y  die  frü- 
her gefundenen  Werthe  substitniren ,  so-  bekommen  wir  als  Inhalt 
des  von  zweien  conjugirten  Halbmessern  gebildetenParallelogramms 

pq'-p'q^J-  (19) 


106 

Da  dieser  Ausdruck  von  f,  g,  A,  /*,  g',  h!  frei  ist ,  so  fliesst 
daraus  der  bekannte  Satz,  dass  der  Inhalt  des  von  zwei  con- 
jugirten  Halb messern  gebildeten  Parallelogramms  von 
der  Läse  derselben  unabhängig,  mithin  stets  demPro- 
ducte  der  beiden  halben  Hauptaxen  gleich  ist.  Zugleich 
sehen  wir  hieraus,  dass  die  Grösse  H  positiv,  negativ  oder  null 
ist,  je  nachdem  die  durch  (2)  dargestellte  Curve  eine  Ellipse,  Hy- 
perbel oder  Parabel  ist.  Da  der  Inhalt  der  Ellipse  dem  «fachen 
des  genannten  Products  gleich  ist,  so  haben  wir,  indem  A,  // 
durch  ihre  vollständigen  Ausdrucke  ersetzt  werden,  folgende  Formel: 

Wenn  in  Beziehung  auf  ein  Fundamentaldreieck 
vom  Inhalt  J  einer  beliebigen  in  der  Ebene  desselben 
befindlichen  Ellipse  die  in  barycentrischen  Coordina- 
ten  ausgedrückte  Gleichung 

Az*+By*  +  C3*  +  2Dyz  +  2Ezx  +  2Fxy=0 

zukommt,  so  hat  der  Inhalt  jener  Ellipse  den  Werth 

0f  ABC+  2DEF-  Am  -  BEfi-CF* 

\+2EF+2FD  +  2DE—2AO-2BE-2CF\ 

* 

Das  zum  Reweise  dieser  Formel  zubereitete  ^Material  möge 
uns  nun  auch  zur  Berechnung  der  Summe  der  Quadrate  der 
.homologen  Projectionenzweier  conjugirter  Halbmesser 
dienen.   Die  Gleichungen  (9)  und  (14)  geben  unmittelbar 

p  +p  -        zfi .  zfv  ~W* 

und  mit  Benutzung  der  Relationen  (16),  (17),  (18) 

Weil  aber  die  Projection  des  Umfangs  einer  geschlossenen  Figur 
null  ist,  so  ist  a  +  b+c=0;  es  ergiebt  sich  demnach: 

*  .   „       ^  A^  +  Bt>%  +  G*  +  2Dbc  +  2£ca + -2Fab 
p*+p'*^-A.  , 

was  den  bekannten  Satz  ausdrückt,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
der  homologen  Projectionen  zweier  conjugirter  Halbmesser  eines 
Kegelschnitts  constant  bleibt,  welche  Lage  die  conjugirten  Halb- 
messer auch  annehmen  mögen. 

Werden  die  Seiten  und  Winkel  des  Fundamentaldreiecks  resp. 

mit  a,  by  c,  a,  ß,  y  bezeichnet,  so  ist  s 

a*+a'2  =  a*,  etc.   bc  +  b'c'= -occosa,  etc.; 

also  ist 
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■rv.  •  n/v     ,  .    .  ,   „  ,             ,  2Aa*—22Dbccosa 
R?  -f  R'*=pP  +  9*  -f  p'% + o/*  =—  ^  » 

oder  auch,  da  26c cos c= 6*  +  cs  — a2  ist, 

fl*(iS-|-F-^~Z>)^6>(y+/>-g~£)+c«(£>^£-C-J^ 

Bezeichnet  endlich  V  den  Winkel,  den  die  beiden  glei- 
chen conjugirten  Halbmesser  einach  Ii  essen,  so  ist 


und  demnach 


Ueber  besondere  Formen  der  allgemeinen  Gleichung 
eines  Kegelschnitts,  welche  genrissen  Lagen  desselben 
gegen  das  Fundamentaldreieck  entsprechen.* 

Soll  der  Kegelschnitt  durch  die  Fundamental  punkte  gehen,  so 
dürfen  in  seiner  Gleichung  die  Glieder  in  x\  y2,  i*  nicht  vorkom- 
men. Daher  kann  beim  Gebrauche  allgemeiner  Coordinaten  jeder 
dem  Fundamentaldreieck  umschriebene  Kegelschnitt  durch  die 
Gleichung 

!+i+!=o 

x     9  2 

dargestellt  werden.    Giebt  man  derselben  die  Form 

Vy+z  +  VT+i  +  \  x+y=0, 

so  zeigt  diese  an,  dass  derselbe  Kegelschnitt  dem  Dreiseit 
(y+z)  +y)=0  eingeschrieben  ist. 

Soll  der  Kegelschnitt  eine  Fundamentallinie  ber Öhren ,  so  muss 
für  den  Berührungspunkt  zugleich  ar=0,  F=0,  Z=0,  also  nach 
(5)  A'  =  BC—  Z>*-=0  sein.  Soll  der  Kegelschnitt  dem  Funda- 
mentaldreieck eingeschrieben  sein,  so  muss  daher  A'=B'—C=Q 
sein.  Verfolgt  man  diess  weiter,  so  findet  man,  dass  jeder  dem  Fun- 
mtaldreieck  eingeschriebene  Kegelschnitt  durch  die  Gleichung 


V7+VT  =  0 

dargestellt  wird ,  der  man  auch  die  Form 

1  +— L_+  _L_=0 

1  jr.  —  ii  4-  z  '   x  4-  «f — z 


«  •  » 


—  *  +y  +  2         y-f  z     «+y— z 

. » 

geben  kann,  welche  zeigt,  dass  der  Kegelschnitt  dem  Dreieck 
(— y+*)(*+y— *)=0  umschrieben  ist 


m 

Die  Polare  des  Fiindamentalpunkts  (y=ö,z=0)  bat  X=0  zu 
ihrer  Gleichung.  Soll  sie  mit  der  gegeufiberliegcnden  Fundamental- 
linie x  =  0  zusammenfallen,  so  muss  F=E—Q  sein.  Sollen  nuu 
üherdiess  die  beiden  andern  Fundanientalnunkte  der  Curve  ansc- 
hüren, so  dass  die  Gleichungen  jy=0,  z=0  Tangenten  darstellen,  so 
muss  noch  ß—C^=0  sein-  Wenn  also  zwei  Tangenten  eines  Ke- 
gelschnitts und  deren  Berubningssehne  als  Fundamentallinieu  an- 
genommen werden ,  so  wird  derselbe  durch  die  Gleichung 

dargestellt. 

Giebt  man  in  Beziehung  avf  den  Kegelschnitt  dem  Funda- 
mentaldreieck eine  solche  Lage,  dass  jedes  Eck  Pol  der  Gegen- 
seite wird,  so  muss  D=F=E=0  sein,  und  die  Gleichung  den 
Kegelschnitts  wird 

•4e**  Ymn  mau  will,  noch  einfacher  .  ,  j 

Heber  die  Art,  wie  man  ein  Vlerseit  am  einfach- 
sten durch  allgemeine  Coordtnaten  darstellen  kann. 

,  Wen«  *=Q,  C-Q,  <"-0,  r=Q  die  Gleichungen  von  vier, 
Geraden  sind,  deren  keine  drei  im  seihen  Punkt  zusammentreffen» 
und  man  denkt  sich  dieselben  allenfalls  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  ausgedrückt,  so  wjrd  man,  immer  drei  Factoren  A',  X",  km 
angeben  können,  welche  die  Eigenschaft  haben,  die  Gleichung 
l+X' W=0  identisch  zu  machen,  so  dass  dieselbe  be- 
steht, welche  Wcrthe  man  auob  den  rechtwinkligen  C •ordinalen 
beilegen  mag.  Wir  dürfen  daher  von  vorn  herein  annehmen,  die 
linearen  Functionen  t,  t\  1er,  V  seien  mit  selchen  Factoren  ver- 
sehen, dass  die  Gleichung 

t  +  V+f 

identisch  w|rd.    Alsdann  werden  die  Gteicbungen 

•  ■ 

e'me  und  dieselbe  Gerede  darstellen.  Jene  zeigt  aber  an,  dass 
die  Gerade  durch  den  Durchachn'rttsrumkt  der  beiden  ersten  Sei- 
ten, diese,  dass  sie  durch  denjenigen  der  beiden  letzten  Seiten 
des  Vierseits  geht.  Folglieh  tet  d.io  Gerede  eine  Diagonale  des 
Vierseits.   Wenn  wir  daher 

i  '*         ::     .  .        ,  »  • 

t+t=*,  <+r=y, 

setzen,  so  sind  x^=&%  y=0,  z=xQ  die  Gleichungen  der  Diagonalen 
des  Vierseits;  und  da 
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ist,  sq  wird  das  Vierseit  durcl*  die  Gleichung 

(ar+y-f*)  (-tf+y+z)         +2)  (*-ty-r)  =  0 

dargestellt,  indem  zugleich  seine  Diagonalen  als  Fundamental- 
linieo  angenommen  sind.  » 

Ueber  die  ein fachste  Art,  ein  Viereck  durch  allge- 
meine Caordinaten  darzustellen. 

Wenn  jr,  y  rechtwinklige  Coordinaten  bezeichnen ,  und  es  sind 
vier  Punkte,  von  denen  keine  drei  auf  einer  Geraden  liegen,  durch 
die  Proportionen 


*   *  ■•     •  •  . .  -       i  •. 


^:r:l=a:6:c,  x;y:l=<:6';c',  y.f.lz=a":b":c",  r:V:I =  <f:bm:c» 
gegeben,  so  darf  man  immer  voraussetzen,  es  sei 


0+V  +  o< +  <,<•=<>, 
6  +  6'  +  6"+o"=0, 

Ifanp  min  ein  Punkt  <forch  die  prqpqrtionen 

bestimmt  ist ,  so  Hegt  derselbe  auf  der  Geraden , 
den  ersten  Ecken  des  gegebenen  Vierecks  verbindet.   Da  aber 

ch 


bestimmt  ist,  so  liegt  derselbe  auf  der  Geraden,  welche  die  bei- 
den ersten  Ecken  des  c 
für  denselben  Punkt  aucl 


S :  y :  1  =  ( a "  +  o*) :  (6"  +  0") :  (c"  +  O 


,  so  uegi  aerseiue  aucn  am  u?r  ueranen,  wercne  ciie  ueiacn, 
iten  Ecken  verbindet  und.  ist  somit  ein  Kreuzui\gspunkt  des 
[ebenen  Vierecks.   Für  die  zwei  übrigen  Kreuzungspunkte  bat 

r»    «hon     t_  / . 


ist,  so  liegt  derselbe  auch  auf  der  Geraden,  welche  die  beiden, 

gegebeL . 
man  eben  so 

jr:V:l=(«  +  0:(Ä  +  Ä*);(c  +  c'f) 

und  < ■»•  •*-  . ' 

Man  bestimme  nun  drei  lineare  Functionen  x,  y ,  x  der  rechtwink- 
ligen Coordinaten,  so  dass 

sei,  so  werden  d\e  Gleichungen  x~  0,  y=0,  z=Odie  Seiten  des 
Dreiecks  der  Kreuzungspunkte  darstellen.  Setzt  man  ferner  x=y 
=z .  so  verwandeln  sich  die  vorigen  Proportionen  in  jc:v : l  =  a:6:c, 
und  wenn  man  —x—y—z  setzt,  in      ;l=io/;A':c,f  u.  s.  f.  Xtao 
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sind  jetzt  die  Ecken  des  Vierecks  resp.  durch  die  Paare  ton 

Gleichungen 

■ 

x~y—z,  ^-x—y  —  z,  x=—y=z,  x  =  y  =  —  z, 
folglich  das  gesammte  Viereck  durch  das  einzige  Paar  Gleichungen 

Ta  y* — 

dargestellt,  nährend  die  Fundamentalpunkte  mit  den  Kreuzungs- 
punkten zusammenfallen. 

Allgemeiner  Ausdruck  für  einen  einem  Vierseit 
eingeschriebenen  Kegelschnitt 

Wenn  die  beliebigen  Constanten  /,  g,  h  der  Bedingung 
/+y+A=0  genfigen,  so  stellt  die  Gleichung 


irgend  einen  dem  Vierseit  TI(xAryAtz)=0  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt dar.  Denn,  setzt  man  x:y:z  =  f:a:h,  so  genügt  der  da- 
durch bezeichnete  Punkt  der  Gleichung  des  Kegelschnitts,  und 
die  Tangente  in  demselben  bat  die  Gleichung  ar  +  y +  2=0.  Eben 
so  liegt  der  durch  die  Proportionen  x:y:z=—f:g:h  bestimmte 
Punkt  auf  der  Curve,  und  die  betreffende  Tangente  hat  —  x-\-y-\-z 
— 0  zur  Gleichung,  u.  s.  1.  Mao  sieht  zugleich,  dass  das  Viereck 
der  Berührungspunkte  durch^die  Proportionen 

xi'.yt.zt^p.gi.h* 

dargestellt  wird. 

Die  Verhältnissgrüssen  f,g,h  haben  eine  perspectivische 
Bedeutung.  Werden  die  Punkte,  in  denen  irgend  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  von  den  Seiten  des  umschriebenen  Vierseits, 
denen  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 

*+y  +  2=0,   —  ar+y+z=0.  x-~y  +  z—0,  x  +  y—z=0 

zukommen,  geschnitten  wird,  resp.  mit  A,  B,  C,  D  bezeichnet, 
so  ist 

AB.  CD:AC.DB:AD.BC=f:g:h, 
oder,  wenn  man  will,  —  ?  ist  der  Werth   des  perspectivische n 
Doppel  Verhältnisses  -j^: 

i 

Denn  es  sei  ax-{-  by  -f-  cz—0  die  Gleichung  der  beliebigen 
Tangente,  so  hat  man  für  die  Punkte  C  und  D  resp.  die  Paare 
von  Proportionen 

jr:y:x=(A  +  c):(c-a):  —  (a  +  6) 

und 

x:y:z—  —  (&+c):(c-f  a):(a  —  6). 
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AC 

Nun  ist         gleich  dem  Verhättniss  der  ans  den  Punkten  Cund 

D  auf  die  erste  Seite  (x  +  y+z=zQ)  gefällten  Senkrechten,  also 

fleich  dem  Verhältnisse  der  beiden  Werthe,  welche  dem  als  lineare 
unction  der  rechtwinkligen  Coordinaten  betrachteten  Ausdrucke 
*  ar-fy+z  in  den  beiden  Punkten  C  und  D  zukommen.    Wenn  wir 
diese  zwei  Beziehungen-  auf  C  und  D  durch  einen  und  zwei 
Accente  anzeigen,  so  ist 

AC  _  (.r+y+z)' 
AD""  (*  +  y  +  z)"' 

Ganz  so  haben  wir  auch 

BD- {-x  +  y  +  i)"' 

also 

ac  .  nc_(  x+y+z  v ,  f _£±£±A_Y. 

ÄB'BB  —  V-or  +  y  +  z/  *  V~*  +  y  +  z,/ 
Da  nun  zufolge  der  obigen  Proportionen 

Y  (o  +  c)-f(c-q)— (fl+6)  c-a 

\-*+y+:/  ~  -(6  +  c)+(c— a)-(a  +  6)         a  +  6' 

/  ar  +  y  +  z  V  _  —  (6  +  c)4(g  +  «)  +  («— 6)^  q-6 
V—  *+y  +  z/—    (6  +  c)  +  (c+a)  +  (a-Ä)       c  +  a 

ist,  so  haben  wir 

AC   BC  c*-a* 

und  daher 

AB.CD.AC.  DB'.AD.BC—  (6*-c*) :  (c*— a«) :  (a«-6*) . 

Weil  aber  aar-f-oy  +  cz=0  die  Gleichung  einer  Tangente  sein  soll, 
so  ist  für  ihren  Berührungspunkt 

x  y   z  , 
f  9  * 

oder  x:y:z=af:bg:ch,  also  a2f +b*g  +  clh=0,  woraus  wegen 
+ A  =  0  sogleich  f:g:h  =  (62 — c1) :  (ca — a2) :  (d1 — A2)  folgt 

Allgemeiner  Ausdruck  für  einen  einem  Viereck 
umschriebenen  Kegelschnitt 

Wenn  f+g  +  h  =  0,  so  stellt  die  Gleichung 

/**+yy2+Az2=o 

*  * 

irgend  einen  dem  Viereck  .r2=ry2  =  22  umschriebenen  Kegelschnitt 
dar,  was  keines  weitern  Beweises  bedarf. 
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Die  Grössen  f,  ff,  A  bestimmen  das  constante  petspectivische 
Doppelvernältniss,  welches  für  die  vier  aus  irgend  eiiiem  Punkte 
des  Kegelschnitts  nach  den  Ecken  des  Vierecks  gezogenen  Strah- 
len äi  bi  c,  d  stattfindet.  Deriu  es  seien  A,  Ii*  C>  D  die  Ecken 
des  gegebenen  Vierecks,  denen  resp;  die  Gleiehungenpaare 

i  t 

zukommen,  und  P  irgend  ein  Punkt  des  Kegelschnitts,  ftir  welchen 
also  auch 
und  daher 

/ :  g  i  h  =  (6» — c«) :  (c* — a*) :  (a* — b*) 
ist   Dann  kommen  den  Strahlen  a  und  b  die  Gleichungen 

<=(6-r)x,+  (c-fl).y  + (a— 6)z=0, 

u=(b-c)x—(c  +  a)y  +  (a  +  b)2  =  Q 

• 

zu.  Bezeichnet  man  nun  die  Werthe,  welche  die  linearen  Functionen 
t,  u  der  recht«  inklingen  Coordiriaten  in  den  Punkten  C  und  D 
erhalten,  resp.  mit  t'i  k',  i\  u",  so  ist 

•  \  ■  *  • 

PC.sm(ac)_t'       PC.  sin  (6c)  u' 

Pb.s\n(ad) -  t"  '  . sin  (bd)  ~  &  ; 

also 

sin(ffc)  sin  (6c)     f  £ 
•in  (od) :  sin(6c0  ~  *"  ! «"  ~  ti'  !  u« ' 

•  *  t 

Da  nun  x'=z — y'=z'  und  x"  =y"= — z"  ist,  so  folgt 

iL  —  (6 — c) — (c  —  a)  -f-    —  b)       _  c~d 
u'  ""(6-c)  +  (c  +  a)+(fl+T)"     a  + 
r      (6  -  c)  4  (c^ g) — (q — 6)  _  a—6 
(6— c) -(c  +  a)  —  (a  +  6)  "  c  +  a 

Also 

sin  (ac) .  sin  (Ar)        e8 — a2 
slnlarf) :  slnW)  ~~  ~  0*^6* ' 

woraus  sofort 

sin  (ab)  sin  (cd) :  sin  (ac)  sin  (<*6) :  sin  (aa*)  sin(6c)  =  /:y :  A 

folgt. 
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Bezeichnet  man  mit  J,  n.2J.  \H}  den  Inhalt  des  Fandamen 
taldreiecks  und  denjenigen  einer  durch  die  barycenf  rische  Gleichung 

ausgedrückten  Ellipse,  so  ist  nach  (19) 


(AßQ 


021) 


Ist  Q  negativ,  so  ist  die  Curve  eine  Hvperbel,  und  2J.V  — -Q 
ist  ihre  Potenz,  d.  h.  der  constante  Inhalt  eines  von  den  beiden 
Asymptoten  und  einer  beliebigen  Tangente  gebildeten  Dreiecks. 
Je  nachdem  in  diesem  Falle  Q  ein  Maximum  oder  Minimum  Ist, 
so  ist  umgekehrt  die  Potenz  ein  Minimum  oder  Maxiraum. 

Aufgabe.  Einem  gegebenen  Vierseit  eine 
Ellipse  von  grosstein  Inhalt  und  eine  Hyperbel  von 
grössfer  Potenz  einzuschreiben. 

Auflösung.  Das  Vierseit  sei  in  baryccntrischen  Coordi- 
naten  durch 

(f  + 1+ 0  (- 1 + f» +3  (f  -  £  +  0  (f +5  -  3=° 

dargestellt,  so  kummt,  wenn  f+g+h=0  ist,  die  Gleichung 

irgend  einem  eingeschriebenen  Kegelschnitt  zu.  Es  kommt  nun 

darauf  an,   das  perspectivische  Doppelverhaltniss  — ^   der  vie> 

Punkte,  in  denen  irgend  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  vou  den 
gegebenen  vier  Seiten  geschnitten  wird,  so  zu  bestimmen»  dass 

Q~  (Pf+mtg+nVi)* 
ein  Maximum  oder  Minimum  wird.   Setzt  man 

■ 

f—cos(ptg=co&(tp  —  ~^>    A=cos^p-^)>  (22) 
wodurch  der  Bedingung  f+g  +  h=Q  genügt  wird,  und 

P±m*e**    l+n*e>*     =r.e  T    \  (23) 

- 

so  wird         Jcoa3o>  und  £Pf^t.cos(<p-»);  felglfch 
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Pmht*      cos3y  /»m*n» 
V~   4r*     cosV<p-6)"~  ~47»~~  ?- 

Hieran«  fliegst 

0*9         cos4  (g>— 6)  * 

und  für  den  Fall,  wo  die  da  herige  Maximums-  oder  Minimums- 
bedingung 

tinC2<p  +  fy)  =  0 

erfüllt  Ut, 

&q  _  feos(2y46). 
"Sy*-"  COS4^-*)' 

also,  wenn  die  genannte  Bedingung  unendlich  narre  erfüllt  ist, 

_  cos(V+ö)        cos(2y  +  6) 
?~  cos*( 9 - e)  "ö  cos4(a>-ö)  d*  ' 

Folglich  Ist  Q  ein  positives  Maximum,  wenn  cos(2g>+6)=l, 
ein  negatives  Minimuni  dagegen,  wenn  co8(29>-J-0)=  —  1  ist. 
Im  ersten  einer  Ellipse  von  grüssten  Inhalte  entsprechenden 
Falle  ist 

-     ,         ß        (ß      2n\        /ß  4„\ 
/•:^:Ä=cosj.cos^+  y):c°*\2  +  t)1  1 


COS  "TT 


Im  zweiten  einer  Hyperbel  von  grosster  Potenz  entsprechenden 
Falle  ist 

f  :  s,„  (|  +  2|) :  8i„(|  +       ;  , 1^ . 

Bin  2 

also  heiläufig: 


m\  2 


1  1 


Um  dieselbe  Aufgabe  durch  geometrische  Construction  zu 
losen,  bringe  man  die  Bedingungsgleichung  fär  ß  unter  die  Form 

/Vmö  -f  mVm  (ß- +„•.!„  (6_       =0.        4  , 

Die  Gerade,  welche  die  Diagonalen  des  Vierseits  halbirt,  schnei- 
det die  Seiten  des  von  denselben  gebildeten  Dreiecks  ausserhalb 
•o,  das*  das  Verhfiltniss  je  zweier  Segmente  einem  der  drei  Ver- 
hältnisse /*:ma:«a  gleich  ist.    IJflan  kann  also  drei  gerade  Linien 
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finden,  die  sich  wie  /*:wt2:w2  verhalten,  die  wir  daher  auch  ge- 
radezu als  resp.  mit  P,  7/ta,  «a  gleich  annehmen  dürfen.  Man 
trage  dieselben  um  einen  beliebigen  Punkt  O  herum  so  auf,  dass 
jede  folgende  gegen  die  unmittelbar  vorhergehende  um  — 120°  ge- 
neigt ist,  und  suche  dann  die  Resultante  aller  drei  Geraden,  so 
werden  von  ihr  die  einzelnen  Geraden  um  die  Winkel  6,  6  +  240°, 
6  +  480°  abstehen,  und  die  Resultante  selbst  wird  gleich  r  sein. 
Halbirt  man  nun  die  zuletzt  genannten  Winkel,  trägt  auf  den  hal- 
birenden  Richtungen  von  O  aus  eine  beliebige  Längeneinheit  auf 
und  projicirt  die  aufgetragenen  Stücke  sowohl  auf  die  Richtung 
der  Resultante  als  auch  auf  eine  zu  derselben  senkrechte  Rich- 
tung, so  sind  die  drei  ersten  Projectionen  mit  den  zur  Ellipse,  die 
drei  letzten  mit  den  zur  Hyperbel  gehörenden  Werthen  /,  g,  h 
proportional.  Gesetzt  nun  die  erste  Seite  des  gegebenen  Vierseits 
werde  von  den  drei  folgenden  in  den  Punkten  B,  C,  D  geschnit- 
ten and  vom  Kegelschnitt  in  A  berührt,  so  ist 

AB.CDiAC.DBiAD.BC-f.gih. 

Legt  man  z.  B.  durch  B  eine  Gerade  und  macht  auf  derselben 
Bc:cDi$B:Ba=h:f:g:co,  zieht  sodann  Cc,  Z)ö,  welche  sich  in 
S  schneiden  mögen,  so  wird  der  Parallelstrahl  Sa  die  erste  Seite 
BCD  in  ihrem  Berührungspunkte  A  schneiden.  Da  die  Berüh- 
rungspunkte aller  vier  gegebenen  Seiten  ein  Viereck  bilden,  dessen 
Kreuzungspunkte  in  die  Ecken  des  Diagonalendreiseits  fallen ,  so 
sind  nunmehr  die  drei  übrigen  Berührungspunkte  leicht  zu  finden, 
und  man  wird  sodann  bloss  mittelst  des  Lineals  beliebig  viele 
Tangenten  des  verlangten  Kegelschnitts  construiren  können. 

Am  meisten  der  geometrischen  Behandlungsweise  scheint  mir 
folgende  Art,  die  Aufgabe  aufzufassen,  sich  zu  nähern.  Es  seien 
L,  M,  N  die  Mitten  der  Diagonalen  des  gegebenen  Vierseits, 
und  P  der  Mittelpunkt  irgend  eines  eingeschriebenen  Kegelschnitts, 
so  liegen  bekanntlich  alle  vier  Punkte  auf  einer  Geraden.  Nun  ist 
das  Quadrat ,  des  Inhalts  des  zum  Mittelpunkte  P  gehörenden 
Kegelschnitts  dem  Producte  LP.  MP.NP  proportional,  und  wird 
daher  zugleich  mit  diesem  ein  Maximum  oder  Minimum.  Also 
wird  der  Mittelpunkt  P  der  eingeschriebenen  Ellipse  von  grösstein 
Inhalt  oder  der  eingeschriebenen  Hyperbel  von  grösster  Potenz 
der  quadratischen  Bedingungsgleichung 

1        1  1 

LP+  MP+  ISP"0 

genügen;  d.  h.  die  Summe  seiner  verkehrten  Abstände  von  den 
Mitten  der  drei  Diagonalen  ist  Null. 

In  der  That  kann  man 

f:g:hz=  (m*-n*) (s — P) :  (n*-P)  (s - m*) : (P — ro*) (s — n») 

setzen,  wo  seine  das  Verhältniss  J  ersetzende  Variable  bezeichnet, 

aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  2(m2— «2)(s — P)~0  ist.  Da 
nun  fP,  gm*,  An2  die  barycentrischen  Coordinaten  des  Mittelpunkt« 

Tbeil  XII.  9 
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4 

P  und  0,  mi*,  —  n*  diejenigen  de«  Punkts  L  sind,  so  giebt  die 
Forme!  (1)  für  die  Projection  der  Geraden  LP  den  Ausdruck 

am*n*  +  bn*P  +  cPm* 
~  {m*—ri*)(n*-P)  (f»-m*) (*  ~ P) ; 


folglich  ist 

*fP:  A7>=(*-/*) :  (*-  m*) :  (*-n*). 

Substituirt  man  nun  die  obigen  Wertbe  von  f,  g,  h  in  dem  Aus- 
drucke für  Q,  so  trgiebt  sich 

Pmht*  (s  —  P)  (s— m2)  ( s  —  n*) . 
—  [  (ma  -  »*)  («* — /»)  (/»— m«j  ]* ; 

also  ist  Q  mit  dem  Producte  (*  —  P)  (s  —  »i'2)(i  — w4)  und  daher 
auch  mit  dem  Producte  LP.MP.JSP  proportional. 

Bezeichnet  <S  den  Schwerpunkt  der  drei  Diagonalmitten  L, 
31,  X  d.  h.  ist  SL  +  $31  \  &S'z=zO,  so  ist  auch  * 

i  ^ 7*Z*+  S/TN  , 

welche  Gleichung  zur  geometrischen  Construction  des  Mittelpunkte 
P  dient. 

Wenn  man  bemerkt,  dass  für  jeden  eingeschriebenen  Kegel- 

schnitt  —  J  dem  perspectivischen  Doppelverhaltoiss   -p^  :  -jr^ 

gleich  ist,  so  gewinnt  man  folgenden  Satz:  .  *,  , 

Es  seien  </,  6,  r,  vier  Gerade,  die  ein  Vierseit 
bilden,1  L,  31,  N  die  Mitten  der  Diagonalen,  welche 
paarweise  die  Gegenecken  (ob)  und  (cd),  (ac)  und  (db), 
(ad)  und  (bc)  verbinden,  der  Mittelpunkt  irgend  eines 
eingeschriebenen  Kegelschnitts,  von  dessen  Tangen- 
ten irgend  welche  das  Vierseit  in  den  Punkten  A,B,  C, 
1)  schneidet.  Dann  haben  die  vier  in  einer  Geraden  He- 
uenden Punkte  P,  h,  3t,  N  dasselbe  perspecti  visebe 
Doppelverhältniss  wie  die  Punkte  A,  B ,  C,  D,  d.h.  es 
ist  stets 

AC  BC      P3I  L3I 
AD  M7-PN  TN* 

welche  Lage  auch  die  fünfte  Tangente  haben  mag.  Fer- 
ner, wenn  der  Mittelpunkt  P  sich  auf  seiner  Ortsgera- 
den fortbewegt,    so  hat  das  Quadrat  des  Inhalts  des 
entsprechenden  Kegelschnitts  zum  Producte  LP.MP.NP 
ein  constantes  Vcrhältniss. 

Aufgabe.  Einem  Viereck  eine  Ellipse  von  klein- 
stem Inhalt  oder  eine  Hyperbel  von  grösster  Potenz 
umzuschreiben. 
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Auflösung.  Werden  die  Kreuzungspunkte  des  gegebenen 
Vierecks  zu  Fundamentalpunkten  angenommen,  und  bezeichnen 
die  drei  constanten  Grossen  /,  m,  n- die  Verhältnisse,  in  denen 
je  eine  Seite  des  Fundamentaldreiecks  vom  entsprechenden  Ge- 
genseitenpaare des  Vierecks  innerhalb  und  ausserhalb  geschnitten 
wird,  so  wird  das  Viereck  durch  das  Gleichungenpaar 

a:2  y2  :2 
tl~m'l-~  »*2 

und  irgend  ein  umschriebener  Kegelschnitt  durch  die  Gleichung 

/2  +  i«2  +  ii2  ~u 

dargestellt,  ho  die  der  Bedingung  /"-f^+A^O  unterworfenen  Con- 
stanten f,  g,  h  das  perspectivische  Dnppelverbältniss  der  vier  aus 
einem  beliebigen  Punkte  des  Kegelschnitts  nach  den  Ecken  des 
«egebeneo  Vierecks  gezogenen  Strahlen  bestimmen.  Die  Formel 
(•21)  wird  hier 

(Pgk  +  mtff  +  n2fy) 3 ' 
und  wenn  man  die  Relationen 

gdh-hdg= töf-  fdh  =ßg  -  gdf 
beachtet,  so  findet  man 

und  somit  die  Maximums-  oder  Minimumsbediugung 

tgh-{Pgh(<i-h)  +i»2Y(A-/l+»%(/,-Är)]=5.  W 

» 

welche  vom  sechsten  Grade  ist.  Von  den  drei  Lösungen  /==0, 
gz=:0,  A=0  entspricht  jede  einem  Gegenseitenpaar  des  Vierecks, 
worauf  sich  in  diesen  drei  Fällen  der  umschriebene  Kegelschnitt 
reducirt.    Nehmen  wir  z.  B.  f  als  unendlich  klein  an,  so  wird 


Ml*/*2/-2 

so  oft  also  eine  der  drei  Grössen  9,  /<  verschwindet,  ist  (Jetn 
Maximum,  und  diese  drei  Maxima  haben  alle  Null  zum  Werthe. 
Man  kann  übrigens  auch  ohne  Rechnung  begreifen,  dass  unter 
der  Schaar  umschriebener  Kegelschnitte  die  Gegenseitenpaare 
Maxima  von  Q  darbieten  müssen,  weil  von  denselben  kein  all- 
maliger  Uebersang  zu  umschriebenen  Ellipsen,  sondern  nur  zu 
Hvperbeln  denkbar  ist.  Lassen  wir  nun  den  Factor  fyh  in  (24) 
hei  Seite,  und  betrachten  den  Ausdruck 

9* 


I 
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s=pä=* 

su  sehen  «vir ,  dass  derselbe  df eimal  durchs  Unendliche  geht,  wäh- 
rend das  Verhältniss  j£  von  —  x;  bis  -f  oo   wächst;  folglich  muss 

es  immer  drei  reelle  Werthe  dieses  Verhältnisses  gehen,  für 
welche  S  verschwindet,  und  zwar  liegen  dieselben  resp.  zwischen 
—  oo  und  — 1,  zwischen  — 1  und  Ö,  und  zwischen  0  und  +  oc. 
Verfolgen  wir  den  Verlauf  von  Q  in  irgend  einem  dieser  drei  Sta- 
dien, so  sehen  wir  es  zu  Anfang  desselben  abnehmend  und  am 
Ende  wachsend.  Ist  es  inzwischen  endlich  geblieben,  so  muss  es 
also  da,  wo  Ä  verschwand,  durch  ein  Minimum  gegangen  sein. 
Im  entgegengesetzten  Falle  ist  es  zuerst  — ao  ,  dann  plötzlich 
-f  oo  geworden,  hat  von  da  an  eine  Weile  abgenommen,  ohne  die 
Null  erreichen  zu  können ,  weil  alle  drei  Nullwertbe  von  Q  zugleich 
Maxima  sind,  musste  also  wieder  durch  ein  Minimum  gehen,  um 
bis  -foo  zu  wachsen,  von  da  in  — oo  überzuspringen  und  bis  ans 
Ende  des  Stadiums  zu  wachsen.  Die  reellen  drei  Losungen  der 
Gleichung  $—0  entsprechen  also  sämratlich  kleinsten  Werth en 
von  Q.  Dieses  wird  durch  die  Rechnung  bestätigt.  Es  ist  nämlich 

8S= 8      +  £  +      (g8h  -  %) ; 

folglich,  wenn  /*,  «,  h  der  Bedingungsgjeichung  5=0  gentigen, 
so  wird  Q  beim  Uebergang  von  f,  g,  h  in  f+&[,  #  +  /t+d/*, 
mit  Vernachlässigung*  der  dritten  und  hohem  Potenzen  der 
Incrcmente : 


(Pgh  +  w«V+  n2f9)' 


W  ( Pg*k*  +  mH*r  +  "  YV) 
+  W<jh  +  mHf+n>f9y  ^~%)*  • 

Da  nun  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  S=0  reell  sind,  so  ist 
das  zweite  Glied  des  vorliegenden  Ausdrucks  rechts  stets  positiv; 
folglich  Q  in  allen  drei  Fällen,  wo  5=0  wird,  ein  Minimum. 

Ob  Q  positiv  oder  negativ  sei,  hängt  einzig  von  der  quadra- 
tischen Function 

T=  Pgh  +  m*hf+  n*fg 

ab,  denn  T  und  Q  sind  zugleich  positiv  oder  negativ.  Setzen  wir 
aber  2/*=fi  +  y,  2m*=v  +  jl,  2n*=A  +  f*,  d.  h.  I =—/*+»»•+»*». 
u.  s.  w. ,  so  wird 

2  fr  +  v)  r=-(,iv  +  vi  +  Xp)f*  -  ((ig  -  vh)*. 
Also  muss ,  damit  T  positiv  sein  könne,  jedenfalls 

jtiv  +  vk  +  kfi=(l  +  m  +  «)(—  /  +  m  +  n)  (l  -  m  +  w)  (/  Y  V»— w) 
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negativ  sein.  Denkt  man  sich  aber,  was  erlaubt  ist,  alle  Gros- 
sen l,  m,  n  positiv  und  /  als  die  grösste  derselben,  so  lauft  diese 
Bedingung  darauf  hinaus»  dass  />m  +  n  sein  muss,  d.  h.  dass 
das  zweite  Eck  des  Vierecks  rückwärts  vom  ersten  Fundamental- 

Cunkt,  so  dass  dieser  zwischen  das  erste  und  zweite  Eck  zu  ste- 
en  kommt,  liegen  muss.  Mit  andern  Worten,  kein  Eck  des 
Vierecks  darf  innerhalb  des  von  den  drei  übrigen  Ecken  gebilde- 
ten Dreiecks  liegen.  In  diesem  Falle  gestattet  die  Gleichung  7=0 
zwei  reelle  Losungen,  welche  den  umschriebenen  Parabeln  ent- 
sprechen, und  Q  hat  ein  positives  und  zwei  negative  Minima,  d.h. 
man  kann  dem  Viereck  eine  Ellipse  von  kleinstem  Inhalt  und  zwei 
Hyperbeln  von  grosster  Potenz  umschreiben.  Im  entgegengesetz- 
ten Falle,  wenn  keine  der  als  positiv  gedachten  Grössen  /,  in,  m 
trrosser  als  die  Summe  der  beiden  übrigen  ist,  d.  h.  wenn  ein 
Eck  des  gegebenen  Vierecks  innerhalb  des  von  den  drei  übrigen 
Ecken  gebildeten  Dreiecks  liegt,  kann  dem  Viereck  weder  Ellipse 
noch  Parabel  umschrieben  werden,  und  Q  hat  drei  negativex  Mi- 
nima, d.  h.  man  kann  dem  Viereck  drei  Hyperbeln  von  grosster 
Potenz  umschreiben. 

Bezeichnet  man  die  Gruppen  zusammengehöriger  Wcrthe  von 
f%  9*  h,  welche  die  drei  Losungen  der  cubischen  Gleichung  S=0 
darstellen,  durch 

ft  g>  ä;  A<Aä';  /W,  A"; 

so  bestehen  die  drei  Gleichungen 

£f^ä=0,  £1*^=0,  XP^=^=0, 

  f 

aus  denen  dureh  Elimination  der  Verhältnisse  von  /*,  w*2,  »*  eine 
Relation  sich  ergeben  muss,  die  nur  /*,  g,  Ä,  f",  etc.  ent- 
halt. Ich  behaupte  nun,  diese  Relation  werde  erhalten,  indem 
man  in  irgend  einer  der  drei  letzten  Gleichungen  die  beiden  Pro- 
portionen 

P:m*:n*=ff'r:  gg'g»  ihJt'h»  (25) 
substituirt,  wodurch  sich  die  Gleichungen 

Z{g-h)ff"=Q,  2:(^-Ä')r/*=0,  2(g"-htt)/r'=0  (26) 

ergeben.  Denn,  da  diese  unter  sich  identisch  sind,  wovon  man 
sich  durch  Subtraction  ie  zweier  derselben  leicht  überzeugen  kann, 
so  stellen  sie  eine  una  dieselbe  und  zwar  die  verlangte  Relation 
dar,  and  dadurch  sind  dann  auch  die  zwei  vorigen  Proportionen 
bewiesen.  Eliminirt  man  ferner  aus  denselben  mittelst  der  Glei- 
chung /*  +  ojr+A*=0  die  Grössen  f'y  g",  h",  so  erhält  man 

eine  in  Beziehung  auf  f't  g't  /*'  quadratische  Gleichung ,  welche 


■ 
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dazu  dienen  mag,  nenn  eine  Lösung  f:g:h  bekannt  ist»  daraus 
eine  zweite  f':t/':h'  zu  Gndeo. 

Durch  die  Proportionen  (25)  verwandelt  sich  das  Minimum 
Q  in 

Da  die  Losung  der  Aufgabe  von  derjenigen  der  cuhi  sehen 
Gleichung  £P9^~  =0  abhängt,  so  kann  sie  nicht  geometrisch 

mit  Lineal  und  Zirkel  ausgeführt  werden,  sondern  nur  durch  Nä- 
herung. Gebraucht  man  die  Bezeichnungen  (22),  So  geht  die  ge- 
nannte eubische  Gleichung  über  in 

f2tang<p+wi*tang(<p-y)  +  n2tnng(y-.4*)=0.  (28) 

Nun  ist  es  leicht,  drei  gerade  Stücke  zu  construiren ,  die  sich  wie 
P,  ro2,  n*  verhalten.  Man  nehme  auf  jeder  Seite  de»  Dreiecks  der 
Kreuzungspttnkte  des  gegebenen  Vierecks  (resp.  Fundamental- 
linien)  die  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten,  in  denen  sie  vom 
entsprechenden  Gegenseitenpaar  geschnitten  wird,  so  werden  be- 
kanntlich alle  drei  Mitten  in  einer  Geraden  liegen,  welche  die 
Seiten  des  Dreiecks  der  Kreuzungspunkte  in  Segmente  theilt,  de- 
ren Verhältnisse  durch  P,  vi1,  n*  dargestellt  sind.  Man  trage  auf 
einer  beliebigen  Geraden  solche  Strecken  OL,  LM,  MN  auf, 
dass 

OL:LM:MNz=P:m*:n* 

sei,  errichte  dann  auf  diese  Gerade  drei  Senkrechte  LL\  MM", 
NN',  ziehe  aus  O  unter  einem  beliebigen  Winkel  LOL'siy  den 
Strahl  OL' ,  durch  seinen  Dnrchschnittspupkt  L'  mit  der  ersten 
Senkrechten  einen  zweiten  Strahl  UM',  der  unter  —140°  gegen 
den  ersten  OL',  also  um  <p — 1*20°  gegen  die  feste  Gerade  geneigt 
ist,  und  durch  seinen  Durchschnittspunkt  M'  mit  der  zweiten 
Senkrechten  einen  dritten  'Strahl,  der  gegen  den  zweiten  UM' 
um  — 120°  geneigt  ist  und  die  dritte  Senkrechte  in  N'  'schneidet. 
Dreht  man  jetzt  den  ersten  Strahl  OL'  um  den  Punkt  O  herum, 
so  wird  es  im  Ganzen  drei  reelle  Richtungen  desselben  geben, 
für  welche  der  Punkt  N'  mit  N  zusammenfallt,  (und  die  Summe 
der  drei  entsprechenden  Winkel  tp  wird,  wie  wir  bald  zeigen  wer- 
den, ein  Vielfaches  von  180°  sein).  Denkt  man  sich  nun  in  die 
Kreuzungspunkte  Massen  verlegt,  welche  sich  wie  die  Langen  der 
drei  beweglichen  Strahlen  OL',  UM',  M'N  verhnlten  und  positiv 
oder  negativ  genommen  werden  müssen,  jeaachdem  die  Längen 
der  betreffenden  Strahlen  in  den  ihnen  angewiesenen  Richtungen 
oder  in  den  entgegengesetzten  gemessen  'wurden,  so  lallt  der 
Schwerpunkt  derselben  in  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Ke- 
gelschnitts. 

Die  trigonometrische  Erörterung  der  vorliegenden  Aufgabe 
scheint  mir  einiges  Interesse  darzubieten.    Setzt  man 


s 
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/»  +  ma  +  n*=2r  cos«; 
r*=f*  +  m4  +  n4_ m2«*— _  /amaf 

und 

r* sin*  *  =  -|  (/  +  m  +  k)  ( -  /  +  » + n)  (/-  w  h  «)  (/  4  «i  -  n) . 

so  verwaodelt  sich  die  Minimumsbed'mgung  (38)  in 

cosesin3q)=sio(«p  — Ö).  (29) 

Bezeichnet  man  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch  <p, 
q>',  q>"  und  berücksichtigt  die  identische  Formel 

AiD39«iD(9'— 9^=^iD<9'^^ 

so  folgt  durch  Elimination  von  e,  0  aus  den  drei  Gleichungen  (29) 
die  Relation 

siu(<p  +  <?>/  +  <p',)=0,  (30) 

welche  mfrt  (26)  eines  und  dasselbe  ist  Da  es  fiir  den  Werth  von 
tp  auf  n  mehr  oder  weniger  nicht  ankömmt,  so  dürfen  wir  geradezu 

voraussetzen.  Hieraus  kaun  man  dann  unter  andern  folgende  Re- 
lationen ableiten: 

sin  (2<p  +  0)=2sin(cp  —  0)eos(<p'  —  <p"), 

sin(2g>+  0)  +  sin(2<p'  f  6)  +  sin(2<p"  +  ö)  =  0, 

cos  (2<p  -f  Ö)  +  cos  0V  +  0)  +  cos  (2?"  +  fl)  =5  , 

1 

^sin(y-0)co8(o/-V)=O,  2cos(g>-0)cos  (y'-V)=  —  - 

sin  «psin  <p'  «io^ac  |  j~ >  cos<pcos     cos  tp"  ==  j£i  +  , 

1 

cos  (g>'—  O  cos  (q>u  —  9))  ros  (<p — <p')  =  TT  tang«  £ , 

.»        .1/1  «  co»3c+'cos3fl 
cos3<pcoso>'cos«5<p  =  47^1  3 

sin  oqpsnuiqp  8tao<p      4  r  os3'i  * 
sin  (9  —  .0)  »in  (9'  —  6)  sin  ( <p" — 0 ) = \  sin  3  0, 


cos  (<p  —  0)  cos  (?>'  —  0)  cos  (9/  —  tf)=  |  (^^J  +  COi*  ' 
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[  sin  (<p'  -  g>")  sin  « — <p)  sin  (<p — <p ')  ]« 

_  8  cos  e  (cos  3  £  -f  cos  3  ft)  +  sinag(4cos8c  —  sinaf)  _  II 

64 cos4 c  (Hcos4«' 

sin3(2g>  +  6) 

=     +  ^  ^c^  ~  * ta  ^ 

Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  setze  man 

3  VT  JtanRa*sin30 
C08^=~2~V1  .  1  cos  31 


was 


(1  +  cosgcosSö)^]? 
tang1';""  3V3sin*«cos«sio30 

nach  sich  zieht,  so  ist 

.  ^    i         2  i/"1  .  1  cos 30     "~     T"  ♦ 
s.n(2<p+0)=^jY  2  +2  -c^sT-itan89f-C0S^- 

Da  q>,  <p',  q>"  stets  alle  drei  reell  sind?  so  muss  J5F  positiv  sein. 
Um  dieses  verificiren  zu  können,  setze  ich 

und  daher 

Xi  iL*  —  43/  27 

r*=L*  — 3ilf,cosc=^;,  sin*e=3 — ^ —  ,  cos3e+cos30= ; 


80  folgt 


~  r4.  //=  I*  +  8L*üf — 48  M*  +288L2V 


=  (/i_ma+n2)t  (/*-|-m*-ft*)a  +  12/»(m*+«*) 
+192/%»nft(/*+ma+na)  +  16i»oAi«  (ro*  +  n«)  +  16mV (ro»-n*)*; 

also  ist  H  stets  positiv. 

Unterscheidet  man  endlich  die  drei  Werthe  von  Q,  welche 
den  drei  Wurzeln  <p,  tp',  tp"  entsprechen,  durch  Accente,  so  ist 

QQ'W=($)  [-(/+m+„)(_/+m+^)(/-w+ll)(/+m--„)]»  • 
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Anhang, 

Ueber  diejenigen   einem   Vierseit  eingeschriebenen 
oder    einem    Viereck    umschriebenen   Ellipsen,  für 
welche   der    Winket   der   zwei    gleichen  conjugirten 
Durchmesser  sich  am  meisten  dem  Rechten  nähert. 

Bezeichnen  a,  b,  c,  J  die  Seiten  und  den  Inhalt  des  Funda- 
mentaldreiecks, und  ist 

Ax*+By*+Cz*=0 

die  barycentrische  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  gleiche  conju- 
girte  Durchmesser  den  Winkel  V  einschliessen,  so  ist  nach  For- 
mel (20) 

.  a  „    (4J)*(BC+CA+AB)       .  2lv 

Ist  dieser  Ausdruck  negativ,  so  ist  die  betreffende  Curve 
eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den  Winkel  W  einschliessen 

I.   Für  einen  dem  Vierseit 

/        IM  II 

eingeschriebenen  Kegelschnitt  ist  nun 

A:B.C=  111 


Pf  m*g *  n*A ' 
wo 

also 

woraus  sich  fiir  das  Maximum  des  Winkeis  V  oder  W  die  ßedin- 
gungsgleicfaung 

(34) 


/      «a  6»  c*  \ 

ergiebt  Diese  ist  vom  vierten  Grade;  ihre  linke  Seite  gebt,  wäh- 
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rend  das  Verhältnis»     alle  reellen  Werthe  durchläuft,  dreimal 

durchs  Unendliche,  nämlich  fdr  /=0,  fär  ^=0  und  für  A~0. 
Nehmen  wir  /2>ma>na  an,  und  lassen,  während  A=l  bleibt, 
g  von  — oo  bis  -foo  wachsen,  so  wird  die  linke  Seite  St  obiger 
Gleichung  nach  und  nach: 

jo.för^-oo,  Ä=-^5  Vt(+a 

d°.far^=    0,    ß=  —3-  ,f 

also  negativ,  weil  der  dreigliedrige  Factor  auch  so 

[  g;ia  (/*  _  mi) _ r/*  (wa  _     p  (a-f-c)a-6» 

geschrieben  werden  kann.  Da  der  vierte  Werth  von  zwischen 
1°  und  2°  hineinfallt,  so  ersiebt  sich  aus  Vorliegendem,  dass  die 
Gleichung  (34)  vier  reelle  Wurzeln  hat. 

Die  betrachtete  Curve  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je 
nachdem 

fgh(Pf+m*g+n*h) 

positiv  oder  negativ  ist  Unter  der  obigen  Voraussetzung  ^*>m*>n1 
folgt  hieraus,  dass  während  J  die  vier  durch  die  Werthe 

begrenzten  Stadien  durchlauft,  die  Curve  im  ersten  Stadium  von 
der  Diagonale  2*=0  ans  durch  die  Hyperbel  zur  Parabel,  im 
zweiten  von  der  Parabel  durch  die  Ellipse  r.ur  Diagonale  j?=0, 
im  dritten  von  der  Diagonale  xl—  0  durch  die  Hyperbel  zur  Dia« 
gonale  y2=0,  und- endlich  im  vierten  von  der  Diagonale  y2=0 
durch  die  Ellipse  zur  Diagonale  z*=i)  ithergebt.  Aus  der  obigen 
Erörterung  der  Cilcichung  (34)  geht  aber  hervor,  d3*s  in  jedes 
der  genannten  vier  Stadien  eine  Wurzel  derselben  fallt.  Also  wer- 
den immer  vier  reelle  Kegelschnitte  der  Aufgabe  genügen.  Zwei 
davon  sind  Rllipsen  mit  gröbstem  spitzen  Winkel  der  gleichen 
conjugirten  Durchmesser  und  zwei  Hyperbeln  mit  grüsstem  Asym- 
ptotenwinkel. 
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Zu  demselben  Ergebnis»  gelangt  man  noch  leichter  durch  rein 
geometrische  Betrachtung,  indem  man  die  Bewegung  des  Mittel- 

fuinkts  des  eingeschriebenen  Kegelschnitts  längs  der  die  Diairona- 
en  des  Vierseits  balbirenden  Geraden  verfolgt  In  die  weitere 
Erörterung  der  Gleichung  (34)  wage  ich  nicht  mich  einzulassen 
«egen  der  grossen  Verwicklung  der  Ausdrucke ,  die  sie  herbei- 
führen würde. 

Es  seien  L,  Jlf,  iV,  JP  resp.  die  Mitten  der  drei  Diagonalen 
des  gegebenen  Vierseits  und  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Ke- 
gelschnitts, so  darf  man  ' 

LP:  JHP:  Nl*=  (s^P):(s  —  nfl) :  (*— 

setzen,  wo  *  eine  die  Lage  des  Punkts  P  auf  der  Geraden  LMN 
bestimmende  Unbekannte  bezeichnet  Dann  ist  überhaupt  fär  je- 
den eingeschriebenen  Kegelschnitt 

f:g:h=(m*-<n*)  (*-~V*):  (i-m«) :  (P^-tn*)  (#-**), 

und  fär  den  gesuchten  Kegelschnitt  verwandelt  sich  die  Bedin- 
gungsgleichung (34)  in 

a*(n*-P)(P-m*)  aHs-P) 


Bestimmt  man  auf  der  Mittelpunktsgeraden  LMN  einen  Punkt 

O  so,  dass  [ 

ÜL:OM:ON:  OP=P:m*:n*:s, 
so  hat  man  vermöge  der  gegenwärtigen  Bedingung 

£OL.MlS\    LP  +LP)-V 

Wenn,  abgesehen  von  der  so  eben  behandelten  Aufgabe  in 
(33)  der  Werth  von  tang*  W  unendlich  gross  wird,  so  entspricht 
derselbe  einer  eingeschriebenen  gleichseitigen  Hyperbel.   Da  die 

Bedingung  hiefür,  2-=gh=0,  vom  zweiten  Grade  ist,  so  giebt 

es  im  Allgemeinen  zwei  gleichseitig«  Hyperbeln,  die  dem  gege- 
benen Vierseit  eingeschrieben  sind.   Sollen  dieselben  reell  sein, 

■  .  .  n  a    b    c  *. 

so  muss  eine  der  als  positiv  angesehenen  Grossen  y>  — »  -  gros« 

l     Iii  71 

ser  sein  als  die  Summe  der  beiden  übrigen. 


X  V  i 

II.   Kür  einen  dem  Viereck  -«  =   *  =  -«  umschriebenen  Ke- 

P      tu*  vr 

gelschnitt  ist 
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also 


Setzt  man  oun,  um  abzukürzen 

■ 

also 

2/*=fi  +  V,  U.  8.  w., 
m»~7?=a'   ^-^-P'  7«~m»-y' 

■ 

also 

«+/Hy=0, 

so  findet  man 


3810  Fs=^*n*7^  Ä«  (ifth-Adg). 


Wenn  also  die  Bedingung 

-     cy+/%+yvA=ö,  (3G) 


oder 


oder 


f:g :  A  =  (ft»— yv) :  (yv  -  ci) :  («A—  fri) , 


/  (qg-f  6*— c*)w*        (ft  +  mg-wg)n2  \ 
erfüllt  ist,  so  stellt  die  Gleichung 

oder  ' 
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(— g*-f  A2  +  c2).^  +  (n2— A*  -f  c 2)  y*  +  («2 + A2-c*)z2 
(_  „2  +  A2  +  c2 )  t*  +  (a2—  6*  -I  c2)  wi»  +  («2  +  A2— c2)  n2  .  p 

(-ft-f  m2+w2)ar2  4  (Z2— ffl2+n2)y2+(lHm2-n2)zg  ' 
(Äf  m+n)  (— /-f;/i-f  n)  (/ — m+n)  (/-f-ui— n) 

den  verlangten  unter  allen  dem  gegebenen  Viereck  umschriebenen 
am  meinten  dem  Kreise  sich  nähernden  Kegelschnitt  dar. 

Wenn  man  diejenigen  Werthe  von  /*,  a,  Ä,  welche  die  Be- 
dingung (36)  erfüllen,  um  die  sehr  kleinen  increinente  4f,  4g,  Jh 
wachsen  lägst ,  so  bekommt  man  mit  Vernachlässigung  der  Glieder 
dritter  Ordnung 

U*'+m2*  +  ;T2V 

Da  nun,  wie  ich  sogleich  zeigen  werde,  die  Summe 

S=o2;i+/SV  +  y2v 

stets  positiv  ist,  so  ist  sin2F=— taoe2  W  beim  Stattfinden  der 
Bedingung  (36)  stets  ein  Maximum.  Dass  Ä  positiv  sein  muss, 
folgt  aus  der  identischen  Gleichung 

2Pm*n*.  AV*.  S=  [ A2«?2/2  -  c2(a2+ A2— c2)  m2— A2^2— A2+c2)  o2^2 

-f  (47  )2  (c2!»2 — A2«2)2 . 

Bedeutet  J7  dieselbe  Function  von  /,  m,  »,  welche  (4J)2  von 
o,  A,  r  ist,  so  dass 


JI=(/+wt-Hi)  (— /+        (l—ffi-HO  (/  +  wi  —  fi) = PA  -f  wi  V 

=  j*v+vA  + Ap, 

so  bat  man  auch  die  identischen  Gleichungen 

WmW .  S = (a2X  +  AV  +  c2*/)2— (4  J)2  J7, 
i(/J]*-yv)2+fi(yv— «;;2  + v(oA— /Jft)2=  J7S. 

Mit  Hälfe  derselben  erlangt  man  durch  Substitution  der  in  (3f>) 
fSr/",  gy  h  gefundenen  Werthe  im  Ausdrucke  (35)  als  Werth  des  , 
gesuchten  Maximums 


si„2F=-tang2IF=-^55, 
tang2r=-sin2  W=—  {M%£^  ■ 


(38) 


Hieraus  erhellt  sogleich ,  dass  die  verlangte  Curve  eine  Ellipse 
oder  Hyperbel  ist,  jenachdem  II  negativ  oder  positiv  ist,  d.  h. 
jenachuem  das  gegebene  Viereck  ein  gewöhnliches  ist  oder  nicht. 
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Im  letztern  Falle,  wo  dem  Viereck  Oberhaupt  nur  Hyperbeln  um- 
schrieben werden  können,  ist  der  durch  die  Forniel  (38)  bestimmte 
spitze  Asymptotenwinkel  ein  Minimum. 

Da  die  Ausdrucke  in  (38)  sich  nicht  ändern ,  wenn,  man  /,  m,  n 
resp.  mit  et,  b,  c  vertauscht,  so  construire  man  ein  Dreieck,  des- 
sen Seiten  /,  wi,  n  sind,  verlege  in  dessen  Ecken  die  Massen  a, 
b,  c  und  bestimme  mittelst  derselben  ein  Viereck;  dann  wird  der 
kleinste  Asymptotenwinkel  einer  umschriebenen  Hyperbel  derselbe 
sein,  wie  vorhin,  wo  in  den  Ecken  eines  von  den  Seiten  a,  6,  c 
gebildeten  Dreiecks  sich  die  Massen  /,  m,  n  befaodeo. 

Eine  geometrische  Constitution  der  verlangten  Curve  scheint 
am  leichtesten  aus  der  Gleichung  (37)  hervorzugehen.  Dieselbe 
zeigt  nämlich,  dass  die  gesuchte  Curve  durch  die  vier  Durch- 
schnittspunkte der  beiden  durch  die  Gleichungen 

(— a*+of +c*)    +  (o*— oa+c»)  y*+  (<!*+&*— c2)  z*=0 , 
(— *2  +  (/«-ma+na)    + (f*+»i*-n*)  i*=0 

■ 

dargestellten  Kegelschnitte  geht,  in  Beziehung  auf  welche  beide 
die  Kreuzungspunkte  des  gegebenen  Vierecks  zugeordnete  harmo- 
nische Pole  sind.  Der  erste  derselben  ist  ein  Kreis  und  hat 
also  den  Hohenpunkt  des  Dreiecks  der  Kreuzungspunkte  oder  des 
Fundamentaldreiecks  zum  Mittelpunkt,  sein  Halbmesser  ist  das 

Seometrische  Mittel  zwischen  den  zwei  vom  Hohenmmkt  aus  in 
erselben  Richtung  gemessenen  Segmenten  jeder  Höbe.  Dieser 
Kreis  ist  daher  leicht  zu  construiren.  Beim  zweiten  Kegelschnitte 
können  jedenfalls  auch  die  Punkte,  in  denen  er  die  Fundamental- 
linien schneidet,  und  sein  Mittelpunkt  geometrisch  cnnstruirt  wer- 
den. Indess  weiss  ich  die  einfachste  Coustruction  nicht  anzu- 
geben. —  Wenn  dann  auch  nur  zwei  der  in  Rede  stehenden 
Durchschnittspunkte  reell  sind,  so  kennt  man  nach  Auffindung 
derselben  im  Ganzen  sechs  Punkte  des  verlangten  Maximums- 
kegelschnitts ,  also  mehr  als  genug ,  um  denselben  zu  construiren. 

Es  giebt  einen  Fall ,  wo  der  Winkel  W  constant  ein  Rechter 
ist.  Wenn  nämlich  ^^^:6*:c*  =  /a:rw«:w,  ist,  so  zeigt  die  Formel 
(35),  dass  tang2JF  unendlich  gross  bleibt,  wie  man  auch  das  Ver- 

hältniss   j-  variiren  mag.   Wenn  also  das  gegebene  Viereck  durch 

die  barycentrischen  Gleichungen  ^  =  p  =  ^2   dargestellt  wird, 

d.  h.  wenn  seine  Ecken  die  Mittelpunkte  der  vier  dem  Fundumen- 
taldreieck  eingeschriebenen  Kreise  sind,  mit  andern  WWten,  wenn 
seine  Gegenseiten  paarweise  auf  einander  senkrecht  stehen,  so 
sind  alle  umschriebenen  Kegelschnitte  gleichseitige  Hyperbeln. 

Im  Allgemeinen  hingegen  kann  einem  gegebenen  Viereck 
immer  eine  gleichseitige  Hyperbel  und  zwar  nur  eine  umschrieben 
werden.    Die  Bedingung  für  dieselbe  ist 

und  liefert  für  die  Curve  selbst  die  Gleichung 
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An  die  im  Eingänge  dieses  Anhangs  angefahrte  Formel  habe 

ich,  noch  eine  Bemerkung  anzuknüpfen.  Man  kann  darin  «2,  A2  c2 

B+C    C\A    A\B  . 
resp.  gegen  — ^ — »  — ^ — ,  — — vertauschen,  ohne  dass  der 

Ausdruck  sich  ändert  Gestützt  auf  diese  Beobachtung  erhalt  man 
mittelst  einiger  Keductionen 

%v  1_  _  £££  Z(-a*+bHC%—*  +-) 

Dieser  Ausdruck  kann  nie  negativ  werden;  denn  es  ist 

Wenn  derselbe  verschwinden  soH ,  so  ist  dieses  nicht  anders  mög- 
lich, als  indem 

B+C     C+A     A  +  B 
"     aa    —    6a    —  c* 

wird,  woraus 

A:B:C=  (-aH^+c1) » (a2-oÄ+c2) :  (a2-f  62— c2) 
folgt.   Unter  dieser  Bedingung  ist  dann  die  durch  die  Gleichung 

J*2  +  tfy2+Ci2=0  '! 

dargestellte  Curve  ein  Kreis,  zu  dessen  Realität  noch  die  Bedin- 
gung erfordert  wird,  dass  eines  der  Quadrate  o2,  62,  c2  die  Summe 
der  neiden  übrigen  ubertreffe,  d.  h.  dass  das  Fundamentaldreieck 
stumpfwinklig  sei. 
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Neue  Methode  zur  Summirung  end- 
licher und  unendlicher  Reihen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  der  Universität  xu  Jena. 


Bei  dem  Oberaus  häufigen  Gebrauche,  den  man  in  der  Ana- 
lysis  und  ihren  physikalischen  Anwendungen  von  den  endlichen 
und  unendlichen  Reihen  macht,  darf  es  nicht  befremden,  dass 
man  dieser  eigen  thüni  liehen  Grbssenform  schon  seit  längerer  Zeit 
besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt  und  sie  von  den  verschie- 
densten Seiten  her  betrachtet  hat.  Zwei  Aufgaben  und  zwar  die 
zunächst  liegenden  sind  es  vorzuglich,  an  denen  wohl  jeder  Ma- 
thematiker, der  auf  Eroberungen  auszog,  seine  Kräfte  versucht 
haben  mag;  es  sind  diess  die  beiden  Probleme,  welche  schon 
aus  der  blossen  Aufstellung  einer  Gleichung  zwischen  einem  ge- 
schlossenen Ausdrucke  und  einer  Reihe  hervorgehen:  die  Aufgabe 
der  Verwandlung  einer  gegebenen  Function  in  eine  Reihe  von 
vorgeschriebener  Form  und  die  Aufgabe  der  Suramirung  einer 
nach  bestimmtem  Gesetze  gebildeten  Reihe.  Was  nun  das  Erste 
anbetrifft,  so  ist  in  der  That  kein  Manuel  an  hieher  gehörenden 
Entwickelungen ,  und  man  hat  in  vielen  Fällen  die  Wahl,  ob  man 
eine  gegebene  Function  mit  Tay  I  o  r  und  M  ac  Lauri n  in  eine  nach 
Potenzen  der  Variablen  aufsteigende,  oder  mit  Lagrange  und 
Fourier  in  eine  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  successiven  Viel- 
fachen eines  Bogens  fortschreitende  Reihe  verwandeln  will.  So 
allgemein  man  nun  hier  die  Untersuchungen  hielt,  in  sofern  man 
nämlich  auf  die  Entwickelung  einer  beliebigen  Function  ausging, 
so  speziell  scheint  das  umgekehrte  Problem  der  Reihensummirting 
gefasst  worden  zu  sein,  wenigstens  findet  man  keine  durchgreifende 
Methode  zur  Summirung  solcher  Reihen,  deren  allgemeines  Glied 
eine  willkührliche  Function  seines  Index  bildet.  Zwar  hat  Euler 
eine  Gruppe  von  Formeln  angegeben,  die  man  gewöhnlich  als 
Summenformeln  zu  bezeichnen  pflegt,  aber,  strenggenommen, 
verdienen  sie  diesen  Namen  nicht,  da  sie  nur  zur  Umwandlung 
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der  gegebenen  Reihte  in  eine  andere  und  zwar  halbconvergente 
Reihe  dienen  und  mithin  Näherungsforroeln  sind,  welche  die  Ei« 
genthümlichkeit  besitzen,  dass  man  mit  ihrer  Hüffe  die  Approxi- 
mation nicht  so  weit  als  man  will,  sondern  nur  bis  zu  einer  ge- 
wissen G ranze  der  Genauigkeit  treiben  kann.  Ein  Hauptgrund  des 
Mangels  an  Allgemeinheit,  den  man  in  den  meisten  Keihehsum- 
mirungen  bemerkt,  mag  wohl  in  der  zum  Theil  beschränkten  Auf- 
fassung des  Begriffs  einer,  Rcihcnsummc  liegen,  wenigstens  schei- 
nen Manche  nur  dahin  zu  streben,  dass  die  Summe  einer  vorge- 
legten Reihe  durch  die  gewöhnlichen  algebraischen,  logarithmischen, 
goniometrischen  und  höchstens  noch  elliptischen  Functionen ,  also 
überhaupt  durch  diejenigen  Functionen  ausgedrückt  werde,  für 
welche  nereits  Tafeln  berechnet  sind;  diess  ist  aber  nur  eine 
Forderung  des  praktischen  Rechners,  dem  an  möglichster  Erleich- 
terung seiner  Arbeit  gelegen  selifmuss,  die  Wissenschaft  dagegen 
darf  in  ihrer  Allgemeinheit  unter  Summhmng  einer  Reibe  nichts 
Anderes  verstehen,  als  Aufstellung  eines  geschlossenen  Aus- 
drucks, welcher  der  gegebenen  Reibe  numerisch  gleichgilt  —  Zu 
solchen  geschlossenen  Ausdrücken  empfiehlt  sich  nun  ganz  beson- 
ders die  unter  dem  Namen  des  bestimmten  Integrales  bekannte 
häufig  vorkommende  Grössenform ,  und  es  unterliegt  daher  nach 
dem  Vorigen  keinem  Zweifel,  dass  eine  Reihe  als  summirt  anzu- 
sehen ist,  wenn  man  sie  in  die  compacte  Gestalt  eines  bestimm- 
ten Integrales  verwandelt  hat;  lässt  sich  der  Werth  dieses  Inte- 
grales durch  die  bekannteren  Functionen  ausdrücken,  so  giebt 
diess  unmittelbar  eine  Reihensummirung  in  dem  gewöhnlichen 
spezielleren  Sinne. 

Soll  nnn  der  Gedanke  einer  Summation  durch  bestimmte  In- 
tegrale seine  Ausführung  erhalten,  so  wird  es  zunächst  darauf 
ankommen,  das  allgemeine  Glied  der  gegebenen  Reihe  selbst  in 
ein  solches  Integral  umzusetzen,  also,  weil  wir  die  Untersuchung 
allgemein  halten  wollen,  eine  beliebige  Function  f{n)  des  Stellen- 
zeigers n  durch  ein  bestimmtes  Integral  auszudrücken.  Diess 
wurde  zwar  auf  verschiedene  Weise1  möglich  sein ,  aber  nicht  jede 
solche  Gleichung  zwischen  f{n)  und  einem  bestimmten  Integrale 
ist  für  unsere  Zwecke  brauchbar ;  erstlich  nämlich  muss  eine  der- 
artige Gleichung  von  der  Form  sein: 


f{n)=J*Fin.Qq>(Qdt 


worin  die  Integrationsgränzen  von  n  unabhängig  sind  und  g>(f)  k€in 
n  enthält.   Denn  es  folgt  jetzt  für  n=0,l/2,3... 

*  *  *  '  * 

m+/,(i)+/,(2)+/,(3)+.- 

=  fß F®tt)<p{t)dt+H FiUMQdi+f1* FV,()  <p  (t)dl  +  . . . . 

a  a  a 

d.  i.  weil  alle  Integrale  gleiche  Integratfonsgränzen  besitzen: 
Theil  XII.  10 


Digitized  by  Google 


= /V«M) 


132 

/(0+/a)+^(2)+/(3)-f.... 

+  F(l,f)  +  F&0  +  ....l*(Qrfl 


und  mm  mumi  zweitens  die  Function  F(n,t)  so  beschaffen  sein, 
da*«  die  unter  dem  Integralzeichen  io  Klammern  eingeschlossene 
Reihe  smrnnitt  werden  kann.  Heisst  üire  Summe  $(/)»  so  ist 
unsere  ursprüngliche  Reihe  auf  den  geschlossenen  Ausdruck 


>  • 


zurückgebracht  und  somit  summirt.    Dieses  seinem  Principe  nach 

ins  tf< 


äusserst  einlache  Verfahren  würde  e.  B.  sehr  leicht  ins  Werk 
seilen  sei u,  wenn  F(iM)=*"  oder  =*— •*  wir«,  und  man  ausser- 
dem wösste,  von  welcher  Form  die  unbekannte  Function  <p{{)  sein 
rauss,  damit  die  Gleichung 

f(n)=zj*?t*<p{t)dl  oder  ftn^J** e-**<p{t)dl 

a  a 

bestehen  kann.  Wollte  man,  wie  es  Abel  im  zweiten  Bandesei- 
ner Werke  in  einem  ähnlichen  Falle  gethan  hat,  ohne  die  Kennt- 
niss  von  <p(t)  durchzukommen  versuchen,  so  finge  mau  die  Rech- 
nung mit  einer  Hypothese  an  und  wüsste  am  Ende  nicht,  unter 
welchen  Bedingungen  die  gefundenen  Resultate  Geltung  haben. 
Glücklicherweue  Ist  es  aber  durch  einen  guten  Griff  möglich,  das 
aufgestellte  Prinzip  in  aller  Strenge  durchzuführen  und  es  besteht 
dann  die  ganze  Untersuchung  aus  folgenden  drei  Hauptpunkten. 

I.  Es  wird  zunächst  gezeigt»  dass  für  jede  gewissen  Bedin- 
gungen unterworfene  Function  f  und  für  ein  wesentlich  positives 
<i,  die  Gleichungen 


.  2  P{ 


und 


«„,_!  /""Li-  A-^-D+fl  +  'V-D,, 
fW-nJ    <.«+?  3  * 

statt  finden.  Da  der  Beweis  derselben  nur  die  allerersten  Eigen- 
schaften des  bestimmten  Integrales  in  Anspruch  nimmt  und  von 
jeder  anderweiten  Theorie  unabhängig  ist,  so  können  diese  For- 
meln, ganz  abgesehen  von  dem  Zwecke  welchem  sie  hier  dienen, 
auch  als  Mittel  zur  Entwicklung  verschiedener  bestimmter  Inte- 
grale benutzt  werden. 

II.  Eine  einfache  Consequenz  der  obigen  Formeln  ist  die 
Sumroirung  der  beiden  unendlichen  Reihen 
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IAO)  +  AI)«*  *  +  A»  cofe2x+/,<3)co«3ar  + . . 

und 

f(l)8in* + A2)sin2a:  +  A3)  «in3  x  +  


so  wie  einer  Partie  anderer  theils  anendlicher  theils  endlicher  Rei- 
hen von  sehr  allgemeinen  Formen. 

III.  Hieran  schliesst  sich  unmittelbar  die  Lehre  Ton  den  halb- 
convergenten  Reihen;  die  vielfach  behandelte  Frage  nach  dem 
Reste  derartiger  Reihen  und  den  Gesetzen  seiner  Aenderung  fin- 
det hier  in  ihrem  ganzen  Umfange  eine  vollständige  Erledigung. 

i 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  Werthe  des  Doppel- 
iotegrales 

1)  8=s  r~d*l'*F{x+tf)d9 


=J{  **J  Fl 


worin  i  die  Quadratwurzel  aus  der  negativen  Einheit  bedeutet  und 
sich  die  Integrationsgraden  g  Und  S  auf  x,  sowie  ij  und  T  auf 
y  beziehen. 

•»■Die  erste  Integration  ist  leicht  auszufahren,  denn  für  x  +  yl 
=  x  hat  man  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  y,  da  x  für 
die  erste  Integration  als  constant  gilt» 


idy=dz  oder  dy=  \  dz 


und  mithin 


Jp(xi-yi)dy=\  Jp(z)dz 


=  jF(z)  +  C=jF(x  +  yi)+C. 

Substituirt  man  diess  nach  Einfuhrung  der  GrSnzen  y=T  und 
in  1)»  so  wird 

2)  S=?jf  dx[F(x  +  Ti)-F(x  +  »?0]. 

In  einem  bestimmten  Doppelintregale  darf  man  bekanntlich  die 
Reihenfolge  der  Integrationen  umkehren,  aber  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  zu  integrirerule  Function  innerhalb  der  Integra- 
tionsgranzen  weder  unendlich  noch  discontinuirlich  wird.  Findet 
nun  in  1)  dieser  Fall  statt»  giebt  es  also  kein  System  von  Wer- 
then  x~a  und  v  =  b  (wobei  a  zwischen  lj  und  3,  b  zwischen 
n  und  T  liegt,  durch  welches  Ft(x-\-yi)  unendlich  wird  oder  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet,  so  darf  man  statt  der  Glei- 
chung 1)  auch  die  folgende  setzen: 

10* 
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$= J*7  dy J**F*(x+yi)dy 

=  fTdy[F(S+yi)-a+yil], 

«7  ,       ■       .  * 

*  .  .1 

und  wenu  man  diesen  Werth  von  S  mit  dem  früheren  in  2)  ver- 
gleicht, so  ergiebt  sich  die  Formel 

~J^S[F(x+Ti)-F(x  +  Vi)]dx 

=  fT[F(S+yi)-FU  +  yi)\d*'  4 

Nimmt  man  spezieller  £=0,  H=Qß,  -oe,  T=+ac  und 

setzt  voraus,  das»  gleichzeitig  die  beiden  Eigenschaften 

lF(x  +  <xi)=F(x-<xi)=0, 
F(a>+yi)=0 


statt  finden,  so  verschwindet  die  tioke  Seite  der  vorigen  Glei- 
chung, nebst  einem  T heile  der  rechten;  es  bleibt  nur 


4)  y**F<#)*=0, 


und  hier  muss  ausser  den  Bedingungen  3)  noch  die  eine  erfölft 
sein,  dass  F,(x+yi)  für  alle  x  zwischen  Ound  sowie  für  alle 
y  zwischen  —  ot,  un<J  +  oc,  endlich  und  stetig  bleibt. 

Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Annahme 


F(z)  -  ( a  positiv  und  >  0) 

und  hier  bezeichne  /*(:)  eine  Function  der  Art,  dass  f'(x  +  yi) 
endlich  und  stetig  bleibt  für  alle  x  zwischen  Ound  oo,  sowie  für 
alle  y  zwischen  —  oo  und  +  oc.  Dass  ietzt  auch  P  {x  -\-yi)  zwi- 
schen denselben  Gränzen  weder  unendlich  noch  discontlnuirlich 


wird,  ist  sehr  leicht  einzusehen;  ferner  befriedigt  die  Function 

F(xA-vi)-nX^=    «^'r*  fix*.** 
offenbar  die  Bedingungen  3),  und  daher  ist  jetzt  nach  Nro.  4) 
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wobei  a  eine  wesentlich  positive  von  Null  verschiedene  Grösse 
sein  muss.  v 

Die  Betrachtungen,  welche  wir  so  eben  durchgeführt  haben, 
erleiden  eine  Modifikation  in  dem  Falle,  wo  die  Function  F*  (x+pi) 
während  der  Integratioireintervalle  x—£  bis  x=S  und  y  =  ij  bis 

?f=r  unendlich  wird  oder  eine  Unterbrechung  der  Continuität  er- 
eidet.  Wir  wollen  annehmen,  dass  eine  solche  Discontinuität  an 
einer  einzigen  Stelle,  nämlich  filr  x—a  und  y  —  b,  eintrete,  wö- 
bet S>fl>|  undT>6>i}  »ein  muss.  Es  ist  jetzt  nicht  mehr 
erlaubt,  in  dem  Doppelintegrale  1)  ohne  weiteres  die  Integrations- 
ordnung umzukehren ,  und  man  kann  sich  leicht  a  posteriori  über- 
zeugen, dass  verschiedene  Werthc  herauskommen,  jenachdem  man 
die  Integration  nach  y  oder  die  nach  x  zuerst  vornimmt  So  wie 
nun  aber  überhaupt  Ä>ö>| 

J**<p(x)dx==J*  <p{x)dx+J*  <p{x)dx 

£  t  a 

=zfa^"<p(x)dx-^S<p(xjdx  (tur  £=0) 

ist,  so  können  wir  in  diesem  Falle  das  Integral  Ä  als  denGrSnz- 
werth  ansehen,  welchem  sich  der  Ausdruck* 


dxj     F(x+yi)dy+J     dxl  F(xi-yi)dy 


...  nähert,  sobald  «  bis  zur  Null  herabsinkt;  da  hier  in 
keinem  der  beiden  Doppelintegrale  der  zum  Eintritt  der  Discon- 
tiuuit&t  noth wendige  Werth  x  =  a  vorkommt,  (im  ersten  Integrale 
ist  x  immer  kleiner  als  die  obere  Integrationsgränze  a  —  e  und  im 
zweiten  immer  grösser  als  die  untere  Integrationsgränze  a-|-f)> 
so  bleibt  in  jedem  Integrale  für  sich  F'(x-\-yi)  stetig  und  man 
kann  daher  in  jedem  einzelnen  Doppelintegrale  die  Integrations- 
ordnung  umkehren ;  statt  des  Ausdrucks  6)  kommt  so  der  folgende 
zu  6tehen: 


yr  duf^' F  (x+yi)tlx +fT  dyfSF\x-{-yi)dyt 
v  *  v  «+' 

«L.  u  durch  Ausführung  der  Integrationen  nach  x 
J*7  dy[F(a-t+yi)-Fa+yi)\ 
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'  '  ' 

.1 


♦        I  : 


und  wenn  wir  nun  s  bis  zur  Null  abnehmen  lassen,  so  erhu 
wir  den  Werth  von  S.  Vergleichen  wir  diess  mit  (lein  unter  a 
Umstanden  richtigen  Werthe  von  $  in  Nro.  2),  so  ist 


•   .  ...   M  ,  ^ 

.'     1  .   V  I 


.        T[  F(X+yi)  -  F(|+y0  ]  dy 
+  Lim J*T[F(a-t+yi)-F\a+t+yi)]dy; 


hier  nehmen  wir  wie  früher  |=0,  S=ac,  tj= — oo,  T=+  oc  und 
setzen  voiaujB,  das«  wieder  die  Bedingungen 

jF(^+ocO=^-ocO=0 
^  {        F(oo  +  y0=0 

erfüllt  sind;  es  verwandelt  sich  dann  die  vorige  Gleichung  nach 
kleiner  Transposition  in  die  folgende: 


8)  J  F(yi)dy 


I  i 


—  ®  •,»'  •'•■ 


srLim J*"  {F{a~*+yi)~F{a  +  *  +  yt)]dy. 

-OD 

■ 

AJs  Beispiel  hierzu  benutzen  wir  die  Substitution 

F(z)=-&L         («  P^Wv  und  >0) 

mit  der  Voraussetzung,  dass  die  aus  /"(*)  abgeleitete  Function 
f(x-\-yi)  fiir  alle  :r  zwischen  0  und  <x>,  sowie  rar  alle  y  zwischen 
—  oc  und  -f-oe>,  endlich  und  stetig  bleibe.  Es  erleidet  dann,  wie 
leicht  zu  sehen  ist, 

■ 

C*W"p=(*+yO],,+  a-(*  +  y) 
innerhalb  jener  Granzen  eine  einzige  Unterbrechung  der  Stetig- 
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keH,  nämlich  fiir  a:=a«nd  w=0,  und  zugleich  wird  hier  /^(jrfyi) 
unendlich.    Ausserdem  sind  die  Bedingungen  7)  erfüllt,  weil 

ist,  und  daher  haben  wir  unter  Anwendung  der  Formel  8) 

.  -  .ras  * 

—  » 

oder  wenn  man  die  Brüche  rechts  auf  gleichen  Nenner  bringt 

—  OD 

^a+p  l/X«— « + +  /"(«+ «  + JfO]  «fy 

—  OD 

— -OD 

Da  die  Function  f  immer  stetig  bleibt  (weH  ihr  DuTerenzial- 
quotient  diese  Eigenschaft  haben  soll)  so  ist 


Lim  fifi-**^  Lim  /(a+H*0  =  /{«H-yO  • 
Dadurch  vereinfacht  sich  die  vorige  Gleichung  sehr  und  giebt 

—  CD  ™~  OD 

Wenden  wir  recht»  den  bekannten  Satz  an,  dass  f{a*\h) 
z=f(a)-\-hf{a+lh)  ist,  wo  X  einen  positiven  Sehten  Bruch  bezeich- 
net, so  wird  fiir  A=vi 


—  w 


—  * 
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Da  f{a+yf)  un<$  mithin  /»(o-fiyO  immer  endlich  bleibt,  so 
das  Maximum  und  Minimum  dieser  Function  endliche  Gr& 
nennen  wir  sie  A  und  B,  so  folgt 

—  OD  CD  .  " 

und  zugleich 

06  2yrfy 


>i 


—-OD 


Die  Ausdrucke  rechts  nähern  sich  aber  für  unendlich  abnehmende 
f  der  Gr&nze  Null ,  wie  überhaupt  für  jedes  reelle  x 

ist,  und  daraus  folgt  nun  nach  dem  unmittelbar  Vorhergehenden 
Lim  ^^/VHyiV^J==0, 

♦ 

und  nach  Nro.  11)  j 
12)  Lim  ^^r(a^yi)df/=nf(a). 

—  OD 

*  *  »  * 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  dadurch  finden,  dass  man  erst 
eine  neue  Variable  z  einfährt,  welche  mit  y  durch  die  Gleichung 
y=tz  verbunden  ist;  es  wird  dann 


/•  dz' 


Benutzen  wir  nun  das  Resultat  12)  für  die  Gleichung  10),  so  ' 
folgt 

13)  y>0D-f^?rfy=2wA«)- 

—  od 

Wenn  wir  die  Gleichung  5)  hiervon  subtrahiren,  so  wird 

—  CO 
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und  wenn  wir  sie  dazu  addiren : 

....  ,        »  ,  •  J  . 

—  oc 

Zerlegen  wir  das  Integrationsgintervall  y=;  —  ac  bis  y=  +  cc 
in  zwei  andere  von  y  =  —  oo  bis  *=0  und  von  y=0  bis  </=+<*> 
so  können  wir  statt  der  Gleichung  14)  die  folgende  schreiben:  ' 


—  OD 


und  hier  nehmen  wir  im  ersten  Integrale      — f,  im  zweiten  y=4<; 


wird  so 


*  \ 


—  qd  o 


Hier  lassen  sich  beide  Integrale  wegen  der  gleichen  Integrations- 
graden in  ein  einziges  Integral  zusammenziehn ;  schreibt  man  da- 
bei —  j  ftr  i  und  dividirt  beiderseits  mit  2,  so  ergiebt  sich 

o  ■ 

Wendet  man  dieselbe  kleine  Transformation  auf  das  Integral  15) 
an,  so  geht  jene  Gleichung  in  die  folgende  über: 

17)         5A°>7/    oTqr^   9  " 

Die  Bedingung  flir  die  Gültigkeit  der  Formeln  16)  und  17)  be- 
steht, wenn  wir  u  und  f  ßr  das  frühere  x  und  y  schreiben,  darin, 
dass  /'(w+tf)  innerhalb  der  Gränzen  u=0,  ti=  oo,  f=  —  oe, 
t=+oo,  endlich  bleiben  muss.  Hinsichtlich  des  o  gilt  die  Be- 
schränkung, dass  es  nicht  negativ  genommen  werden  darf;  in  der 
ersten  Formel  kann,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  a  noch  der  Null 
gleich  sein,  während  es  in  der  zweiten  Formel  jedenfalls  die  Null 
übersteigen  muss. 

Nimmt  man  beispielsweis  f{i)—e~kt-  also  f  {u-\-ti)~ — ber^iv+ti) 
6e-*«(cos6t-^tsin6Q,  so  sind  fär  ein  positives  6  die  der 


140 

Function  /  auferlegten  Bedingungen  erfüllt,  und  dann  führet»  die 
Formeln  16)  und  17)  zu  den  bekannten  Resultaten 

O 


sen,  die  sich  unmittelbar  an  jene  Gleichungen  anknüpfen.  Setzen 
wir  die  Zerlegung 

voraus,  am  die  Formeln  16)  und  17)  ia  der  etwas  einfacheren 
Gestalt 

19)  " 
und 

a  i. 

darstellen  iu  können,  so  ließt  der  Gedanke  sehr  nahe»  aus  ihnen 
durch  mehrmalige  Differenziation  in  Beziehung  auf  z  neue  Glei- 
chungen abzuleiten,  welche  die  Verwandlung  von  fWi  in  ein  be- 
stimmtes Integral  darstellen.    Es  wird  nSroJich 


oder  auch 


o 

•    *  *  » 

.  .    .  • 

wo  die  angedeuteten  Differentiationen  leicht  auszuführeü  skid, 
wenn,  man 

.  .    t  .  ■ 


'      r  r  I       i  -i 

■  •  ■ 

und  . .  ,  , 
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setzt  Mao  findet  so  nach  einer  kleinen  Reduction 


und  aus  der  zweiten  Formel  i 

f*  cosr(»+l)Aretan^"| 

5/t.»(x)=(-i).i.2..„J  7,*+^,.+,, 

Setzt  man  in  beiden  Gleichungen  /=ita»#,  wo  O  die  neue  Va 
nable  der  Integration  bezeichnet,  so  wird 

1  cos*fr 


rl  ■  • 


Den  GrSnzen  t=0  und  t=zco  entsprechen  die  neuen  Integrations- 
gränzen  Arctan  j  =0  und  Arctan  *  =i  nr,  und  mithin  erhal- 
ten wir 

21)  |/,(n>(t)=^^y>%(xtan^)co«^^8in(ji+l)^ 


22)   |/W  (z)  =  (^^.y'4*9,(ttan^)co8»-i  *cos(n+I)  Wft, 

0 

wobei  n*  zur  Abkürzung  für  1.2...»  gebraucht  worden  ist  Dass 
sich  roo  diesen  Formeln  mannich faltige  Anwendungen  vermitteln 
lassen,  ist  leicht  einzusehen,  und  wenn  wir  hier  nicht  speziell  dar- 
auf eingehen,  so  geschieht  diess  nur,  um  eine  Übergrosse  Digre^- 
sion  zu  vermeiden. 

Eine  zweite  Bemerkung,  welche  sich  an  die  Formeln  10)  und 
20)  knüpft,  betrifft  die  Bestimmung  einer  Function  F(u)  der  Art, 
dass  sie  der  Gleichung 


I  •  w  4 


23)  f{a)=J     er-»  F(u)dm  '  ' 

o 

genügt  Erinnert  man  sich  nämlich  an  die  bekannten  Formeln 

f    *   «2  +  ^ 

und 


®  „,  »Ii  ^  i'.i  i:  .. 

e-«*sin  oudu= 
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-\h   pm\\  i;->^hj  tM?'/«  a  .  i 

/     e-«« cos  budu  =  -»-.-/ *  > 
J  aa  +  oa 

so  erkennt  man  auf  der  Steile,  dass  sich  die  Formeln  19)  und  20) 
auch  unter  der  Gestalt 

nf(a)=l     i\>{t)dtl  e-^sintudu 

■         %  «/ 

und    iv*)*  :  " 

i        >         '  » 
O   » X  F  ■  *    H        o  .),'•  '      '  i'  I  VC)'  ' 

darstellen  lassen,  wobei  wieder  a  für  2  gesetzt  worden  ist.  Durch 
Urakehrung  der  Integrationaordnfkng  fliessen  hieraus  unmittelbar 
die  Formeln 

|A4=/     e-*duj  l>(t)8\uutdt 

und 

^f{a)=l      e-«"du  f  <p(f)cosutdt, 

hm 

und  wenn  man  diess  mit  der  Gleichung  23)  zusammenhält 
kennt  man  auf  der  Stelle,  dass  die  dort  noch  uubel 
F(u)  ihre  Bestimmung  erhält,  indem  man  entweder 

24)  F(m)  =  ^  /     y  (<)sin  ttfrft, 

t*<tj'*T>/   j.  ,  .1!  t/hi"»  Vi:;.  [?;;»•♦  .(;:      !  >:u*  ;  i  n  ■•     •    tior  ijji* 

il'»i*'>'!<  i,*  »|<1  1'»1if  .1/1  U'trJ  J   l/.TVI  »  ÜX.I*')  )    "   ,  U'jJ^h*] 

i*i  !"»*iiijip*vt'.;  -jp/i'i   'ii     irr:  kv*<[>  lif-i"'«'.:        .1.   .  .V'-Io*«).'»  1«« 


t  v  -  -  .-     "    "  # 

25)  F(i0^y*%(0co8«*d* 


o  ,;i   


1  ► 

setzen  darf.  Hiermit  rechtfertigt  sich  also  die  Supposition  23), 
welche  man  Öfter  gemacht  hat,  ohne  jedoch  die  Bedingungen  ihrer 
Gültigkeit  hinzuzufügen. 


Mit  Hülfe  der  im  vorigen  Abschnitte  Vollendeuteo  Vorarbeiten 
können  nun  die  Reihen 

'P.  * 

» /TO)  -Ir  f{\)  cosa:  +  f(2)  cosfcr  +  /\3)cos3x  f . . . , 
/•(l)  sin  x  +  /*(2)  sin  2*  \  f@)  sin  3« + ... . 
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mit  der  grössten  Leichtigkeit  summirt  werden,  indem  man  jedes 
einzelne  Glied  derselben  in  ein  bestimmtes  Integral  verwandelt. 
Vorher  aber  noch  eine  Bemerkung.  Nennen  wir  V(ar)  die  Summe 
der  ersten  Reihe  und  W(x)  die  der  zweiten,  so  erkennt  man  ohne 
Muhe  die  Richtigkeit  der  Gleichungen 

«P(2w + x)  =  W (4  n  -f  x)  =         +  x) . . . .  =  *P(x) ; 

und  aus  ihnen  geht  hervor,  dass  .die  Functionen  Q(x)  und  ?^(.r)  , 
periodische  Functionen  von  x  sind.  Eine  unmittelbare  Folge  hier- 
von ist,  dass  man  die  Werthe  von  0(x)  und  *¥(x)  nur  uir  alle 
diejenigen  x  zu  kennen  braucht,  welche  innerhalb  des  Intervall  es 
j.  0  bis  x  —  tl  Hegen.  Denn  wären  <£>(»  und  *P(x)  für  ein  ande- 
res x  aufzusuchen,  so  giebt  es  immer  zwei  aufeinander  folgende 
Vielfache  von  ä,  zwischen  denen  x  enthalten  sein  muss ;  das  grös- 
sere von  diesen  beiden  Vielfachen  ist  entweder  gerade  oder  unge- 
rade; im  ersten  Falle,  wo  also  (27*— 1)  x  <ar<  2nn  ist,  setze  man 
x=z2nn—  X\t  so  liegt  xx  zwischen  0  und  n,  und  man  hat  O(x) 
—  (P^);  ist  aber  das  nächst  höhere  Vielfache  von  n  ein  unge- 
rades, also  'lux  <x  v  {'In  \  \)n,  so  sei  x—Znn+x-  und  man  fin- 
det jetzt  <D(x)=G>(x\j,  wo  x%  zwischen  0  und  %  (Ugt.  Für  die 
Bestimmung  von  *P(w)  verfahrt  man  ähnlich;  im  ersten  Falle  setzt 
man  x=  (3n  — 1)«  + xI=(2n — 2)»-f(« — xx)  und  findet  *P(x) 
=  *P"(«— xj)i  wo  Xi  und  mithin  auch  n — x1  zwischen  den  Gränzen 
0  und  n  enthalten  ist;  im  zweiten  Falle  nimmt  man  x  =  '2ti7t-\-x2 
und  hat  ^P(x)—  ^(x^).  Für  negative  x  endlich  dienen  die  Bezie- 
hungen <P(— - x)^=Q(+x)  und  #(—;r)  = — ^(-f-ar).  Nach  diesen 
Bemerkungen  wird  man  es  für  keine  Beeinträchtigung  der  Allge- 
meinheit halten,  wenn  wir- uns  im  Folgenden  auf  solche  «  be- 
schränken, welche  in  dem  Intervalle  0  bis  n  begriffen  sind. 

Schreiben  wir  nun  in  den  Gleichungen  19)  und  20)  n  für  i, 
multipliziren  die  erste  mit  cosnx  und  die  zweite  mit  sinn x,  so  ist 

26)  ^ A»)cos«*= J  y (t) dt 


27)  1f{n)sxnnx=J  -^^^dt. 

<» 

In  Nro.  26)  nehmen  wir  der  Reihe  nach  n=0,  1,  2,  3,... 
und  addiren  alle  so  entstehenden  Gleichungen,  indem  wir  jedoch 
von  der  ersten  derselben  nur  die  Hälfte  in  Rechnung  bringen.  Es 
wird  dann 

28)  |     f(ty  +  f  {\)  cos  x  4/(2)  cos  2*  +  /(3)  cos  3  x  -f . .  f] 

i  •  '  • 

/®rl    .  tco&x      tcoalx         "1  .v_ 


•  •  •  • 
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und  eb«t»o  erglebt  sieh  aas  der  Gleichung  27)  für  w=3l,2,3 
29)      |^/-(l)siaar+/,(2)8in2a:+/-(3)8iiiaa:  +  ....  ] 

o 

Die  beiden  in  28)  und  29)  anter  den  Integralzeichen  vorkommen* 
den  Reihen  käsen  sich  ohne  Schwierigkeit  suramiren,  «renn  man 
x  auf  das  Intervall  0  bis  n  beschränkt,  wozu  wir  vorhin  schon 
uns  berechtigt  fanden.  Man  kann  die  fragliche  Summirung  mittelst 
des  Fourier'tcben  Theoremes  über  die  Cosinus*  and  Sinusreiben 
ableiten,  aber  auch  hiervon  ganz  unabhängig  auf  folgendem  Wege 
dazu  gelangen.   Es  sei 


I  • '  •  M  • 

•         •     «.-  | 


x  k  sinar  t  Arsin2a?  t  k  sin  3  s  t 
*-~2£  +r/t*+I»  +  2Aa+2*+  3  AH3»  + 


•  i. 


darin  k  eine  beliebige  consrante  Grösse  und  y  die  unbekannte 
Summe  der,  wie  man  leicht  6ieht,  stets  convergenten  Reihe.  Es 

folgen  aus  der  Gleichung  30)  unmittelbar  die  beiden  Gleichungen 

•  •  •  .  i       .    .  .        ..  .ii  #  . 

0  tty      1      kcosx     k  cos  2a:     £  cos  3  a; 

M)     d%  =  Tk  +  PTP  +  W+l*  +'1?T3*  +  " 

**o\  /Fs*üfL  f  2sJnJJjr     3sjn3*  .   ,  "1 

^     3£*  1*  +  **+2»~  +  AH3*  +  •  *  J ' 

wobei  die  Reihen  rechts  mit  denjenigen  übereinkommen,  um  deren 
Summirung  es  sich  in  28)  und  29)  handelt.  Die  Gleichung  30) 
lässt  sich  aber  noch  in  einer  anderen  Form  darstellen,  wean  man 
berücksichtigt,  dass  identisch 


k  a'innx  1_  (sin  nx  n  sin  war ) 
»KT«5"22*  l    n     ~  k*+n*  | 

ist,  und  man  hat  dann,  diese  Zerlegung  auf  jedes  einzelne  Glied 
angewendet, 

x      1  r sina:     sin2ar  ,  sln3a?  ~~l 
y=2^  +  k  |_~T~  +  ~~2~  +  ~~T~  +  • "  J 

lr  sin*    .  2«in2ar  ,  3sin3#     5  "1 

-  rOEpp  +  ÄH2»  +  7*\v  +    J : 

Die  Summe  der  ersten  eingeklammerten  Reihe  rechts  Ist  nach 

JC    £C 

einer  sehr  bekannten  Formel  =  — ^— ,  wobei  aber  x  jederzeit  >  0 

und  x  n  sein  muss;  für  die  zweite  Reihe  können  wir  ihren  Werth 

aus  Nro.  32)  substituiren,  und  so  verwandelt  sich  die  vorige  Glei- 
chung in  die  Differenzialgleichung 
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m  *.  i  &y 

*  -  - 

Da«  vollständige  Integral  derselben  ist 

33)  y«|&+£e**+ft*-** 

worin  CJ  und  Q  hoc*  unbestimmte  Constanten  bezeichnen.  Cm 
ihre  Werthe  zu  linden,  »etz^n  wir  au nächst  in  30)  und  33)  jczs*, 
was  nach  dem  Obigen  erlaubt  ist;  es  findet  sieh  dann 

34)  0=de*»+Cie-*?. 

■ 

Ferner  folgt  aus  33)  durch  Differentiation 

und  wen»  wir>Me*.  Sowohl  wie  in  Nro»  31)  ar=»  nehmen,  so  ist 

I   , 

d.  i. 

35)  ?^K=*«i^-^). 

wie  man  sogleich  findet,  wenn  man  io  der  bekanntes  Gleichung 

|  cosec,.*=^  +  p-^r-  -p^  + .... 

u=äV  — 1  setzt.  Aus  den  beiden  Gleichungen  34)  und  36)  er- 
halten wir  nun  für  (\  und      die  Werthe 

cl  -  &  '   c»— 2Äe^Z 


und  nach  Nro.  33)  ist  der  vollständig  entwickelte  Werth  von  y 

Substituiren  wir  denselben  in  die  Gleichungen  31)  und  32),  so  er- 
halten wir  die  Summenformeln 

*  r 

nek{X-,)  +  e-k(*-T) 

36)  2  ^—e-1^ 

1       kcoBte      kco»2a:  kco*3x 
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und 


^2  e**- 
smx       2sin2:r      3  sin  3  # 

-F+T*  +1F+2*  +  Ä*+3» +  "- 

Dieselben  gelten,  wie  aus  ihrer  Herleituog  unmittelbar  folgt,  nur  unter 
der  Bedingung  »  ^.a:>0;  die  erste  liefert  aber  für  x—Q  noch 
ein  nichtiges  Resultat,  wie  man  aus  der  Formel 

für  u  =ÄV  — 1  erkennt,  und  daher  darf  man  für  Nro.  36)  die  er- 
wetterte  Bedingung       xQ.  0  aufstellen.   Schreiben  wir  t  für  k, 

so  dienen  die  Formeln  36)  and  37)  *ur  Summirung  der  in  28)  and 
29)  vorkommenden  Reihen,  und  es  ist  daher 

\  [}f(0)  +  /(l)  cos  x +/  (5)  cos  2* + A3)  cos3* + . . .] 

2  e**-e-<« 


und 


|  [>(!)  sin  x  +  /"(2)  sin  2*  +/(3)  sin  3*  +  . . . .] 


-/ 


2       et7r— e-**  VWdt> 


oder  endlich  vermöge  der  Bedeutung  von  if;(f)  und  o>(f) 

38)  4/'(0)+/,(l)cosar+A2)cos2x+/l(3)co83.T+ ... 

-  ~~J         e*'-e-*<  2i  **' 

wobei  it  C-X  :L  0  sein  muss,  und 

39)  Al)sina?+/p(i)sin2*-ffl3)sin3*+  

/OD  g(g-jr)t_g-<g-jr)t     f(^.fy  +  f(f£) 


unter  der  Bedingung,  dassjt^a;>0  ist  —  Diese  Gleichungen 
bind  die  zu  entwickelnden  Sununenformeln  und  man  kann  sie  in 
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so  fern  „allgemeine"  nennen,  ab  die  Function  f{z)  nur  der  einen 
Bedingung  unterworfen  ist,  dass  («  +  <*)  innerhalb  der  Gränzen 
tt=0 ,  tf=  od  und  t=z — od,  £=-f  od  endlich  und  stetig  bleibt. 

Ein  ganz  einfaches  Beispiel  für  unsere  allgemeinen  Formeln 
liefert  die  Annahme 

worin  r  eine  positive  Grosse  bezeichnen  möge.   Es  ist  dann  für 

1  ,  cosar  ,  cos 2  a:     cos  3a: 
+  r+l+  r+2  +  r+3  +  " 

und  für  w^a:>  0: 

sin  j:      sin  2a:  sin3x 
r  +  1  +  r  +  2  +  T+3  + 


■/ 


Nimmt  man  in  der  zweiten  Formel  r=0,  so  geht  das  Integral 
in  \{n-x)  über,  wie  man  leicht  nach  der  Reget  findet,  dass  für 
ein  zur  Null  herabsinkendes  r 

O 

ist;  man  kommt  so  auf  ein  bekanntes  Resultat 

Von  besonderem  Ioteresse  ist  der  Umstand,  dass  sich  die 
Frage  nach  der  Convergenz  der  Reihen  in  38)  und  39)  mit  Leich- 
tigkeit erledigen  lasst.  Wir  wollen  die  hierzu  nothige  Betrach- 
tung zunächst  an  der  letzten  Reihe  durchfuhren,  weil  sie  Air  diese 
etwas  einfacher  als  für  die  erste  ausfallt.   Nennen  wir 

* 

A  das  Minimum)  f(—H)+f(+ti) 
B  das  Maximum)  von  2 


während  des  Intervalles  <=0  bis  *=oo,  und  beachten  wir  ferner, 
dass  der  Ausdruck 

e{x— *)«  —  f— (n—*)t 
Theil  XII.  1% 
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innerhalb  desselben  Intervalle»  stets  positiv  bleibt,  so  erkennen 
wir  ohne  Mühe,  dass  der  Werth  des  Integrale» 

 ent-e-t  2  di 

o 

mehr  beträgt  als 


dagegen  weniger  als 


f 


CO  e{n-x)t — e— (7T—x)t 


,7ll  —  *-7tt 


Bdl. 


Der  Betrag  des  Integrales ,  welches  hier  einmal  mit  A  und  dann 
B  inultiplizirt  wird,  ist  leicht  zu  finden,  wenn  man  för  den 


mit 

Ausdruck 


1  e~*< 

ent-e-nt  —  l-e-IMt 


die  für  jedes  positive  t  convergente  unendliche  Reihe 
substituirt   Das  Integral  nimmt  dann  die  Form  an 

o  o 

/CD  /»OC 
e-{m-x)t <H _  I      er-(**-*)tdt  —  ... 

oder  nach  Ausfährung  der  einzelnen  Integrationen 

L._L_  .  _JL_  +  _1_  + 

x  +  2*+ar  +  4*+a:  +  6*+ ar+#* 

 1  1  1  

2»— ar     4rc — a:     Otc— ar~ 

L         2a:   2ar_  2£  

—  x     (2x)*-a;*     (4ä)*— (6»)^]? 

und  die  Summe  dieser  Reihe  ist  bekanntlich  J  cot  Ja:;  es  liegt 
demnach  der  Werth  des  in  Nrn.  39)  vorkommenden  Integrales 
zwischen 

Mcottx  und  iiffcotia: 


Digitized  by  Google 


149 

und  da  das  Integral  der  Reihe  jedenfalls  gleich  ist,  letztere  mag 
divergiren  oder  convergiren,  so  folgt 

f(l)  sin  x  +  /*(2)  sin  2  x + f(%)  sin  3  x  -f . . . . 

wobei  die  bekannte  Bezeichnung  der  Mittelgrössen  angewendet 
worden  ist,  der  zufolge  eine  zwischen  a  und  ß  fallende  Grösse 
durch  Ai\a,  ß\  ausgedruckt  wird.  Sind  nun  A  und  B  endliche 
Grössen,  d.  h.  bleiben  f(—ti)  und  f{ti)  endlich  von  f=0  bis  <=<x, 
so  folgt  aus  der  obigen  Beziehung,  dass  die  in  Rede  stehende 
Reihe  eine  endliche  Summe  hat.  Alles  zusammengenommen  kön- 
nen wir  jetzt  behaupten,  dass  jene  Reihe  convergirt,  wenn  erst- 
lich /'(w-f  ti)  von  m — 0  bisu  =  oe  und  von  t=  —  oo  bis  t=  oo  end- 
lich und  stetig  bleibt  und  ausserdem  f{Ü)  während  des  Intervalles 
t=zz — od  bis  <=ao  nicht  unendlich  wird. 

Dass  unter  denselben  Bedingungen  auch  die  in  Nro.  38)  vor- 
kommende Reihe  convergirt,  ist  leicht  einzusehen.  Stellen  wir 
nämlich  das  Integral  rechts  in  der  Form 


40)      J  —„iL-^r-t- 


/(-<«W('0 
277  dt 


dar,  so  können  wir  zunächst  behaupten,  dass  der  Faktor 

— 277 — 

von  f=0  bis  t=»  endlich  bleibt.  Für  ein  von  Null  verschiede- 
nes t  erhellt  diess  unmittelbar  aus  der  Endlichkeit  von  f(ti)  zwi- 
schen f  = — >ae  und  <  =  oc  oder,  was  Dasselbe  ist,  aus  der  End- 
lichkeit von  f( — ti)  und  f(ti)  innerhalb  des  Intervalles  <=0  bis 
f=oc;  für  l=i)  dagegen  wird  jener  Quotient  =  —f(0)t  was  eine 
endliche  Grösse  ist,  wegen  der  Voraussetzung ,  dass  f  (w  +  ti)  fiir 
positive  u  und  beliebige  t  endlich  bleiben  soll.   Nennen  wir  nun 

A'  das  Minimum  i  f(—ti)—f(ti) 
B'  das  Maximum)  von  2it 

während  des  Intervalles  t=0  bis  <=oo,  so  sind  A'  und  B1  end- 
liche Grössen,  und  der  Werth  des  unter  Nro.  40)  verzeichneten 
Integrales  liegt  zwischen 


r 


-  J_l  *  AI 

C7tt  —  g—nt 


tA'dt 


und 

►CO  e(n-x)t  -J.  g-m-T)t 


/CD  e(7t-X)t  -|_  ( 
e^-7 


tB'dt. 

« 
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Der  Betrag  des  hier  vorkommenden  Integrales  findet  eich  auf 
ähnliche  Weise  wie  vorhin  durch  Entwickelung  von 


er  ist  nämlich 


u  o  o 

-  ar«  +  (2»+«)*  +  (4«  +  x)*T 


4-  1  ,  1  , 

+  (2»-*)«  +  (4*-*)»  + 

Beide  Reiben  convergiren  für  Jt>x>0,  und  wenn  wir  S  da*» 
Aggregat  ihrer  Summen  nennen,  so  Hegt  der  Werth  des  Integra- 
les 40)  zwischen  A'S  und  B'S,  d.  h.  es  ist  für  *>*>0 


i  f(ß>  +  AI)  CO»  *         cos  2  a:  +  

und  mithin  die  Reihe  convergent,  weil  A't  Bf  und  5  endliche 
Grössen  sind. 

Geben  wir  in  den  allgemeinen  Formeln  38)  und  39)  dem  x 
spezielle  Werthe,  so  erhalten  wir  eben  so  viele  besondere  For- 
meln zur  Reihensummirung.  So  folgt  aus  Nro.  38)  fiirx=0 

41)  VW+ZW+AW+ZW+A*)*.... 

_  f(-ti)-f(ti) 
—J     e*'—e-"t  2»  att 


ferner  durch  die  Spezialisirung  x  —  n: 
42)  4A0)-A1)  +  A2)-A3)+A4)-.... 

 1  A-fi)-A'0 


Die  halbe  Differenz  der  Gleichungen  41)  und  42)  ist 

43)  Al)  +  A3)+A5)+A7)  +  


+  2i 

0 


Nimmt  man  endlich  in  Nro.  39)  x=Jtp,  so  findet  man  noch 
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44)  /•(l)_/-(3)+/(5)-A7)  +  

o 

Die  Integrale  in  41)  und  43)  können  etwas  umgewandelt  wer- 
den ,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 


und  ähnlich 


—  1  —  * 


ist  Das  auf  der  rechten  Seite  in  41)  vorkommende  Integral  zer- 
fallt dann  in  die  beiden  Integrale 

J  Ti        dt  +  if     e**'-l  2i 

und  eben  so  wird  das  in  Nro.  43)  vorkommende  Integral,  abge- 
sehen von  seinem  Koeffizienten, 

_  r^n-to-m     r*  dt  /-(-'o-zw 

-J  2i       dt"2J     e^'+I         2f  * 

Hier  lässt  sich  das  jedesmal  zuerst  stehende  Integral  kürzer 
ausdrücken.   Multiplizirt  man  nämlich  die  Gleichung 

f/HO-W  df_t  n 

J  'ii  atP+j»-2'w 

O 

mit  dt  und  integrirt  darauf  zwischen  den  Gränzen  2=0  und  z=oc, 
so  wird 

O  0  o 

oder,  weil  der  Werth  des  links  nach  x  genommenen  Integrales 


=1 
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Benutzt  man  diess  für  das  Vorhergehende  und  schreibt  der 

Gleichförmigkeit  wegen  t  ßir  x,  so  kommen  «tatt  der  Gleichungen 
41)  und  43)  die  folgenden  zu  stehen : 

44)  4A0)+Ai)+A2)+A3)+/-(4)  +  .... 

o  o 

und 

45)  Ai)+A3)  +  /-(5)  +  A7)  +  

Setzen  wir  endlich  f\a+z)  für  f(z),  wo  a  eine  consfante 
Grosse  bezeichnet,  so  nehmen  die  Gleichungen  44),  42),  45)  und 
43)  die  nachstehende  etwas  allgemeinere  Gestalt  an,  wobei  f  (2) 
der  Bedingung  unterworfen  sein  muss,  dass /*  (t<+/i)  stetig  und 
endlich  bleibt  von  u=a  h\su—cc  und  von  t=z — 00  bis  t=  +  oc. 

46)  iA«)  +  A«  +  l)  +  /(a  +  2)  +  /(a+3)  +  

47)  i/"(a)  -  /Xa+l)  +  f(a  +  2)-/"(a+3)  + . . 

ICD  f(a—ti)—f(a+U) 


=2/' 


48)  +  /"(«+3)  +A«+5)  +  A«+7)  + .  • 


49)  f(a+l)  -  A«+3)  +fla+5)  -  /  (a+7)  + . . . . 


Aus  'diesen  Summenformeln  fQr  unendliche  Reihen  lassen  sich 
mit  der  crössten  Leichtigkeit  ähnlich  gebaute  Suromenformeln  für 
endliche  Reihen  ableiten,  indem  man  eine  endliche  Reihe  als 
Differenz  zweier  unendlichen  Reihen  betrachtet  Nimmt  man  z.  B. 
in  der  Gleichung  46)  erst  a=0  und  dann  a  gleich  einer  positiven 
ganzen  Zahl  p,  so  giebt  die  Subtraktion  der  so  entstehenden  zwei 
neuen  Gleichungen: 
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=fm  *-fn*H* + •/%£=, 

o  P*   di    Ap-*0— Af»+*P 

wobei  sich  die  Differenz 

•    J"*  f{t)dt-  J** f(p  +  t)dt 

o  o 

kürzer  ausdrucken  iSsst,  wenn  man  im  ersten  Integrale  t—i  und 
im  zweiten  p  +  <=x  setzt;  es  wird  dieselbe  hierdurch 

=  /     r{z)dx—J     f(z)dz=J  r(z)dz, 

Q  p  O 

und  diess  ist  offenbar  dasselbe  wie 

J* f(f)  dp  +  Const. 

wenn  man  sich  nur  die  Constante  gehurig  bestimmt  denkt.  Die 
vorige  Summenformel  geht  nach  dieser  Bemerkung  und  nach  bei- 
derseitiger Addition  von  \r(p)—\f<&)  in  die  folgende  Aber: 

Al)+/(2)+/(3)  +  ... 
=fW-f  AO)  +yV(p)rfp  +  Const. 

+  y    ^r=i  27  

o 

Vereinigt  man  hier  die  drei  von  p  unabhängigen  Ausdrücke 

1  r/m  r     ♦  9  /"*    d<  A-feW«P 
—  2  AO), Coost  ^rZTl  2f 

o 

zu  einer  einzigen  Constanten,  welche  C  heissen  müge,  so  erhal- 
ten wir  endlich  folgende  Summenformel: 

50)  AI)  +  A2)  +  A3) + •  - .  • + Ap) 

=c+\r<p)+fnP)dp  +2 r(p+u)-f(p-m ♦ 
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Ganz  dasselbe  Verfahren  ist  auch  auf  die  Gleichungen  47), 
48)  und  49)  anwendbar;  bezeichnet  man  überhaupt  immer  mit  C 
den  Complex  alier  derjenigen  Ausdrücke,  welche  von  der  will- 
kührlichen  ganzen  positiven  Zahl  p  anabhängig  sind,  so  findet 
man  ohne  Mühe  aus  der  Gleichung  47) 

51)  /(l)  -  /(2)  +/(3)  -...  +  (- 1)*->  f(p) 


ferner  aus  Nro.  48),  wenn  p  eine  gerade  Zahl  bezeichnet, 
52)  f{\)  +  /(3)  +  A5) + ....  +f(p  - 1) 

endlich  aus  Nro.  49)  für  ein  ebenfalls  gerades  p 
ß3)         /(l)^/"(3)  +  /-(5)-.... 

=c+  ^f^—^  np+vy(p-t,  m 

0 

Dass  in  den  Formeln  46)  bis  53)  alles  bisher  über  die  Sum- 
mirung  allgemeiner  Reihen  Bekannte  enthalten  ist,  wird  der  nächste 
Abschnitt  zeigen. 

Hl. 

Die  Summenformelo  46)  bis  53)  sind  noch  einer  bedeutenden 
Transformation  fähig,  wenn  man  die  zwischen  den  Gränzen  0 
und  oo  vorzunehmenden  Integrationen  dadurch  ausführt,  dass  man 
die  Functionen  f(a  +  ti)  und  /(a  —  U)  in  Reihen  verwandelt  Diess 
hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  wenn  man  sich  an  die 
genaue  Form  des  Theoreme»  von  Mac  Laurin  erinnert,  wonach 

F(0=F(0)+jF'(0)+T^/v(0)+  


■  ■  +  i.2..(m-i)      ® + O^.  « 

ist,  und  hier  X  einen  positiven  Sehten  Bruch  bezeichnet.  Fflr 
m— 2n+l  und  F(t)=cp[f(a+ti) — /"(a  —  <i)|  findet  man  hier- 
nach  ohne  Mühe 

w)  2< 
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(—1)«  /ff»fi)  („-Hfl) +/W*> (<,  —  **) 

+  1.2...(2n+l)  2~~  ' 

daraus  ergiebt  sich  sehr  leicht 

0 

1     V     i5^!^  1.2.3    V      e**<— 1 

o  o 

",+  1.2.3..  (2n-l)  V 

o 

+  1 2.3..(2n+l)  V     e^^l  2~~ 

Die  Werthe  der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Integrale 
sind  mit  Ausnahme  des  letzten  unschwer  zu  bestimmen;  denn  es 
ist  für  ein  ganzes  positives  k 

o  o 

L2-.  (2fr-l)  r  1        11  -| 
*     (2»)**     Li2*     2**  +  3»*  +  •••_§» 

d.  L,  wenn  man  die  Reibe  rechts  mit  Hülfe  der  Bernoullischen 
Zahlen  «ummirt: 

Sehn**-»- 

Benutzt  man  diess  für  die  Gleichung  54),  so  verwandelt  sich 
dieselbe  in  die  folgende: 

< 

V     e**=l  Ti 

0 

.       (—1)«      Q  />*  N-^f         *)  (q 4- AK)  +  (q - A£)  * 

+  1.2..(2n+l)  V     e^^I  ~~2 

o 

Der  Werth  des  letzten  Integrales  lässt  sich  nicht  unmittelbar 
angeben,  wohl  aber  zwischen  zweiGrfinzen  einscbliessen;  nennen 
wir  nämlich 
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//2„+1  das  Minimum     j         /OH-»)  (a^/Q  (o— tf) 

tf2„+1  das  Maximum    {  von  2 

welche  eintreten,  wenn  /  das  Intervall  0  bis  od  durchläuft,  so 
überzeugen  wir  uns  leicht,  dass  das  Integral 

o 

mehr  beträgt  als  % 

/»OD  pn\l(H  1 

o 

dagegen  aber  weniger  als 

a  /»*  t*»+i<lt  v  1  w 

0 

also  eine  Mittelgrosse  zwischen  beiden  ist.  lusofern  man  mm 
immer  eine  zwischen  et  und  ß  fallende  Zahl  als  einen  Bruch theil 
der  grosseren  Zahl  ß  ansehen  darf,  kann  man  jetzt 


1 


setzen,  wo  p  einen  positiven  ächten  Brach  bezeichnet.  Nach  dem 
Vorhergehenden  folgt  dann 

^  o  fm     dt      r(a  +  ti)-na-ti) 

o 


,  /ff,-yJu("1),^..Jf 
'  +    l.2...(Z*)     ^      )<°>+1.2..(2n  +  2)^a»+» 

wovon  wir  bald  nachher  Gebrauch  machen  werden. 

Nicht  minder  leicht  ist  es,  den  Werth  des  Integrale» 
>*      dt      ria  +  ti)—na-tT) 


» 


57>  V     e*'-e-*<  2  t 


auf  vollkommen  analoge  Weise  zu  entwickeln.  Benutzt  man  wie- 
der die  unter  Nro.  53)  verzeichnete  Substitution,  so  verwandelt 
sich  dasselbe  in 
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— nt~v  •  •  •  • 


o 


,  +  1.2.3...(2n-i)   V  e^-e-*1 
,  (-!)»       0  /*•  frH-Mf    W*)  (g  +  Ali)  +/<*+  1)  (g-AIQ 

° 

Mit  Ausnahme  des  letzten  Integrales  stehen  die  Integrale 
unter  der  allgemeinen  Form 

—  *  •  +      +  5»i"r  ••  ••  J  * 

woraus  man  durch  Summirung  der  Reihe  findet: 

W)  V     «»«-«-"  ~  TT  • 

o 

Was  ferner  das  letzte  Integral  in  Nro.  58)  anbelangt,  so  ist 
klar,  dass  dasselbe  mehr  beträgt  als 

und  dagegen  weniger  als 

o 

wobei  Uon+i  un^  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorhin. 

Es  folgt  daraus ,  dass  man  unser  Integral  d.  n. 

««v      o  r*  <*■+'<«   /•(*+'>(«  +  »0  +  /*■■+'>  («-1*0 

«0)    2y   <„-<,_„,  -2—  

zu  setzen  berechtigt  ist»  indem  wieder  q  einen  positiven  achten 
Bruch  bedeutet.  Benutzt  man  jetzrt  die  in  59)  und  60)  verzeich- 
neten Resultate  zur  Umwandlung  der  unter  Nro.  58)  aufgeführten 
Reihe,  welche  dem  Integrale  in  57)  gleich  war,  so  findet  man 
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o 

(22-l)Z?.  (2*— 1)Z?.  f2«— \)Bk  „ 

-+         1.2.. .(2»)  "W+  i.2..(2a+2)  

Ganz  derselben  B  eh  an  (Illings  weise  kann  man  das  ferner  für 
unsere  Zwecke  noth wendige  Integral 


JT 


dt  f(a+tf)-f(a-ti) 


unterwerfen ;  man  gelangt  aber  kürzer  zu  dem  «ich  dabei  ergeben- 
den Endresultate,  wenn  man  die  Gleichung  56)  von  der  Gleichung 
61)  subtrabirt;  es  ergiebt  sich  so 


/•  dl 


dt  f(a+U)-f{a-ti) 
+  1  2t 


=      1.2  1.2.3.4  ^(">+   1.2. .6  —  - 

(-D^i^i-.!)^  (,W^W)g^ 
"  + 1.2...(2„)  /^-'W*  1.2...(2»+5f) 

Wir  wollen  endlich  noch  das  Integral 

o 

einer  Transformation  unterwerfen,  wodurch  dasselbe  in  eine  end- 
liche Reihe  umgesetzt  wird.    Benutzen  wir  nämlich  das  im  An- 
fange dieses  Abschnittes  citirte  Theorem  von  Mac  Laurin  für 
die  Fälle  m=2n+2  und  F(*)=i  I  AÄ+<0+A«-  *)},  «o  ist  zu 
nächst  x 

f(a+ti)+  f(a-ti) 
 2  

+  1.2..(2n+2)  2 

und  mittelst  Substitution  dieses  Ausdrucks  verwandelt  sich  das 
vorhin  genannte  Integral  in  die  Reihe 
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0  o 


t*dt 


*  ,+    1.2.. (2m) 

o 

+  1.2..(2n+~2l/  2 

Mit  Ausnahme  des  letzten  Gliedes  enthalten  alle  Glieder 
Integrale  von  der  Form 


—^—^^    t»dt[e-l*<-e~l*<  +  e~l>«~....] 

wo  sich  die  Reihe  mit  Hülfe  der  SekantcnkoefQzienten  summiren 
lässt;  man  flndet  so 

M,  /»•  t»dt 

o 

Fflr  das  im  letzten  Gliede  der  Reihe  62)  vorkommende  Inte- 
gral gelten  noch  folgende  Bemerkungen.  Wenn  Htn\%  und  K»n+% 
das  Minimum  und  Maximum  bezeichnen,  welches  die  Function. 

i  |/t*»+a>(a  +  <*)  +/(*•+«)  (a-</)| 

annimmt,  sobald  man  t  das  Integrationsintervall  f =0  bis  f=oc 
durchlaufen  lägst,  so  erhellt  unmittelbar,  dass  der  numerische 
Betrag  von 

66)  / 


0 

mehr  ausmacht  als 


/OD 
+  e-4*e  ^*»+*  =  i  B*»U  # »»+a  ? 


dagegen  aber  weniger  als 


f 


woraus  sogleich  hervorgeht,  dass  man  berechtigt  ist,  das  in  66) 
verzeichnete  Integral  =pi^?a»-fs^2»+«  zu  setzen,  indem  man  unter 
9  einen  positiven  ächten  Bruch  versteht   Nach  diesen  Bemer- 
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kungen  erhalt  die  Reihe  64),  d.  h.  das  in  63)  verzeichnete  Integral, 
folgende  Gestalt: 

0)  J     ei*'  +  e-l**  2  ~ 

o 

=i  ( Bona)-^  na)  +  -isfanm-  

+T2T(^)  ?m  (a)+  1.2..  (;fc+2) ' 

Die  Transformationen,  welche  wir  unter  56),  61),  62)  und 67) 
erlangt  haben,  setzen  uns  nun  in  den  Stand,  auch  den  früheren 
Summen  formeln  eine  andere  Gestalt  zu  gebeu,  und  zwar  auf  fol- 
gende Weise. 

Wir  benutzen  zunächst  die  Forme!  56)  für  die  Umwandlung 
der  Gleichung  46);  es  ergiebt  sich  so,  wenn  noch  A  für  K  ge- 
setzt wird, 

68)  l  f(a)  +  Aa+1)  +  A"+2)  +/*(«+3)  + .... 

=yflCAa+orf<-^/,(«)+  jisjrc*)-  

Vi)"*,,-,  /^.^  .  oA  _ 

-+   1.2...(2*)  f{      )(a)+  i:2~(2«+2) 

Wenden  wir  ferner  die  unter  Nro.  61)  verzeichnete  Transforma- 
tion auf  die  Gleichung  47)  an,  so  wird 

m  \  f(")-n°  + 1)  +  A«+2)  -/  (a+3)  + .... 

(2^-1  )gt  ,„  ,  ä  (2^-1)^3^/  , 

-+  OTT(*ö ^  v^>+  1.2...(2»+2)  

Die  Summenformel  48)  verwandelt  sich  mit  Hülfe  der  unter 
62)  verzeichneten  Relation  in  die  folgende: 

70)         /*(«  + 1)  +/*(«  +  3)  +/(«  +5)+/"(«  +  7)  +  ... 

=4|    /  («  +  0  «*  +        —  /  (")  1.2T3.T" '  W  +  •  •  •  • 

o 

 txt^ö     ^   J  (a) + — L2.:.(2^)  e^  • 

Endlich  ergiebt  sich  durch  Anwendung  von  Nro.  67)  auf 
Nro.  49) 
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71)  /(a  +  l)_/(a+3)  +  /(a+Ö)-A«*^+- 

-  +  IM2»T  '    (<0  +  1.2..(2n+2)  ***** *  J  * 

För  alle  diese  Formeln  gilt  die  Bemerkung,  dass  o  einen 
positiven  ächten  Brach  und 

Am  das  M«im»m  von  ^  <°  +  ">  + 

bedeutet,  welches  wahrend  des  Intervalles  *=0  bis  *  =  <x  eintritt 

Nicht  minder  leicht  ist  es,  die  vier  Formeln,  welche  zur  Sum- 
mirung  endlicher  Reihen  dienten,  auf  gleiche  Weise  umzuwandeln. 
Schreinen  wir  zunächst  in  der  Gleichung  56)  p  und  P  för  «  und 
K,  so  giebt  jetzt  die  Benutzung  derselben  für  die  Umwandlung 
Nro.  50)  folgendes  Resultat: 

72)  ra)+/mrt3)+..:+/(P) 

(-1)— ig,,..,  f(2o.1)r        (-l)»/?gn-H  p 
-  +    1.2.. <2«)    '      }  W  + 1.2..(2«+2)  ?Pa«+l ' 

Die  Formel  61)  auf  Nro.  51)  angewendet  liefert  eben  so  leicht 
die  Gleichung 

73)  /p(l)-/(2)+A3)-...+(-l)f-1/,(^) 

Aus  der  Formel  52)  wird  unter  Mitwirkung  von  Nro.  62)  die 
folgende,  worin  p  eine  gerade  Zahl  bezeichnet: 

74)  Al)  +  /'(3)+/,(5)+...+/(p-l) 

=  C+\ff{p)dp 

(-D-iC^-^l)^  (-1)^+1-1)/?,,+,  -i 
^ 1.2...  (2n)         f{      ^)+  1.2..(2£f2)  
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Die  Formel  53)  endlich  geht  unter  Berücksichtigung  von  Nro.  67) 
in  die  folgende  über,  worin  wieder  p  eine  gerade  Zahl  ist: 

75)  fß)- A3)+ AS)-».  +  (-l)fr-V(p  -l; 

=  C+i(-l^-t[l?0/(p)-^ir(p)  +  iTSj^W-o« 

* +172— (2n~)  ^)  ,1.2..(2n  +  2j «P*-+*J * 

Für  alle  diese  Formeln  gilt  die  Bemerkung,  dass  o  ein  posi- 
tiver ächter  Bruch  und 

Pm  da*  Maximum  vod  /w>0»  +  ^(p-«0 

ist,  welches  eintritt,   wenn  t  das  Intervall  t=0  bis  <'=<» 
durchläuft 

Von  den  acht  Summenformeln,  welche  wir  hier  erhalten  ha- 
ben, sind  einige  bereits  von  Mac  Laurin,  Stirling,  Euler 
entwickelt  worden,  deren  ältere  Darstellungen  jedoch  in  sofern 
als  unvollständig  anzusehen  sind,  als  ihnen  die  Restbestimmung 
gänzlich  mangelt.  Diese  letztere  ist  aber  gerade  hier  um  so  nötbi-  • 
ger,  als  die  Reihen,  welche  rechter  Hand  in  den  obigen  Formeln 
vorkommen,  in  die  Klasse  der  sogenannten  halbconvergenten  Rei- 
hen geboren,  über  deren  Natur  bisher  nur  wenig  bekannt  war. 
Dieser  sehr  fühlbare  Mangel  hat  in  neuerer  Zeit  einige  ergänzende 
Untersuchungen  von  Poisson,  Jacobi  und  Malmsten  hervor- 
gerufen, welche  sich  jedoch  nur  auf  die  Formel  72)  oder  eine 
etwas  allgemeinere  beziehen  und  deren  Resultate  von  den  hier 

gefundenen  formell  verschieden  sind.  Dass  aber  die  mitgetheilten 
>ntwickelungen  in  der  That  die  vollständige  Aufklärung  über  das 
Wesen  der  halbconvergenten  Reihen  enthalten,  wollen  wir  an 
einem  Beispiele  zeigen,  dessen  Behandlung  als  Norm  lur  jeden 
anderen  speziellen  Fall  gelten  kann. 

Es  sei  in  Nro.  72)  f(p)z=^,  so  Gndet  man  auf  der  Stelle 


+  i.2...(2«+2)^^' 

Um  hier  Paa+i  zu  bestimmen,  brauchen  wir  bloss  zu  berück- 
sichtigen, dass  in  unserem  Falle 
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1.2^(271+1) 
P1 


/•(*•+ l)(j,)  =  -fei^S 


mithin 

m!  Jims  w,       r.    ^  -  '      -»liid!  n-jvil» 

/•(*»+*)  (p  +  tf)  +  /*(*»+ ^(p-fi) 

2 

1.2...(2„+1)-      "  •  - 


II 

 I  * 


Der  zwischen  den  Klammem  beGndliche  Ausdruck  erhalt,  wie 
sehr  leicht  zu  sehen  ist,  sein  Maximum  für  /  =0,  und  daher  ist 

PtB+1=_1.2.3..(2n+l)-^.  I 

Die  obige  Summenformel  für  die  reziproken  natürlichen  Zah 
len  geht  jetzt  in  die  folgende  über : 

1  1  1  1  .  I  *•  M 

76)  r+  ,j  +  -+p=c+ty  +  lP 

B±     A         ,  (-l)"/?,n^  ,  (-l)Mipg2nil 
'9«»  +  4p4    TT    (2n)/>*«         (2w  + 2) //*»+»  ' 


so  dass  hier  der  Rest  einen  Bruchtheil  des  zuletzt  in  Rechnung 
gebrachten  Gliedes  der  Reibe  beträgt,  woraus  der  Grad  der  Ge- 
nauigkeit unmittelbar  hervorgeht,  sobald  p  und  11  spezielle  Zah- 
lemverthe  erhalten.  Um  noch  die  (konstante  C  zu  bestimmen,  hält 
man  sich  an  den  bekannten  Satz,  dass  der  Ausdruck 

5*  1   1   1      1     •  •  1 

J+S  +3+..  +  --^  -s 

für  unendlich  wachsende  p  gegen  eine  feste  Gränze,  nämlich  die 
Constante  des  Integrallogarithmus  (0,5772156..)  couvergirt;  subtra- 
hirt  man  daher  in  Nro.  76)  beiderseits  Ip  und  lässt  darauf  p  un- 
endlich werden,  so  ergiebt  sich 

0,577215664«)..  =  C. 

,x.  =\    . \)—\  v  ixttl  '      < ■    ■    T  •    '  ■    '    •  l 

womit  der  Werth  von  C  gefunden  ist.  —  Es  liegt  nun  der  Ge- 
danke nahe,  die  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  76)  vorkommende 
endliche  Reihe  dadurch  zu  einer  unendlichen  zu  machen,  dass 
man  die  Gliederanzahl  n  derselben  unbegränzt  wachsen  lässt.  Da- 
bei erhebt  sich  aber  eine  Schwierigkeit;  da  nämlich  die  Bernoulli4- 
sehen  Zahlen  viel  rascher  wachsen  als  eine  geometrische  Progres- 
sion, so  giebt  es  eine  Stelle  —  und  sie  würae  leicht  zu  bestimmen 
sein  —  von  welcher  ab  die  Reihenglieder  fortwährend  zunehmen, 
also  eine  divergente  Reihe  bilden;  man  kann  daher  diese  Verlän- 
gerung der  endlichen  Reihe  zu  einer  unendlichen  nicht  vornehmen, 
sondern  wird  die  Reihe  nur  bis  zu  derjenigen  Stelle  fortsetzen, 
wo  die  Abnahme  der  Reihenglieder  aufhört  und  die  Zunahme 
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anfängt,  d.  h.  bis  dahin,  wo  der  Rest  der  Reihe  seinen  kleinsten* 
Werth  erhält.  Da  durch  .letzteren  immer  der  Genauigkeitsgrad 
der  Rechnung  bedingt  ist,  so  erkennt  man  hieraus,  das*  die  halb- 
convergenten  Reihen  gewiss ermassen  Näherungsformeln  sind,  mit 
deren  Hülfe  man  die  unbekannte  Grösse  nur  mit  einem  ganz  be- 
stimmten (durch  den  Zahlenwarth  von  p  gegebenen)  Genauigkeits- 
grade, der  aber  oft  sehr  gross  ist,  berechnen  kann.  Noch  prä- 
gnanter treten  diese  Herrachtungen,  die  sich  an  das  obige  Bei- 
spiel anknöpfen,  dann,  hervor,  wenn  man  sich  zur  Summirung  der 
reziproken  natürlichen  Zahlen  der  Integral  formet  50)  unmittelbar 

bedient.   Es  ist  nämlich  för  V  n  • 

77)  \  +}+...+  Uc+I  +  ^-b/*^  jfa. 

Dass  es  nun  hier  geradezu  unmöglich  ist,  das  Integral  in  eine 

unendliche  nach  Potenzen  von  —  fortschreitende  Reihe  zu  ver- 

P 

wandeln,  erhellt  leicht;  denn  man  könnte  nur 

t     _1        y  t  t** 

pHt*-p  h.(iy-p2  p4+  p6  " •••?  .-„ 

setzen  und  so  das  Integral  auf  die  Reihe 

.         •    .    t         .     .     U      '      »'    •  •  • 

Lg/**  tat      inr*  t*at 

u  o  — 

•  •  t 

bringen.   Die  vorhergehende  Bezieh  nng  setzt  jedoch  voraus  ,  dass 

-  ein  äebter  Bruch,  d.  h.  *</»sei,  denn  ausserdem  ist  der  Quo- 

"         ^  i ».! ... 

tient  der  unendlichen  Reibe  nicht  gleich;  der  Bedingung 

tK,p  widersprechen  aber  die  Integrationsgränzen  1=0,  t=co, 
vermöge  deren  t  jedenfalls  p  einmal  übersteigt ;  es  würde  daher 
jene  Reihenverwandlung ,  unter  widersprechenden  Bedingungen 
vorgenommen  sein  und  mithin  ist  sie  unzulässig.  <  Dadurch  Sind 
wir  gezwungen,  uns  mit  einer  Verwandlung  des  Integrales  in  eine 
endliche  Reihe  zu  begnügen,  indem  wir  i  .«I 


f-1)»  (im+l 


•  y     «  »  j  •  »    f  »  *  »  • 
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setzen,  was  für  alle  t  »on  I=s0  bis  fsaoe  gilt.   Es  wird  dann 

9  Pm-    di  -1- 

-p*y  p* J  Tum 

o  o 

(— ip»-*  /»»      dt  ,  (-1)« .  f™Wc*dt  j_ 

•     .  o  o  .  •* 

d.  i.  wenn  man  die  Integrationen  rechts  mit  Ausnahme  der  letz 
ten  ausfuhrt: 

/m      dt  i       "  " 

e*T«-l  pH«8 


+ 


P4-  lf    e*«'-l  pH«5 


Hierdurch  geht  die  Formel  77)  in  die  folgende  über: 

^  1,1,1 
78)  1+2+  +p 

— C+  2p  +       2p*  +  v  02»)p*» 


+     p2«    1/  pH'*' 


und  dieses  Resultat  ist  ftlr  jedes  endliche  n  richtig,  indem  der 
Rest  Alles  compensirt  Da  man  aber  die  Integration  auf  der  rech- 
ten Seite  nicht  durch  die  gewöhnlichen  Mittel  ausführen  kann,  *> 
muss'man  wenigste us  Grenzen  anzugeben  suchen,  zwischen  denen 
der  Werth  des  Integrales  enthalten  ist.  Dies«  hat  keine  Schwie- 
rigkeit, wenn  man  berücksichtigt,  dass  jfcjj» weniger  als  p  be- 
trägt, mithin  j 

J     e*^-l  pH**  <  pat/     e*"'— 1 


d.  i. 


•f*H-*ifl     1      .1  Ä  - 


4  r^*'1 


IpM-<a  S^  2« +  2 


■  •  ■  •  i 

12* 
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sein  iftuss,  und  man  folglich  berechtigt  i«t,  dm  Utegral  links 

V;  +  2 

zu  setzen,  wo  $  einen  ächten  Bruch  bezeichnet,  der  nur  positiv 
sein  kann,  weil  der  Werth  des  'fraglicher)  Integrales  jederzeit  po- 
sitiv ist.  Durch  diese  Substitution  wird  die  Gleichung  78)  mit  der 
unter  76)  verzeichneten  völlig  identisch,  deren  Bedeutung  nun  kei- 
nen Zweifel  mehr  zutasst.  ° 

•  \  '-  .  \ ,     '•■  •  v 

Wir  schliefen  hiermit  unsere  Untersuchungen  Ober  die  Sum- 
mirung  der  Reihen,  indem  wir  noch  die  Hoffnung  aussprechen, 
das*  durch  sie  die  tlrivollfcontnienhctten  deV  Rtihentheofiegeho- 
ben  sein  mögen,  über  welche  sich  La  Crange  in  den' Worten 
beklagt:  „La  perfectipn  des,. metbodes  dnpuroximation, 
dans  lesquelles  on  emploie  les  Oeries,  ae*pend  non- 
seulement  de  la  convergeuce  des  series,  mais  encore 
de  ce  qu'on  puisse  estimer  l'erreur  qui  resulte  des 
terraes  qu'on  neglige;  et  a  cet  egard  ton  peot  dire  que 
presque  toutes  lea  methodes  d'approximatiofl  dont  on 
fait  usage  dans  Ja,  Solution  des  problemes  seomi- 
triques  et  m^cäuiqu  es,  sont  encore  tres  imparfaites." 
(Theorie  des  \JVnclions  analytiques,  2e  Edition, 
page  60). 


.  I  \J  ..»V  '  .«        Von  dem  i;   >  ■r>  -  -'• 

Herausgeber  '» ,* 

und  dem 

Schulamts -Kandidaten  Herrn  W.  Schlesicke 

zu  Greifiwald. 


Was  in  der  Einleitung  zu  dem  Aufsätze  über  die  Auflösung 
der  Gleichungen  des  dritten  .Grades  in  Tbl.  XI.  Nro.  XXX  II  f. 
gesagt  worden  ist,  findet  auch  auf  den  vorliegenden  Aufsatz  über 
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die  Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Grade*. Anwendung, 
und  soll  daher  hier  nicht  wiederholt  werden.  Auch  die  der  fol- 
genden Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Grades  hauptsäch- 
lich »um  Grunde  liegende  Idee,  nämlich  die  Summe  des  zweiten 
und  vierten  Gliedes  der  transformirten  Gleichung  3)  gleich  Null 
zu  setzen,  gehört  ganz  Herrn  Schlesicke  an.  G. 


\ 

»ne  Gleic! 


\ 

Die  gegebene  Gleichung  des  vierten  Grades,  in  welcher  das 
zweite  Glied  fehlt,  sei       •  ,\  . 

1)  +  6* +  c=0.  \ 

Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  setze  man 

•  .:  2) 

so  wird  die  aufzulosende  Gleichung: 

(«  + t>)4  +  a  (u  +  r)«  +  b  (u  +  v)  +  c=0, 
d.  i.,  wie  man  nach  leichter  Rechnuug  tindet: 

3)    u* -H'«' +  <0  »*• 

+  (4r»+2rf0  +  6)N  =0. 

+  v*  +  af+bp  +  c 

Die  beiden  willkührlichen  Grössen  u  und  v  wollen  wir  nun 
so  zu  bestimmen  suchen,  dass  in  vorstehender  Gleichung 'die 
Summe  des  zweiten  und  vierten  Gliedes  verschwindet,  welches 
uns  die  Gleichung 

4cus  +  (4ü8  +  2aü  +  6)M=:0, 
d.  i.  die  Gleichung 

,  4)  «(4,»'t4.'tJ«r  +  i)=0 


Diese  Gleichung  wird  erfüllt  für 

-J.  u:      .»  *■        '  .  !  >!  .u."    '  ö  .•  .'/ 

«=i0  uud  4oäe*  +  4*>3-r--,«P  |- 6=0. 

•     ,«?•;!'. 4       .fl-.   i,  ■  •    ,  i  ........ 

Wollte  man  aber  die  Auflösung  u=0  wählen»  also  nach  2)  die 
unbekannte  Grösse  setzen,  so  hiesse  dies  für  #  nur  das 

neue  Symbol  ein  die  gegebene,  Gleichung  \)  einfahren,  wodurch 
natürlich  die  Gestalt  der  gegebenen  Gleichung  eine  wesentliche 
Veränderung  gar  nicht  erleidet,  sondern  nur  auf  einen  anderen 
symbolischen  Ausdruck  gebracht  wird.  Man  wird  also  versuchen 
müssen,  pb  nicht  vielleicht  die  Auflösung 


•  •  •  •  •  i  • 


der  Gleichung  4)  zu  einer  wesentlichen  Vereinfachung  der  gege- 


benen  Gleichung  1)  oder  3)  führt  Aua  der  vorstehenden  Glei« 
chung  6)  folgt  aber  auf  der  Stelle 

.  '  4t>  .».•■' 

welches,  in  die  Gleichung  3)  eingerührt,  die  Gleichung 

..  \ — ü — )  -(6^+«) — r, —  =0, 

+  t>4+ar*  +  6t>+c  ) 

oder  die  Gleichung 

 U          i  4^  <6pÄ+fl>}  =0, 

+      +  60+«?  ) 

oder  die  Gleichung 

— (4r  H  2ar  +  6)  (20  v  8  +  2ar  —  6)  / 

=—0 


+  16t?*(t>«  +  ap*+6r 


+  c)l 


giebt  Entwickelt  man  aber  diese  Gleichung  gehurig,  so  erhält 
man  die  Gleichung 

7)  64üH32«e«  +  4(a*-4c)t>«--6*=0, 

0^  i.,  wenn  man  , 

8)  4t>*=tc 

setzt,  die  Gleichung 

9)   w3  f-2atca  +  (o2— 4r)u>-6*=0, 

so  dass  also  auf  diese  Weise  die  Auflösung  unserer  gegebenen 
Gleichung  des  vierten  Grades  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung 
des  dritten  Grades*)  zurückgeführt  ist. 

Wenn  nun  nicht  6=0  ist,  so  ist  das  letzte  Glied  der  cubi- 
schen  Hülfsgieichung  9)  eine  (nicht  verschwindende)  negative 
Grosse,  und  diese  Gleichung  hat  daher  nach  einem  bekannten 
Satze  jederzeit  eine  reelle  positive  Wurzel,  welche  auch  eicht 
Verschwindet,  weil  unter  der  gemochten  Voraussetzung,  dass  nicht 
6=0  sei,  die  Gleichung  9)  natürlich  überhaupt  keine  verschwin- 

■    ■   •:•     '  ,  i  '  .  .  .  -  .        i,  ,  .. 

•  -ry-":  r-1—.       '::  i  .  ..  f  »,•..  ,  ,  , 

•)  tfie  Gleichung  9)  iit  die  bekannte  cnbuiche  Httlfserleiefrang-  anr 
Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Grade«,  welche  «ich  bekanntlich 
auch  auf  anderem  Wege  gewinnen  lä«st.  Das  vorhergehende  Verfuhren, 
an  dieser  Ilülfcgleichung  au  gelaagen,  scheint  mir  aber  neu  und  beson- 
ders einfach  zu  sein,  weshalb  sich  dasselbe  namentlich  auch  für  die 
Zwecke  des  Unterricht«  empfehlen  dürfte. 
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dende  Wurzel  haben  kann.  Diese  nicht  verschwindende  reelle  po- 
sitive Wurzel,  Welche  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die 
Gleichung  9)  nothwcndig  haben  muss,  Wullen  wir  durch  4öa  be- 
zeichnen. Weil  dann  4ö*  ein  nicht  verschwindender  reeller  posi- 
tiver Werth  von  to  ist,  so  kann  mau  nach  8) 

10)   c=  +  ö 

■ 

setzen,  wo  5  eine  nicht  verschwindende  reelle  Grosse  ist.  Führt 
man  die  beiden  vorhergehenden  Werthe  von  v  in  die  Gleichung 
6)  ein,  so  erhält  man 


4g> 


12)  ii= 


.  1  4ö3  +  2rtü4  6 

1  aI      4ö3  +  2«ö±T 


und  folglich  nach  2),  10),  12)  : 


I  13)  *= 


[  .  _  .  1  4/     4ü»  +  2«ö+6 


.    _    1  »/     45«  +  2<.ÖJ;6  . 


1      /    .    -  V~    -CT.*  | 


» 


welches  unter  der  gemachten  Voraussetzung  im  Allgemeinen 
vier  unter  einander  verschiedene  völlig  bestimmte  endliche  Werthe 
von  x,  also  die  vier  Wurzeln  sind,  welche  die  gegebene  Gleichung 
1)  des  vierten  Grades  überhaupt  haben  kann. 


Wenn 

.  4öP-f  2aö  +  /*  n 
 ö  >0' 

0  4Ö*-£2aö—  b 


!».!••  .  * 


>o 


ist,  *tt  haf  die  GleWiühg  1)  die  vier  folgende»  Wurzeln,  welche 
sämmtlich  reell  sind:  -  u\  l  .tr  ll-.;n  io,/.v  i,-.- 
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/  .  -  .  1  4f    4ös+2aö  +  6  7 


'       ,lif    4ö»+2aö  +  A        7  " 

■PI    Äii;T   .ritli.it  siiim'JT/iUtKi  j:* 


i+w~2Y  :L-= — W#  w 


14)  xz= 


4ö3-|-2q(5 —  o 
9 


1  aT    4ö3  +  2«ö-A 

—  G) — g.  V  —  . 

1  w 


Wenn 


3 

4ö3-f-  2  a  5 -b 
ö 


<0, 
<0 


ist,  so  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  welche 
sämmtlich  imaginär  sind: 


15)   ar  = 


-ö-4V"45M25aa~*-  v=l 

t  ■ 


"  Ml  •! »  /* 

»»III 


•  •    •    .  »  ...  j   iiji  t»»l  i    .    ..•  i 

Wenn 


45H-20Ö  +  6  ft 


ihr« 


(0 

4ö8  +  2aö  —  6 


ist,  so  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  von  de- 
nen zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind: 


m 

+ü+n  1 — ■ 

L  _    1  4/"     4ös+^oö  +  Ä 

p-°~ä  V  ö  ' 


1 » 


16)   *=  . 

j~ü+2  V   ö  * 


9sQ  -  ö 


S 

IV 

\» 

Wenn 

...   I  |  1  .•) 


.  • »/ 


4ö,  +  2«ö  +  6 

ö  ^  ' 

1    '  "    '       A n1  f  f!nn     A  >i-.,.i        ...il  ii- 

ü  :ti.ii« 

ist,  no  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  von  de- 
nen wieder  zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind: 

17)  x=l         11   ®  

-ö+2  \  ~  5  > 


-  1  4/  4ö3+2oö— b 
-"-2V  ö  ' 


Wenn 

r  1  •  I  ■  ♦ 

*  •  $  « 

*      ■    ■#••••  1      .  *Tt«    g'O     rr    1    f  'Mil    Hui1      1     •  I    H*  H\  WA 


4ö»  +  2aö+o 


1  • 


ist ,  so  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Würzein ,  von  de- 
nen zwei  reell  und  gleich,  die  beiden  andern  reell  und  ungleich 
sind: 
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+  8, 


18)   x_  <-«+2  V  &  

I    _    I  4/"  4«$+2oö-6 


Wenn 

r  i 

4ö»  +  2a  ö+ 6 


=  0, 


4G)3-f  2a5  —b  ft 


•  i'>.» 


ist,  so  hat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  von  de* 
nen  zwei  reell  uud  einander  gleich»  die  beiden  anderen  imaginär 
sind: 

im  )  -  .  1  i/" 4ös+2nö-T  A_r 
19)  « j-cH^V  p  ■  V=T. 

...         ^  » 

Wenn 

Ä  -  -  *  ü  '  ! 

45»+2ag-6  = 
w 

ist,  so  hat  die  Gleichuni;  1)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  von  de- 
nen zwei  reell  und  ungleich,  die  beiden  anderen  reell  und  einan- 
der gleich  sind: 


f— Ö, 
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Weira  -<  »  "'-.j.if       i»  *#  i-     i*.  i«il>?«  ..  ?  hj.  .  *7.r  ■  ■!. 

4g)3 +  42aü  +  ü  .. 

 ! —  <0,  i  i 


4S»  +  2qfr— 6  Q 


0 

 ,...<./     »  i'»  .."f      .  .:  "i.     i  'i/iu  •   >        it'»i  i  i  »  i 

ist,  so  bat  die  Gleichung  1)  die  vier  folgenden  Wurzeln,  von  de- 
nen zwei  imaginär,  die  neiden  anderen  reell  und  einander  gleich 
sind:  <•*<■ 


21)    *=.it-ö-  'V45'"-«-^^.'^, 


Inn; 


.  ;  *'         .     »  ■  '»  — 

Das«  nicht  zugleich        (  ni 

_;  40^200  +  6^ 

..  .      -  ,  ^ 


sein  kann,  erhellet  auf  der  Stelle,  weil  sonst  auch  .  ;i:  ti|lL 

d.  i. 

*  J  ;     ■   |  t  : 

also,  weil  bekanntlich  nicht  o=0  ist!  6^0  «ein  müsste,  was 
gegen  die  Voraussetzung  streitet 

Damit  man  versichert  sei ,  dass  man  durch  das  Vorhergehende 
immer  alle  vier  Wurzelp  der  gegebenen  Gleichung  1)  erhalte,  ist 
nun  noch  zu  untersuchen,  ob, 


d.  i.,  weil  nicht  ü=ö  ist, 


wenn 


4öH2aü  +  6==0  oder  4Ö8  +  2aö~6=Ö! 


ist,  wo  nach  dem  Vorhersehenden  respective  -fö  oder  — 1>  eine 
Wurzel  der  Gleichung  1)  fct,  diese  Gleichung  wirklich  respective 
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die  Wurzel  +ö  oder  — ö  zwei  Mal  enthalt.  Diese  Untersuchung 
kann  auf  folgende  Art  angestellt  werden. 

Lrstens  sei 

4ö»  +  2oö+6=0, 
so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  -f  ö  eine  Wurzel  der  Gleichung 


ö4+ttüa+6ü+c=0, 

%  •    -  -■  -  ■      l  -  •  \ 


und  folglich 

also,  wie  man  leicht  findet;  "  4 

=(j?-5)(a:3+öx4+(5a+o)*+öa+aö+6j. 
Dividirt  man  nun  mit  x-ä  in  den  Factor  ' 

x*+ ux2  \  (of  -f*  <0     5  • rf aö + A 
hinein,  so  erhält  man  als  Quotient 

und  als  Rest   ■  •  •     r.:-  •••  •    •  "  •       .  iii:...!  <.. 

Weil  aber  nach  der  Voraussetzung 

4ö»  +  2aö  +  6=0 

ist,  so  geht  ar— ö  in 
auf,  oder  es  ist 

■■'  i  •  ■  •  «»•••  .  '  -      .  i  •■  !••••••!  •)•'..  •  ; . 

=(a:-Ö)(arM2c5i  +  3c5H«j,       '  1 
und  folglich:  nach'  dem  Obigen 

a:4  +  <u;*+  kr  +  c  —  (x— ö)a  (x*  +  2ö.r  +  3öHöX» 
woraus  sich  also  ergiebt,  dass  die  Gleichung 

a:4  +  aa^  +  6ar+c=0 
wirklich  die  Wurzel ö  zwei  Mal  enthält  «  ;■»">. 
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Zweitens  sei 

4ö3  +  2aö-^A=pO, 


so  ist  nach  dem  VoHiefgehendeo  -ö  eine  Wurzel  der  Gleichung 

x4+ax*-\-bx  +  c=0, 


ö4+ao1  — 65  +  c=0, 
und  folglich 

,  !  •»  •  i-  :i  i.  «•  *  '->*.  >..',  -•'.  .  i-.  /  •-  ii  /  1  ,i 
also,  wie  man  leicht  findet;  i  j  . 

=  (*  +  ö)  l*s  -  öx*  f  (ö*  +  o)  x  -  5»  —  oö  +  6) . 
Dividirt  man  nun  mit  ar  +  ö  in  den  Factor 

*i_S;t«+(5«  +  a)x-(5'-a<5  +  b 
hinein,  so  erhält  man  als  Quotient 

L 

x2— 2öx+3t5»+a, 

'    .       >.    ..      Ii    (<  f\    lt  'Ii 

uod  als  Rest 

Weil  aber'  nach  der  Vorahssetxung 

4ö»+2aö-6=0  oder  — 4ö3-2aö+©=0 
ist,  so  geht  x  +  ö  in 

x*  -  ö*»+ (ö*+ a)*— ö»— «5  +  6 
auf,  oder  es  ist  :  .  i».. 

= (x  +  ö)  (x* — 2ö  x  +  35«  +  a) , 


und  folglich  nach  dem  Obigen 

x*  +  aar«  +  bx  \  c = (x+  ö)*  (xa-2ö:r +3ö*+ o) , 

woraus  sich  also  ergiebt,  daus  die  Gleichung 

»ii  i  ■  .     »     » •         *  ■  *  !  .*  .     •  i 

i    .       •  ..:  •  : 
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wirklich  die  Wurzel  -3  «wer  Mal  enthält*) 

Hiernach  ist  man  also  versichert,  durch  «Tie  obigen  Farmein 
immer  alle  vier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 

*    *  ■ 

>v  . 

vollständig  zu  erhalten. 

Wenn  6=0  ist,  so  hat  die  gegebene  Gleichung  1)  die  Form 

«i  »"'       ,  .tili! 

#f-f-aara  +  c=0, 

und  kann  also  wie  eine  quadratische  Gleichung  aufgelöst  werden, 
was  hier  nicht  weiter  betrachtet  zu  werden  braucht 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  des  vierten  Grades 

22)   *4  +  aar8+jfc*+y.r  +  d  =  Ö 

ist ,  so  muss  man  zucrwt  das  zweite  Glied  auf  bekannte  \Veise 
wegschaffen.   Zu  dem  Ende  setzt  man 

23)    ara=AT— j«y 


• ...  •  i 

■  ■  n  ■ 


und  erhalt  dann  die  Gleichung 
so  dass  man  also  ini  Vorhergehenden 


=  0, 


3 


.  <■ 


25)     jÄ  =  i«»-i«^  +  y, 

/         3         1  1      ,  . 


setzen  muss. 


*)    Man  hätte  auch  leicht  die  vorhergehende  Betrachtung  dadurch 
abkürzen  können,  daa«  man  gleich  beide  Falle,  wenn 

4m*+2aai±ö  =  0  '     "  '  ; 

und  die  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  J^b  ict,  in  eine  Betrachtung 
mit  donpolten  Zeichen  zusammengezogen  hätte. 


■ 
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Die  cubische  Hülfsgleichung,  auf  welche  man  in  dem  Kalle, 
wenn  nicht  6  =  0  ist,  geführt  wird,  kann  man  mit  Hülfe  der  in 
dem  Aufsatze  Thl.  XI.  Nr.  XXXIII.  entwickelten  Formeln  zur 
allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades,  ohne 
erst  deren  zweites  'Glied  wegschaffen  zu  müssen,  auflosen,  so 
dass  also  in  so  fern  der  gegenwärtige  Aufsatz  über  die  Auflösung 
der  Gleichungen  des  vierten  Grades  mit  jenem  Aufsatze  Ober  die 
Auflosung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades  in  enger  Verbin- 
dung steht. 

'.  •     %  ••.  hII  Mi».  Ii'..  Iii  •         '     »  •*■* 

ua.i        •       •  •.  ..■  1  ..»>.   :•■      i'  >  ;«>!■•■ 

(«•      •       .     • » 
.   .  .       •    t  »  i 

Um  die  leichte  Anwendbarkeit  der  in  dem  Aufsatze  Tbl.  XL 
Nr.  XXXIII.  und  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  entwickelten 
Formeln  zur  Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  und  vierten 
Grades  zu  zeigen,  hat  Herr  Sehl  es  icke  auf  meine  Veranlassung 
ein  Paar  Beispiele  nach  diesen  Formeln  gerechnet,  welche  ich 
im  Nachstehenden  noch  mittheilen  will.  Die  Heispiele  sind  so 
gewählt,  dass  die  beiden  bei  den  eubischen  Gleichungen  hervor- 
tretenden Huupttalle  bei  denselben  vorkommen. 

I.   Es  sei  die  Gleichung  des  dritten  Grades 

a;»  -  15a* + 63a: -50=0      _  ■ 

gegeben,  so  Ist  »       1  , 

«=-15,  6=+63,  c=-50;: 

folglich  :  •  • 

2        1  4  /      1  \ 

J=5?«»-j«6+C=lö,  Ä=-£(6-£.»J  =256; 


Weil  nun  A*-B<0  ist,  so  setzen  wir 

d=zVb^  =  V3i, 

und  folglich  nach  Thl.  XI.  Nr.  XXXIII.  S.  360. 

V3I 

tang9>  =  jg. 

Nehmen  wir  nun  V31  mit  positivem  Zeichen,  was  indess  ge- 
rade nicht  unbedingt  erforderlich  und  in  dem  angeführten  Aufsatze 
auch  absichtlich  nicht  zur  Bedingung  gemacht  ist,  so  muss  man, 
weil  A  positiv  und  D  positiv  ist,  den  Winkel  <p  so  nehmen, 


Digitized  by  Google 


178 

•  >!  ,  .    i  . -ÜQ°.  <  qpC<  180° .  ..Jv, 

:$un  ist  ,  ,  ,    ;:;/  -/         yr  .i.j-j     t  ; 


  '•v,;::;/^.ü»*isr,./-,:«v!; 

lagV31?=*  0,7450809 

•nt.  r».  ■  «■  «„;.:/,  m,-  .;  loglSs=  1,1700913  • 
:'    '■         '      ^r~tang^=  9,56958«>0--lÖ 

folglich  oach  den  Tafeln,  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Bestim- 
mung der  GrHnzen,  zwischen  denen  <p  genommen  werden  raus«: 

<p=159°.38'.9M. 

.  Die  positive  Grösse  0  kann  nun  auf  die  folgende  zweifache 
Weise  berechnet  werden:      \  .  : , 

log  J=  1,1760913  oder  !og/)=  0,7456809 

\,    log  2  =0,3010300  log  2  ^  0.3010300 

«..L..;,    -       19,9720110-10  t     .        )9,541272i- 10 

logC-cos^^j      _3^7  logsiny==j     +  0,888 

log  p  ="1)^30900  logo=  Ü,903ö90lf 

i  i *  »  *  <  ri 

W  'i,     •  i.       * i      *.  »       i      *':✓',>  I 


i  i 


folglich 

log.  ol=  0,3010300  log>*=  0,30ia300 

1        |9,7774439-10  .  1  10,9034868-10 

log  cos  3  y  =  (    _121Q  logsin3<p=j  +67? 

logm=  0,0783529  ~  N  logV3=:  0,2385007 

log.nV3=  0,4431452 

und  hieraus  ,  i 

ro=l,l$77l35;  n  V*3=2,77424?4. 

Also  sind  nach  den  Formeln  in  Tbl.  XI.  Nr.  XXXIII.  S.  360. 
die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  cubischen  Gleichung: 

(7,395427fr  . 
x=  j  1,0280391 
V 6,5765339 

Die  Summe  dieser  drei  mit  negativen  Vorzeichen  genomme- 
nen Wurzeln  ist  genau  —15,  wie  es  sein  muss. 

II.    Es  sei  ferner  die  Gleichung  des  vierten  Grades 

in  wejcher,  wie  es  erforderlich  ist,  da*  «weite  Glied  fehlt,  ge- 
geben.   .  ,  ; 
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Bildet  man  sieb  nach  der  Formel  JNro.  9)  des  vorhergehenden 
Aufsatzes  die  zur  Auflösung  dieser  Gleichung  des  vierten  Grade* 
erforderliche  eubische  Hülfegleichung,  so  erhält  man 

"3  +  lö^+1824ic-256=0. 

Mit  Rucksicht  auf  die  in  Thl.  XJ.  Nr.  XXXIII.  angewand 
ten  Bezeichnungen  ist  daher  jetzt 

«=  +  16,  6=  +  1824,  c=~256; 


2  1 

A  =  27  a  3  -  3  ab  +     ~  27  ' 102 1  ' 
folglich 

Weil  jetzt  A*— B>0  ist,  so  müssen  wir 

also,  wenn  wir  diese  Quadratwurzel  positiv  nehmen,  was  verstat- 
tet ist, 


C==      .  31 15,113962602*) 
setzen.   Hieraus  ergiebt  sich  ferner 

—  \  (J—C)  =  (ff .  8272,227925204 ; 

( A + O =—        . 4188,227925 204 ; 

folglich 


^(^0=3.20,224331; 


*)  Weil  in  diesem  Falle  trigonometrische  Rechnung  nicht  vor- 
kommt, so  ist  die  ganze  Rechnung  absichtlich  ohne  Logarithmen  ge- 
führt wurden;  wenn  dies  aneb  weitläufiger  ist,  so  ist  es  doch  mehr 
elementar. 

Theil  XII.  13 
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Y -^+C)=-^16,11<)IU8. 

Daher  sind  nach  Thl.  XI.  Nr.  XXXIII.  S.  359.  die  drei  Wur- 
zeln der  cubischen  Hülfsgleichung: 

J  +  0,140177 
w-  ]- 8,070089  + 13,077803. V^i 
(-8,070089 -13,977803 .  V~l . 

Weil  die  erste  dieser  drei  Wurzeln  reell  und  positiv  ist,  so 
setzen  wir  nach  den  im  vorhergehenden  Aufsätze  gegebenen 
Regeln  N 

452=0,  140177, 

woraus  sich 

«  =  V0,035044=  0,1872 
ergiebt.   Also  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

4G>3+2aö  +  6_       4,7554  _ 
 ö         ~    4(U8TI~  ' 

4ö3+2aö  —  b      i  .  3/2446 
-  ö  =  +4<Ü872  =  f  41W23' 

Da  hiernach 

4ö3  +  2aö+6  4ös  +  2aö— 6 
 ö         ^  '  ö  >U 

► 

ist,  so  hat  nach  dem  vorhergehenden  Aufsätze  die  gegebene  Glei- 
chung des  vierten  Grades  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Wur- 
zeln, und  die  vier  Wurzeln  sind  nach  dem  vorhergehenden  Auf- 
sätze: 

+  0,1872  +  V25^Ö28  .  V=i , 
)+0,l872-  VÜM028  .  V^l , 
—0,1872+  V  17,3323 , 
(—0,1872  -  VT733Äj; 
oder 
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+3,9760 
4,3504 

*~~\  +  0,1872  +  5,0401 .  V=i 
'+0,1872-5,0401.  \f—l. 

Eine  angestellte  Probe  bat  die  Richtigkeit  dieser  vier  Wur- 
zeln bewiesen.  G. 


Beweis  einer  Formel  für 

Von  dem  ' 
Herrn  Doctor  E.  W.  Gr  ehe, 

Gymnasiallehrer  so  Cassel. 


Es  ist  mir  nicht  bekannt,  ob  die  Formel 

0      1         1  1  1 

w=2sec^«.secg  n .  sec     n .  sec  ^  n  , 

bei  welcher  das  Product  unendlich  vieler  Factoren  auf  der  rech- 
ten Seite  offenbar  convereent  ist,  schon  von  Jemandem  beachtet 
worden  ist;  wäre  es  inaessen  auch  der  Fall,  so  ist  doch  wohl 
der  nachstehende  Beweis  dieser  Formel  neu.  Taf.  III.  Fig.  1.  sei 
5  der  Schiverpunkt  der  halben  Kreisperipherie  ADB,  ebenso 
seien  «,  s',  s°  die  Schwerpunkte  der  Bogen  DB,  FBt  DF. 
Nach  einem  bekannten  Satze  verhält  sich  nun  aber  bei  einem 
Kreisbogen  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkte 
zum  Halbmesser  wie  die  Sehne  zum  Bogen.  Daher  ist  also  CSil 
=2:»,  oder  es  ist 

jt.CÄ=2. 

Ferner  ergießt  sich 

Ct  =CS.secJjr, 
C$'=Cs  .  sec  J  n 

und  durch  unbegrenzte  Fortsetzung  dieser  Formeln,  Multiplicatiou 

13* 
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derselben  und  gehöriges  Aufbeben  auf  beiden  Seiten  endlich  das 
zu  Beweisende. 

Durch  eine  leichte  Verallgemeinerung  erhält  man  für  jeden 
beliebigen  Bogen 

,1  1  I  1  1 

qp  =  2sinö9>  .sec    q> .  sec  r.  tp .  sec  Tä^-sec«^^  


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Indem  ich  bemerke,  das«  die  von  Herrn  Doctor  Grebe  im 
Vorhergehenden  mitgetheilte  Formel  u.  A.  schon  von  Euler,  der 
sie  aber  wohl  auch  nicht  zuerst  gefunden  hat,  gegeben  worden 
ist  (M.  s.  Leonhardi  Euleri  Opuscula  analytica.  Tomus 
urimus.  Pctropoli  17£Ö.  den  Aufsatz:  Variae  observa- 
tiones  circa  angu los  in  progressione  geometrica  pro- 
gredientes, p.  345.),  erlaube  ich  mir  derselben  noch  die  fol- 
genden Bemerkungen  hinzuzufügen. 

Wenn  q>  einen  beliebigen  Kreisbogen  und  n  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  hat  man  bekanntlich  die  fol- 
genden allgemein  gültigen  Gleichungen: 

o  •  1  1 

sin<p  =Z8in^<pcoRt2<p, 

.1       0  .    1  1 

sin^<p=2*in  ypycosypy, 

sin^ä  <p  =  2sin  pqpcosp  qp, 
sin  25  g>=2sin  ^q>coa^q>, 
u.  s.  w. 


«in  2^r,  <P=2sin^-  <pcos     <P  ■ 


Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  in  einander  und  bebt  auf, 
was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

1)   sin9=2»sin  2^9) cos 2 9> cos 2ä 9 cos <p...cos^-  <p, 

aus  welcher  man  leicht  die  beiden  folgenden  Gleichungen  ab- 
leitet: 
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•in^     .111  l 

V  — |  =  sin  9 sec  ^  ysec^  tpaec^s  9~  »ec  ^  9 , 

fr*P 

*ang^,<P      .111  11 

V  — j  =i»\nq>aecz2<psec-^tpBec^(p...  sec^qpsec ^9  . 

Nach  einem  allgemein  bekannten,  leicht  ganz  elementar  zu 
beweisenden  Satze  nähert  eich  der  Bruch 

.  1 

sin  ^9 


1 

fr* 


der  Einheit  als  seiner  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade, 
wenn  n  ins  Unendliche  wächst;  und  weil  nun 

1  .  1 

tonff  fr  <P     8,n  fr  9>  1 


1     -  1         1  ' 

fr  V  fr<P  cosfr<P 

die  Gränze  von  cos  ^  9  aber,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst, 
die  Einheit  ist,  so  nähert  sich  auch  der  Bruch 

1 

fr  V 

der  Einheit  als  seiner  Gränze  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade, 
wenn  n  ins  Unendliche  wächst. 

Hieraus  und  aus  den  Gleichungen  2)  ergiebt  sich  unmittelbar, 
da*s  die  Producte 

III  1 

singpsec^^sec^^  sec^^.-.eec^  9 


und 


111  11 

sin  9 sec  ^qpsec  ^  V  sec    <P  ...wc     9  sec  ^  9 
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pich  beide  dem  Bogen  q>  als  ihrer  gemeinschaftlichen  GrSnze  bis 
zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern ,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst, 
welches  wir  durch 


..111  1 

|qp=sin  qpsec^qpsec^qpsecgä  ?>....  sec  ^  <p, 

3)  )         i     i     i  ii 

[9— sin  qpsec  2^  sec^qpsec^s  ^....sec^s  qpsec^  *P 


ausdrücken  wollen.    Auch  ist,  wie  sogleich  erhellet: 

l  (p  —  2  sin g  <p  sec  22  <p  sec  ^5  9  —  «ec     9 » 

4)    )      o  •  1         1  1  1  1 

[<p— 2 sin ^0;  sec sec  cß<p..-  sec^  ysw^j  <P> 

Weil  nach  2) 

»in|iV  1         1         1  1 

9  — j  =2«»n  2  9>  sec    g>  sec  ^  9    *ec  ^  qp , 

_^ 

5)    ^  1 

ton8  -^9  11  1  11 

<jp  — 1  ^Ssin^ysec  -^«p  sec  £3  97 ...  sec  ^  <paec  ^  <p 


und  unter  der  Voraussetzung,  dass  q>  ein  positiver,  die  halbe  Pe- 
ripherie nicht  fibersteigender  Bogen ,  und,  wie  sich  nach  dem  Obi- 
gen von  selbst  versteht,  n  nicht  kleiner  als  die  Einheit  ist, 

sin  ^9  tang^v 

2^9  2^V 

•  s  .  , 

ist;  so  ist 

^  «  .    1  1  1  1 

9>  2sin^9sec     <P  sec2s9—  sec  ^iV- 


^  4  •    1  11  1  1 

<p  <  2 sin  £  9sec  22  9  ««c  2j  <p ...  sec  ^  g>  sec  ^  9 


oder 
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Ssin^sec^^sec^cp  .sec  ^9 
<9< 

2 sin  9  sec  p  9  sec  |,  9 . . .  sec  ^  9  sec  ^,  9 , 

und  die  Prodacte 

»  ,  *         1         1  1 

2  sin  ^  <P  »ec  ^  V  8ec  öS  9  -  Bec  2»  T ' 

111  11 

2  sin  g  V  *ec  2*  *  sec  23  v  "* 86C  fc» 9  *CC  V 

sind  also  zwei  den  Bogen  9  zwischen  sich  einschliessende  Grän- 
zen, können  folglich  zur  näherungsweisen  Berechnung  des  Bogens 
9  gebraucht  werden.  Das«  diese  beiden  Gränzen  sich  selbst  nä- 
hern, wenn  n  wächst,  und  einander  auch  beliebig  nahe  gebracht 
werden  können,  wenn  man  nur  n  gross  genug  annimmt,  folglich 
mittelst  des  Vorhergehenden  der  Bogen  9  auch  zwischen  beliebig 
engen  Gränzen  eingeschlossen  werden  kann ,  ist  eine  unmittelbare 
Folge  aus  den  beiden  Gleichungen  4). 

Wenn  man  cos  9  als  bekannt  annimmt,  so  kann  man 
III  1 

COS  ^9,   COS£ä9>>  COScjs«?,  ...coa  ^9 


mittelst  der  Formeln 


cos  9 

cos -7  q>=3l/  — 0  f 


1 


1        4/  1  + 


j  Wl+cos.^9 


1  t/1*™«!* 

^öä9>=T   2  ' 


COS%J39 

u.  s.  w. 

1      4/  1+C085Tri» 
2»  9>=  * 


2 

nach  und  nach  durch  blosses  Ausziehen  von  Quadratwurzeln,  also 
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mittelst  einer  ganz  elementaren  Methode  berechnen.   Dann  kennt 

1 

man  natürlich  auch  sinj  9  und 

111  1 

8ecyp<pt  secypip,  sec 24 g>,  ...  sec^j-qp. 

Für  <p—n  ist  z.B.,  wenn  man  die  Bogen  in  Graden,  Minuten 
und  Secunden  ausdrückt: 


i 


9=1800.  0*.  0",00 
|  <p=  90.  0.  0,00 

1       45.  0.  0,00 


tja9,=  22.30.  0,00 

^,9=  11 .  15.  0,00 
I 

269=  5.37.30,00 
ip=  2.48  .  45,00 
|79=  1.24.22,50 
iy=  0.42.11,25 

also  nach  Sherwin's  Tafeln  (Ausgabe  1742),  welche  die  Sekan- 
ten und  deren  Logarithmen  enthalten: 


Digitized  by  Google 


i:  i  1 1 1 


187 

log  2 =0,301 
1 

log  sio  2  <P=0 
logsec^9)=0,1505150 
log  66^9=0,0343847 
log  sec  ^  9 =0,0084261 
logsec-p9=0,(Xh2090l 
logsec  ^9=0,0005235 
»ogsec^V=0,000l3as 

logsec  9=0,0000327 

0,4971329 
log  sec  ^  9 =0,0000327 

0,4971656 

Also  sind  nach  dem  Obigen 

0,4971329  und  0,4971656 

swei  Gr.Hnzen,  zwischen  denen  log 9,  d.  h.  log«,  liegt,  und  es 
ist  also,  weil  diese  beiden  G ranzen  in  den  vieV  ersten  Decimalen 
mit  einander  übereinstimmen,  bis  mit  zur  vierten  Dezimalstelle 
genau 

log  *= 0,4971 
was  bekanntlich  völlig  richtig  ist. 

Man  konnte  die  vorhergehende  Rechnung  leicht  noch  weiter 
fortführen. 
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Geometrische  Beweise  zweier  bekann- 
ten Sätze  über  die  elliptischen  Func- 
tionen der  ersten  Art. 

Von 

Herrn  L.  Schlüfli, 

Privatdocenten  der  Mathematik  zu  Bern. 


So  wie  der  Begriff  des  Schwerpunkte  mit  Nutzen  aus  der 
Mechanik  in  die  Geometrie  eingeführt  worden  ist,  so  durfte  auch 
der  von  Gauss  geschaffene  Begriff  des  Potentials  bisweilen 
bei  rein  geometrischen  Betrachtungen  auf  kurzem  Wege  zum  Ziele 
führen.  Vorliegender  Aufsatz  soll  dieses  an  zweien  bekannten 
Sätzen  über  elliptische  Functionen  erster  Art  zeigen,  von  denen 
der  eine  sich  auf  die  Addition  zweier  Functionen  von  gleichem 
Modul,  der  andere  auf  die  Verwandlung  einer  Function  vom  Mo* 

]  y~| 

dul  k  in  eine  andere,  deren  Modul  _  .  — =tt  ist,  bezieht. 

J  -f  V  1  —  kl 

Potential  eines  Kreisbogens  in  Beziehung  auf  irgend  einen  in 
seiner  Ebene  liegenden  Punkt  heisst  die  Summe  seiner  durch  ihre 
Abstände  von  diesem  letztern  divldirten  Elemente;  der  Werth 
eines  solchen  Potentials  stellt  sich  als  elliptische  Function  erster 
Art  dar.  Demnach  ist  jeder  Satz  über  Potentiale  von  Kreisbogen 
von  selbst  schon  einer  über  elliptische  Functionen  der  ersten  Art. 

1. 

—  ms* 

Satz.  Man  denke  sich  um  die  Mittelpunkte  A  und  B  zwei 
Kreise  beschrieben,  die  einander  nicht  wirklich  schneiden,  so  lie- 

fen  bekanntlich  auf  ihrer  Centrallinie  AB  zwei  feste  Punkte  1£, 
\  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  alle  durchgehenden  Kreise 
jene  zwei  festen  Kreise  A  und  B  rechtwinklig  schneiden.  Bewegt 
»ich  nun  eine  Sehne  des  Kreises  A  so,  dass  sie  stets  den  Kreis 
B  berührt,  so  durchlaufen  ihre  Endpunkte  zwei  Bogen,  deren 
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Potentiale  in  Beziehung  auf  irgend  einen  der  zwei  Punkte  E,  F 
stets  einander  gleich  sind.  —  Wenn  insbesondere  der  erste  Kreis 
A  den  andern  B  uroschliesst  und  es  dreht  sich  um  diesen  eine 
Tangente,  so  ist  das  Potential  des  Bosens,  welchen  sie  von  der 
Peripherie  des  Kreisest  abschneidet,  in  Beziehung  auf  den  Punkt 
E  oder  F  constant. 

Beweis.  Man  ziehe  eine  Gerade  HL  (Taf.  III.  Fig.  2.), 
deren  einzelne  Punkte  von  E  und  F  gleich  weit  entfernt  sind,  so 
ist  diese  bekanntlich  die  Radicalaxe*)  der  zwei  festen  Kreise 
A  und  B.  Nun  sei  MN  eine  Sehne  des  Kreises  A,  welche  den 
Kreis  B  in  K  berührt  und  die  Radicalaxe  in  L  schneidet,  so  ist 
bekanntlich  L  der  Mittelpunkt  des  durch  K,  E,  F  gehenden  Krei- 
ses, und  LK*=LM  .Lrf.  Aus  dieser  letzten  Relation  folgt  aber, 
dass  für  jeden  Punkt  der  Kreislinie  KEF  das  Verhältnis«  seiner 
Abstände  von  M  und  N  constant  ist;  also  ist 

MK.  NK=  ME:NE= MF:  NF.  - 

■ 

Wenn  nun  die  Tangente  MN  durch  eine  unendlich  kleine  Dre- 
hung in  die  successive  Lage  M'N'  übergeht,  so  ist  leicht  einzu- 
sehen, dass  sich  die  Bogenelemente  MM',  NN'  wie  ihre  Entfer- 
nungen vom  Berührungspunkte  K  verhalten  werden,  d.  h.  es  ist 

MM':NN'=MK.NK. 

Folglich  ist  auch 

MM'  _NN  MM'  _  NN' 

ME  ~NE>     odeT  HF-NF 

Wird  diese  Differentialgleichung  zwischen  beliebigen  Gränzen  inte- 
gnrt,  so  ergiebt  sich  der  ausgesprochene  Satz. 

Folgerung.  Die  CentTallinie  schneide  den  Kreis  A  in  C 
nnd  D;  C,  E,  D,  F  bezeichne  die  Ordnung,  in  welcher  die 
Punkte  in  der  Centrallinie  auf  einander  folgen.  Man  ziehe  die 
Sehnen  CM  und  DM,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
setze  den  Perinheriewinkel  CDM=<p.  Dann  ist  die  Protection 
von  ME  auf  nie  Sehne  MD  derjenigen  von  CE  gleich ,  also 
=  CE  .coso>;  und  die  Protection  von  ME  auf  die  Sehne  MC  ist 
derjenigen  von  ED  gleich,  also  =  £i>.sino>;  folglich  ist 


ME=  CE.  Y  cos»o>  +  (j^y  *™*<P  > 

vt\  DF   

und,  wenn  man  jvg  =  £p  =  ^  1  —     =  #  setzt, 


•)  Supplemente  zu  Klügelt  Wörterbuch  der  reinen 
Mathematik,  Art.  Anwendung  der  Analyst«.  §  8.  S.  13. 


190 

Ferner  ist  das  Bogenelement  MM'  =  CD.dq>;  folglich  ist 

und,  wenn  man  von  C  bis  M  integrirt,  so  ist  das  Potential  des 
Kreisbogens  CM  in  Beziehung  auf  E  oder  F  gleich 

(l+jf)F(*,9>)  oder  (l-^)F(A^). 

Setzt  man  den  Peripheriewinkel  CDN  —  y,  so  ist  eben  so 
das  Potential  des  Bogens  CS  in  Beziehung  auf  den  Punkt  E  deich 
(L+A')F(k, 

Nun  sei  CR  eine  Sehne  des  Kreises  A,  welche  den  Kreis 
B  in  G  berührt,  und  ^CDR=u.  Aus  dem  vorigen  Satze  folgt 
aber,  dass  die  Potentiale  der  Bogen  CM  und  CN  zusammen- 
genommen  dem  Potentiale  des  Bogens  CR  gleich  sind,  -d.  b. 
es  ist 

F{k9  9)  +  F(A,  y)  =  F(k,(i), 

« 

und  es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darum,  die  durch  die  Figur 
zwischen  den  Winkeln  <p,  ty,  \i  gesetzte  Relation  auch  trigono- 
metrisch auszudrucken. 

Da  AM  und  AB  unter  den  Winkeln  <p  +  y  und  ^  gegen 
BK  geneigt  sind,  so  ist 

BK=AM. cosiv  +  y)  -M£.cos(<p- V) 
=  CB .cos q> cos  ty  —  BD  .sin  <ps\ny; 

also,  da  BK=BG=CB. cosp  ist, 

-     BD        •  , 
cos  p = cos?  cos  ^—  jjßSincptnny. 

So  wie  wir  vorhin 

MK:KJS=ME:EIS  und  ME=CE.  V  l-Ä»sinV 
gefunden  haben ,  so  haben  wir  jetzt  auch 

ÄG:CG  =  Ä£:C£=V1-A»sin»fi:l. 
Da  aber  2?G  und  Z)Ä  mit  einander  parallel  sind,  so  folgt 

^  =  Vl— AasinV, 
cos  fi= cos  q>  cos   —  VI — A**sin  V .  sin  qp  sin  ^ , 
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welche  Formel  das  bekannte,  zuerst  von  Euler*)  gefundene  alge- 
braische Integral  der  Differentialgleichung 

<*P  ,  dty  0 

Vl-*asitia9>  Vl-A»sin*i|/ 

darstellt. 

Anmerkung.  Die  hier  angewandte  Figur  dient  übrigens 
dazu,  wenn  die  Amplituden  — und  p.  gegeben  sind,  eine  dritte 
Amplitude  <p  zu  finden,  welche  durch  die  Gleichung 

F(9)  =  F(-ij,)-f  f» 

bestimmt  ist;  sie  dient  daher  auch,  wenn  die  Kreise  A  und  B 
fest  bleiben,  zur  wiederholten  Addition  der  Function  \F  (u)  und 
somit  zur  geometrischen  Auftüsun"  der  Aufgabe  der  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen.  Ich  habe  dieselbe  aus  den  Supple- 
menten zu  Kliigel's  Wörterbuch  der  reinen  Mathematik, 
Art  Elliptische  Functionen.  §21.,  entlehnt.  Dort  wird  sie  Herrn 
Prof.  Jacobi  zugeschrieben,  aber  das  Werk  nicht  genannt,  worin 
er  sie  miteetheilt  hat ;  dagegen  wird  auf  das  dritte  Supple- 
ment, S.  1/4,  zu  Legend  re  s  Abhandlung  über  die  elliptischen 
Functionen  verwiesen.  Da  nun  die  Originalschriften  Aber  die  er- 
wähnte geometrische  Construction  mir  nicht  zu  Gebot  standen, 
so  konnte  ich  nicht  wissen,  ob  dieselben  die  hier  gezeigte  An- 
wendung jener  Construction  auf  den  geometrischen  Beweis  des 
bekannten  Additionstheorems  auch  schon  enthalten.**) 

II. 

Wir  wollen  jetzt  die  Umwandlungsformel,  mittelst  welcher 
der  Modul  einer  elliptischen  Function  der  Null  oder  der  Einheit 
so  nahe  gebracht  werden  kann,  als  man  nur  will,  geometrisch  be- 
weisen. Der  Modul  und  die  Amplitude  der  zu  verwandelnden 
elliptischen  Function*  seien  k,  o>,  das  Complement  des  Moduls 

sei  A-/=  Vi  —  k*.  Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt ii(Taf.  III. 
Fig.  3.)  einen  Kreis,  und  bestimme  auf  der  Verlängerung  sei- 
nes Durchmessers  CD  einen  Punkt  F  so,  dass  CF:DF=Yik* 
sei,  und  mache  den  Peripheriewinkel  CDM  =  <p.  Dann  ist  nach 
dem  Vorigen  das  Potential  des  Kreisbogens  CM  in  Beziehung 

auf  den  Punkt  F  gleich  jrp  . F(k,<p).    Dasselbe  Potential  kann 

aber  noch  auf  andere  Weise  ausgedrückt  werden.  Man  ziehe  die 
durch  F  gehende  Sehne  MN,  halbire  sie  in  O  und  errichte  DT 


*)  KlügeT«  Wörterbuch,  Art.  Integralgleichung.  §  47  —  50. 
Supplemente  dasu,  Art.  Elliptische  Functionen.  $  14. 

**)  Leider  iit  es  mir  in  diesem  Angenblicke  nicht  möglich,  die 
eigentliche  Quelle,  aus  der  obige  Construction  entlehnt  ist,  nachzuwei- 
sen. Legendre  sagt  a.  a.  O.  p.  177.  nur:  „la  construction 
ge"  ometrique,  que  nons  »von«  dunce  d'aprös  M.  Jacobi,  qui 
en  est  rinventeur"  und  verweis't  früher  (p.  169.)  auf  Schumacher'* 
astronomische  Nachrichten.  Xr.  127.,  deren  betreffender  Band  mir 
aber  jetzt  gerade  nicht  au  Gebote  steht.  G. 
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senkrecht  darauf,  so  wird  DT  mit  der  Sehne  CM  parallel  sein. 
Dann  drehe  man  die  Sehne  MN  unendlich  wenig  um  den  Punkt 
F,  so  dass  sie  in  die  successive  Lage  M'N'  übergeht,  und  be- 
zeichne den  Winkel  AMF  durch  <p, ,  so  ist  4.MAN—AM'  AN' 
=2</<p,,    folglich  MM'  -f  NN'  ==  CD  .  dq>x .    Nun    ist  offenbar 

MM'     NX'       .  .  . 
7#F  ~  ~NF '  and  daher 


Es  ist  aber 


Da  nun 


ist,  so  folgt 


MM'      MM'±NX  AD 
MF  ~   MF+NF  -  OF^1 


OF»  =  af*  -  A  O* = A  F*  -  A  D* .  sin*  <pt. 


AJ)  CF-  PF  _  X-^k' 
AF  —  CF+  DF  —  'l  +'k' 


OF=  JF.  Vl-Vsin*^ , 

^/F  -JFVl-Vsin^r 

Potential  des  Bogens  ^^jp  '  F(kit  Vi)* 

Vergleicht  man  die  beiden  Ausdrucke  für  dasselbe  Potential, 
so  ergiebt  sich 

CF  1 

F(k,  <p)  =  ^jp  F (*! ,     =         F (kt ,  . 

Die  beiden  Relationen,  welche  dazu  dienen ,  die  eine  der  Ampli- 
tuden q>  und  tp.  aus  der  andern  zu  berechnen,  gehen  auch  unmit- 
telbar aus  der  Figur  hervor.  Da  im  \MAF  der  Winkel  F gleich 
2qp — <P|  und  AF:AM-—\:kx  ist,  so  folgt  aus  der  Proportionalität 
der  Seiten  dieses  Dreiecks  mit  den  Sinussen  der  gegenüberliegen- 
den Winkel  die  Gleichung 

sin  (2<p  —cp^  —  kx  sinqpj . 

Ferner  ist  ^DMF=ztpv — <p,  also  DT=  MD.fanaUp* — m).  Da 
nun  MC=MD.tang<p,  und  CM:  DT=CF:DF=l:k'  ist,  so 
folgt 

tang  (qp,  —  <p)  =  A'  tang  p . 

Mau  vergleiche  K I  ü  g  e  Ts  W  «  r  t  e  r  b  u  ch  Art  R  e  c  t  i  f  i  c  a t  i  o  n. 
32.33.,  und  Supplemente,  Art.  Elliptische  Functionen. 

2Ü. 


Digitized  by  Google 


193 


XV. 

lieber  eine  Fläche  vierten  Grades. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 

an  der  Univer«ität  xu  Jena. 


Bezeichnen  wir  mit  a  eine  constante  Gerade,  welche  der  Pa- 
rameter unserer  Fläche  heisscn  möge,  so  ist  die  Gleichung 

1)  a32  =  a:V 

der  Repräsentant  einer  Fläche  vierten  Grades,  die  eine  nicht  un- 
interessante Discussion  zulitsst.  Um  zunächst  die  Gestalt  der- 
selben beurtheilen  zu  können,  legen  wir  drei  Ebenen  durch  sie, 
welche  den  Coordinatenebenen  xy,  xi,  yx  in  den  Entfernungen 
x=y,  y=ß,  x=a  parallel  laufen.  Von  diesen  Ebenen  schneidet 
die  erste  unsere  Flache  in  einer  Curve,  deren  Gleichung 

;r*y*=a3y  oder  xyz=zSTä*y 

ist  und  welche  demnach  eine  gleichseitige  Hyperbel  darstellt,  de- 
reu  Asymptoten  die  Achsen  <ier  x  und  y  sind.  Schneiden  wir 
ferner  unsere  Fläche  durch  eine  Ebene,  welche  in  der  Entfernung 
ß  der  Coordinatenebene  .r:  parallel  ist,  so  hat  die  entstehende 
Durchschnittsfigur  die  Gleichung 

ß'2 

as2=a;2/S2  oder  z=^5x2, 

% 

und  sie  bildet  folglich  eine  Parabel,  deren  Achse  in  der  Richtung 
der  t  liegt  und  deren  Parameter 


ist.  Schneidet  man  endlich  die  Fläche  durch  eine  in  der  Ent- 
fernung x=a  zur  Ebene  yx  parallel  gelegte  Ebene,  so  wird 
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o5:  =  ay  oder  i=^y*  , 

und  der  Schnitt  ist  demnach  wieder  eine  Parabel,  deren  Achse 
in  der  Richtung  der  2  liegt  ui.d  deren  Parameter 

ist.  Diese  Betrachtungen  reichen  hin,  um  sich  von  der  Fläche 
eine  deutliche  Vorstellung  zu  machen;  Taf.  III.  Fig.  4.  giebt  eine  Ab- 
bildung des  Theiles  von  ihr,  welcher  zwischen  den  positiven  Thei- 
len  der  Coordinatenachsen  enthalten  und  worin  OA  =  a ,  OIi=ß, 
OC=y  ist. 

Beschreibt  man  aus  O  mit  einem  willkührlichen  Halbmesser 
()E=b  einen  Viertelkreis  in  der  Ebene  xy  und  lässt  von  jedem 
Punkte  auf  der  Peripherie  desselben,  wie  z.  B.  P,  eine  Gerade 
II  OC  aufsteigen,  so  schneidet  dieselbe  die  Fläche  in  einem  Punkte 
und  diese  Punkte  bilden  in  ihrer  Continuität  eine  Curve  dop- 
pelter Krümmung  EQF,  welche  man  auch  als  Durchschnitt  unse- 
rer Fläche  und  eines  gewöhnlichen  Cylinders  ansehen  kann.  Be- 
merkenswerth ist  nun,  dass  sich  die  Grosse  der  Fläche  OEQFO 
auf  einen  sehr  einfachen  Ausdruck  bringen  lässt.  Nach  der  all- 
gemeinen Complanationsformel  haben  wir  nämlich  fär  OEQFO 
—  Sil 

d.  i.  in  unserem  Falle,  wo  z  aus  Nro.  I)  bestimmt  wird, 

Hier  müssen  sich  die  Integrationen  auf  alle  die  Punkte  der  Ebene 
xy  beziehen,  welche  innerhalb  oder  wenigstens  nicht  ausserhalb 
des  Quadranten  OEPF  liegen ,  und  daher  sind  x  und  y  an  die 
Bedingung 

gekniiuft  Giebt  man  x  den  Spielraum  #  =  0  bis  x  =  b  =  OE,  so 
folgt  daraus,  dass  y  zwischen  den  Gränzen 

y=0,  y  =  \T&=x* 

enthalten  sein  mnss  und  daher  ist  jetzt: 


Digitized  by  Google 


195 

o  n 

Das  Integral  vereinfacht  sich  etwas,  wenn  man  :r=6£  und 
y=6w  setzt;  die  erste  Substitution  giebt  nämlich  tix—bd\  und 
statt  der  Gränzen  x=.0,  ar=6  treten  jetzt  die  neuen  £=0»  £=1 
ein;  folglich  wird 

o  o 

und  daraus  findet  man  eben  so  leicht  für  y=6t; 

o  o 

Da  es  in  einem  bestimmten  Integrale  einerlei  ist,  welche  Buch- 
staben man  fär  die  Variabein  der  Integration  wählt,  so  können 
wir  auch  x  und  y  für  g  und  rj  schreiben.  Setzen  wir  ausserdem 
noch 


3)  W 
so  wird  jetzt 

4)  a=by    ijbej  dy  Vl  +  4x»(*V  +  *V) 


Auf  gewöhnlichem  Wege  ist  nun  an  eine  Ausführung  dieser 
Integrationen  gar  nicht  zu  denken,  denn  schon  die  erste  Integra- 
tion in  Beziehung  auf  y  steht  unter  der  Form 


fdy\fl+py*  +  qy\ 


und  würde  also  auf  elliptische  Functionen  fähren.  Wir  benutzen 
daher  die  Transformationsformel: 


dyf(x,y) 

O  O 

über  deren  Beweis  man  des  Verfassers  Handbuch  der  Integral- 
rechnung S.  155.  Formel  (9)  nachsehen  kann.  Für 

f(x,y)=>T  l+4*»(*y+*V) 
Th«il  III.  1* 
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findet  man  nun  sogleich 

f(rt,  rVT=P) 

=  Vl+4*W(l-i*)f 
und  mithin  ist 

Ä  =  A« f\dr fl  Vi  +  4*W(1-?Ö , 

o  o 

oder  für  ra=z,  wodurch  rdr  =  ^dz  wird, 

o  u 

Wir  setzen  ferner  f=sing>;  dann  wird 

dt 


—  d(p, 


und  wenn  t=0  und  *=1  geworden  ist,  hat  9  die  entsprechenden  Wer- 
the  <p=0,<p  =  zf7t  angenommen.    Mithin  wird 

Q.  =  ^b2J*Xdz f^tly  VI  +  4xs*8sina<pcos*g> 

00 

=  i&* J*ldz pnd(p  Vl  +  x*23  sin*2g>. 

ü  o 

Sei  ferner  2<p=tf/,  so  ist  r/<p  =  dt*;,  und  wenn  cp=Q,  9=  ^  ä 
geworden ,  ist  y  in  0  und  n  ühergegangen.   Diess  giebt 

5)  Ä  =i-  6« Vl+xVsinV. 

o  o 

Das  nach  i>  genommene  Integral  lässt  sich  aber  wie  folgt  zer- 
legen: 

f"dy  Vl  +  xMsin^ 
= j*  *dy  \f  +  f71^  Vi  l  *3x3sin>, 
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und  wenn  wir  im  zweiten  Integrale  rechts  ^=^»-^'  Substitut- 
reo,  so  geht  dasselbe  in 

-J*  dy'  V l+**286inV  =  + f V  l+xVsinV' 
\n  o 

über,  wo  man  die  Accente  wieder  weglassen  kann.  Es  folgt  dann 
nach  dem  Vorhergehenden 

y*%VHÄi^=2  J*{  "dy  V  J  +x8i»sin*t£  , 

o  o 

und  mithin  erhalten  wir  nach  Nro.  5)  für  Aden  einfachen  Ausdruck 
6)  a=^b*J*l<h f^dq  Vl  +  xWinV  • 

In  dem  Falle,  wo  a  >  6,  also  x  <  1  ist,  lässt  sich  für  &  hier- 
aus eine  rasch  convergirende  Reihe  ableiteu,  wenn  man  die 
Formel 

in  Anwendung  bringt;  man  hat  nämlich  zunächst 

0  0 

wo  die  einzelnen  Integrale,  welche  hieraus  entspringen,  unter  der 
Form 

O  O  O  Q  ' 

stehen;  der  Werth  hiervon  ist 

1      1.3.5...  (2n— 3)» 
3»+l"   2.4.6.... (2n)  2' 

und  durch  Substitution  hiervon  ergiebt  sich  nun  sogleich 

Da  diese  Reibe  noch  für  x=l  als*6=:a  convergirt,  so  ist 
für  a 


14' 
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/IV»      1  /1.3\«       1  ( 1-35  y 
&=\-  na2X. 


] 


Der  Factor  j  *«a  hat  eine  geometrische  Bedeutung:  er  ist  die 

Fläche  des  Quadranten  OEF,  (wenn  0E~  dein  Parameter  a), 
d.  h.  die  Fläche  der  Projection  von  Sl  auf  die  Ebene  xy.  Nennen 
wir  u  die  Projection  von  Sl ,  so  findet  dann  die  einfache  Bezie- 
hung &  =  A«  statt,  worin  X  eine  zwischen  1,055  und  1,06  enthal- 
tene Zahl  bezeichnet. 


Der  Werth  des  vorstehenden  bestimmten  Integrales,  welches 
zwei  von  Hrn.  Dr.  D  i  enger  auf  S.  109.  und  S.  341.  des  lOtenThei- 
les  angegebene  Formeln  als  spezielle  Fälle  in  sich  enthält,  lässt 
sich  auf  folgende  elementare  Weise  entwickeln. 

Wir  betrachten  zunächst  das  einfachere  Integral 


XVI 

Heber  das  Integral 


Von  dem 


Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö milch 


an  der  Universität  zu  Jen». 


und  zerlegen  hier  den  Nenner  in  ^1  +  y;a  —  yCisin^  u)2> 
offenbar  identisch 


so  ist 
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Berücksichtigt  man  nun,  dass  l+ya  jederzeit  >2y,  also 
(i+y)»>4y,  folglich  um  so  mehr 

(l+S^Mysin»^« 

ist,  so  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass 

ist,  and  man  folglich  unter  dem  Integralzeichen  die  ffir  ein  Ächt 
gebrochenes  z  geltende  Formel 


1 


II::7  =  l+X+2^  +  Z»  +  .. 


in  Anwendung  bringen  darf.   Diess  giebt 

s  r#*  f. /(^K)*  K2sip*»)'  i 

../  (IT»)*  L'+  -  +    (i  +,)« -  +  J 

oder  wenn  man  jedes  einzelne  Glied  integrirt 

wobei  das  Summ  enzeichen  die  Addition  aller  für  n=0,  1,  2,  3,... 
zum  Vorscheio  kommenden  Glieder  vorschreibt.  Durch  unbe- 
stimmte Integration  ist  nun 

/»/.«+«  t/y 

Fahren  wir  die  Gränzen  y—cc,  y  =0  ein  und  setzen  voraus., 
das«  2n  +  l>f*  +  n  d.  b.  n-f  l>f*  sei,  so  verschwindet 

(1+7)^1 
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sowohl  für  y=oo  als  y=0,  so  dass  die  Reductionsformel 

/«  y»+«dy       p-f  w    /»«  y*+*-*dy 
(l+^n+a  -  2«  +  lj      (1  +  1 

übrig  bleibt  Wendet  man  sie  selbst  wieder  auf  das  Integral 
rechts  an,  so  wird 

/*  y**+ndy 

-  t>n  +  r   2n   v  a+y)2n 

0 

fi  +  n  ft-f  n— 1      +      2     /»»  y!*+»-~*dy 

-  2*t+l*     2n     "    2w-l   V  (l+y)*"-1 

0 

U.  8.  f. 

und  nach  n  maliger  Anwendung 

/**  y»+ndy 

o 

:     -  23T+ 1  — "T+l-,/ 

o 

ft(fi+l)(fi  +  2)...Q*  +  n)  />«  y"->rfy 
-  (»  +  !)(„ +2)...  (2n  +  l\/ 

Das  Integral  rechts  findet  sich  so.  In  der  bekannten  lur  ein 
positives  ficht  gebrochenes  p  geltenden  Formel*) 

1  +2    ~~  Sin  (H  TT 


setzen  wir  x= -;  es  wird  dann 


r 


dy  7t  . 
-3.  —  rM-l 


und  durch  n  malige  Differenziation  in  Beziehung  auf  r 

P*      i  ^  (-l)-1.2.3...n 

J  y*-ldy-—+yj*- 

O 

=  sin^  (f4-2)  ^ 


•)    Archiv  Theil  II.  S.  299. 
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Für  r=l  erhalten  wir  das  Integral,  welches  wir  brauchen, 

" 

/*  y^dy  _  (-1)"*  0t-l)Qt-2)..>-n) 
S.OflJT  *  1.2.3...M 

Substituten  wir  diess  in  die  unter  3)  entwickelte  Gleichung 

/°°  !p+»dy  _ft(^i)(ft-t->)...(^»)  Pmjr-^L 
(l+y)4-  »52-  (n+l;(n+2)...  (2,1+1),/  (l+y)»H' 

so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 

o 

sin^Ä  '  1  2.3....(27i-fl) 

Vermöge  dieses  Werthes  verwandelt  sich  die  Gleichung  2)  in 
die  folgende: 

oder  wenn  man  das  Summenzeichen  auflöst  und  alle  für  »=0,1,2,... 
entstehenden  Glieder  hinschreibt: 

Die  eingeklammerte  Reihe  ist  leicht  zu  summiren,  wenn  man 
sich  erinnert,  dass  für  ein  beliebiges  k  und  ein  zwischen  — 

und  -f-       liegendes  v  die  Formel 

Ii  Ml*— 2*) 

cosic  =  l—  j-^sinap-|-    ][^34  s»n4o 

l«(l«-2*)(Jl»-4*)  .  „ 

 T£0  •»*»  +  -- 

gilt*);  man  erhält  aus  ihr  durch  Differenziation  nach  v 


*)  M.  i.  mein  Handbuch  der  algebraischen  Analjaia  S.  231.  For- 
mel (8). 
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sifUr = cohd  I  j-  sin  t?  0!äH  8  0 

+  lSO  •"»*«>— -J 

durch  Division  mit  2siiirco8r=  sin2t>, 


sin  Ar 


»in  2  p  ~~T  1.2.* 

iA(A*~2«)  (A*-4*) 

+   8ln4e_  •' 

Nehmen  wir  k=  2/x,  t?=  i«,  wo  nun  —  ^»<jtt<j»c,  also 
;  <u<  +7t  sein  muss,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 


sinftM 
sinu 


=  l--T^3-l2s,n2tV 

+      1.2.3.4.5      V>"näV  - 


und  damit  ist  die  Reihe  in  Nro.  3)  summirt  Substituten  wir  die 
gefundene  Summe  und  stellen  den  ersten  und  letzten  Werth  von 
£  in  eine  Gleichung,  so  erhalten  wir  die  Integralformel 

5)  C*         y11^         _    n  sinu« 

'  J      1 -|-2iycosM +ya     sinftrc  sinu  ' 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingungen  l>fi>0  und  jr>t*>  —  n 
geknüpft  ist.  Die  erste  dieser  Bedingungen  lässt  sich  noch  etwas 
erweitern;  die  rechte  Seite  besitzt  nämlich  die  Eigenschaft,  für 
negative  (i  nichts  Anderes  zu  geben  als  für  gleichgrosse  positive 
p,  und  wenn  man  daher  zeigen  kann,  dass  dem  integrale  links 
dieselbe  Eigenschaft  zukommt,  so  folgt,  dass  die  obige  Gleichung 
auch  für  negative  ft,  also  unter  der  erweiterten  Bedingung 
l>ft>  — 1  gilt.   Nun  ist  aber 

P*     y-»dy      __  /*«       (IY   d$ 

J     l  +  %costi-f2/a  ~"  I      1    .2  ..V 


also  für  -=a: 


Digitized  by  Google 


costi  +  v*~      #/     2?  +  2*  COS  U  +  1 


l  +  fycosH  +  y»' 


wenn  man  nfimlicb  rechter  Hand  die  Integrationsgraden  ver- 
tauscht und  y  fiir  z  schreibt.  Man  sieht  hieraus,  dass  auch  das 
Integral  für  negative  und  positive  u.  dasselbe  bleibt  und  mithin 
die  genannte  Erweiterung  der  Bedingung  erlaubt  ist. 

x 

Setzt  man  in  Nro.  5)  y=— ,  so  ergiebt  sich,  immer  unter 
den  Bedingungen  l >p>— 1  und  «>«>—«, 

ß  Pm  x^dx  nrf-1  sin  jiu 

'  Jr     ra  +  2r.rco8tt-f  ar*  ""sinftjs  sinn 

Die  Formel  hat  auch  Moigno  in  seinen  Leyons  de  calcul 
integral;  der  Beweis  ist  ein  anderer. 


lieber  die  Integration  der  Function 

9  (  j:0  y + x1  y' + .... + xn  yw) 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerschale 

zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


In  der  vorgelegten  Grosse  bedeuten  X0,  Xly  ...,XU  gewisse 
Functionen  von  x,  aie  man  als  gegeben  ansehen  kann,  während 
a,  y  beliebige,  unbestimmte  Functionen  von  x  sind.  Die 
beigefügten  Indexe  bedeuten  die  Ordnung  der  Differentiation. 
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Es  ist 

<pXoil>-il>Xotpz=0,  *  ' 

9  9 
tp  Xx  y'  +  y    ( (p ) = ^  (<p  JT,  i^) , 

- 

+  —  •+(-l)'+'^(^,(Jfr9'))  • 

Hieraus  folgt: 

-    (jf0  y         A, ^  (X2^  -  ..+(-1)«  ^ (*„?))]  3* 

+  ... 

+  <pXrV<r-l)  -  (AV<)p)+...  +  (-l)r-l^  j£±  (Xr<p)- 

-fa  •••• 

I  +  c 

So 

wenn  tf;(°)  =  if>,  ^5(^9)  =  A»g)  ist. 
Wird  <p  so  gewählt,  dass 

s      9)  +  -  +(-!)■£  (X*)=0. 

so  ist 
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f  9,(A0^  +  JriV»'  +  Aai|;v  +  ....  +  ^n^(«»))ajr 

==.f1<-|>,|Iri  L*(f,as5=i(X,+-9)J+c-. 

Wird  dagegen  ^  so  gewählt ,  das« 

XoV  +  Jf,  ^  +  Aai//"  + ....  +  Jf«^»>  =0, 

so  wäre: 

f  «-O^-g^*. ») + -  +(-«•£.<**)) 3* 

Zugleich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  also,   wenn  9=1 

und 

i 

man  hat 

Setzte  man 

=  1709>  +  I7t   +  Uu<pW, 

so  fände  man: 

r7     /    „rv     /  _^8*H-i  »  0+2)0+1) 

••tv    *y      1.2  (n — r)    oxn~*  J 

woraus  sich  umgekehrt  auch  ergiebt: 

v     /    ufri     /  xli80^1  i  -0+30+1) 

1*.  r  "(»-*)""0+l)  8»-_r^1 
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Die  beiden  Differentialgleichungen: 

XqH>  +  JTi  tf/'  +  X*     +  ....  +  Xn  =0, 

Ao*-^      »)  +  ^(l,»)-....+(-l)-|;A9)=0 

sind  also  so  beschaffen,  dass  eine  jede  Losung  der  einen  ein 
Factor  ist,  der  die  andere  integrabel  macht. 

(Man  sehe  die  Abhandlung  des  Herrn  Prof.  Dr.  C.  G.  J. 
Jacobi  in  Crellea  Journal.  3*2.  Band.  S.  185  ff.). 


ITebungsaufgabeii  für  Schüler. 

Aufgaben  aus  der  engl.  Zeitschrift  „The  Mathematician." 

Mitgetheilt  von  dem  Herrn  Doctor  August  Wiegand,  Oberlehrer 

nn  der  Realschule  su  Halle. 


1)  In  jedem  spitzwinkligen  Dreieck  ist  das  Rechteck  aus  der 
Summe  seiner  Seiten  und  der  Summe  der  Seiten  des  Dreiecks, 
welches  durch  die  Höhenfusspunkte  bestimmt  wird,  gleich  der 
doppelten  Summe  der  Rechtecke  aus  je  zwei  Höhen  des  Ur- 
dreiecks. 

2)  In  jedem  stumpfwinkligen  Dreiecke  ist  das  Rechteck  aus 
der  Summe  seiner  Seiten  und  dem  Ueberschusse  zweier  Seilen 
des  llöhendreiecks  über  diejenige  dritte  Seite,  welche  dem  stumpfen 
Winkel  des  Urdreiecks  gegenüberliegt,  gleich  der  doppelten  Summe 
der  Rechtecke  aus  je  zwei  Höhen  des  Urdreiecks. 

3)  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  in  der  Ebene 
eines  Dreiecks  A  Lothe  auf  die  Seiten  füllt,  so  ist,  wenn  A'  das 
von  den  Fusspunkten  der  letzteren  bestimmte  Dreieck,  R  den  Ra- 
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dius  des  umschriebenen  Kreises  und  R'  den  Abstand  des  Mit- 
telpunkts des  letzteren  vom  angenommenen  Punkte  bezeichnet, 

jenachdem  der  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des  umschrie- 
benen Kreises  angenommen  wurde. 

• 

4)  Wenn  von  einem  Punkte  der  Peripherie  des  um  ein 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  Lothe  auf  die  Dreiecksseiten  ge- 
fallt werden,  dann  lallen  die  Fusspunkte  dieser  Lothe  in  eine 
einzige  gerade  Linie. 

5)  Wenn  man  von  den  Winkelspitzen  A,  ß ,  C  eines  Drei- 
ecks durch  einen  Punkt  P  in  der  Ebene  des  Dreiecks  Linien 
zieht,  welche  die  Seiten  bezüglich  in  D,  E,  F  treffen,  DE,  EF, 
FD  zieht,  welche  CFt  AD,  BE  bezuglich  in  f,  d,  e  schneiden, 
ferner  nach  Verbindung  der  Punkte  f,  d,  e  sowohl  von  A,  B,  C 
als  auch  von  D,  E,  F  Linien  zieht,  welche  bezüglich  EF,  DF, 
DE  und  et,  df,  de  halbiren,  so  liegen,  wenn  die  ersteren  drei 
Linien  eich  in  M,  die  letzteren  sich  in  N  schneiden ,  die  drei 
Punkte  Af,  AT  und  P  in  einer  und  derselben  geraden  Linie. 

6)  Wenn  die  Peripherie  eines  Kreises  in  sechs  gleiche  Theile 

ßetheilt  wird  in  den  Punkten  Ax,  A«,...A*,  und  die  verbindungs- 
nie  ALA3  den  Radius  OA%  in  Bv  \  BtAA  den  Radius  ÖA+ 
in  B%Ab  den  Radius  CM4  in  B3  u.  s.  f.  schneidet,  so  sind 
OBlt  OB*,  OBt,  etc.  bezüglich  die  Hälfte,  der  3te  der  4te 
u.  8.  w.  Theil  des  Radius. 

7)  Zieht  man  von  einem  Punkte  P  ausserhalb  eines  Kreises 
die  Tangenten  PA  und  PB  auch  die  beliebige  Gerade  PC  an  die 
concave  Seite  der  Peripherie,  dann  geht  die  Tangente  au  C,  das 
in  der  Mitte  von  BC  errichtete  Loth  und  die  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  von  AP  und  BP  durch  einen  und  denselben 
Punkt. 

8)  Wenn  man  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Vierecks 
ABCD  mit  den  vier  Winkelspitzen  verbindet  und  die  Diagonalen 
des  Vierecks  zieht,  so  findet  folgende  Relation  statt: 

ABC,  PBD-ABD.BPC±  BDC.  PAB, 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jenachdem  der  Punkt  P 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Vierecks  liegt. 


9)  Es  seien  A,  B,  C  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie 
und  aus  C  ein  beliebiger  Kreis  beschrieben,  ferner  sei  durch  B 
eine  Secante  BE  an  den  Kreis  gezogen;  es  soll  die  Lage  der«, 
selben  bestimmt  werden,  bei  welcher  ein  Beobachter  in  A  die 
Sehne  DE,  welche  die  Secante  bildet,  am  grüssten  sieht. 
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10)  Einen  Kreis  zu  construireu,  der  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks und  die  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises  berührt. 

11)  Von  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  kennt  man  das  Ver- 
hältniss  der  Radien  der  beiden  Kreise,  welche  sich  in  die  durch 
Halbirung  des  rechten  Winkels  entstehenden  Dreiecke  beschreiben 
lassen,  und  ausserdem  noch  den  Abstand  der  Mittelpunkte  genann- 
ter Kreise.    Das  Dreieck  soll  construirt  werden. 

12)  Von  dem  bei  B  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  ABC 
ist  die  Summe  der  beiden  Seiten  a  und  c  gleich  dem  Quadranten 
und  das  Maass  des  Winkels  C  gleich  dem  doppelten  Maasse  einer 
der  genannten  Seiten.   Das  Dreieck  soll  berechnet  werden. 

(Fortsetsang  folgt  ) 


Aufgaben  aus  der  Integralrechnung. 
Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  Schlö  milch  an  der  Universität  an  Jena. 

1)  Bezeichnet  p  einen  negativen  ächten  Bruch,  so  gilt  die 
Formel 

Für  (i= — ^"u°d  x~yn>  w<>  n  eine  ganze  positive  Zahl  >1 
bedeutet,  erhalt  man  hieraus  beispielweis: 

o 

I 

2 

ferner  für  p  —  — wo  n>2  sein  muss,  und  x=yn: 

n 

f*  1  +  y* +?+■■■  +       '  G)    = ,an  9*  • 

Man  verlangt  einen  Beweis  von  der  obigen,  wie  es  scheint, 
bemerkenswerthen  Formel. 

2)  Man  soll  zeigen,  dass  die  Gleichung 
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O  0 

für  alle  positiven  r  statt  findet,  und  untersuchen,  ob  sich  das 
Integral  rechter  Hand  durch  bekannte  Functionen  ausdrücken  lässt. 

3)  Ganz  ebenso  soll  man  in  Bezug  auf  nachstehende  Glei- 
chung verfahren: 

o  0 

4)  Man  soll  nachweisen,  dass  die  transscendente  Gleichung 
rf»=:0  oder 

/» 

keine  anderen  Auflösungen  hat  als  solche,  die  in  der  Form 
p  =     oo  V  — 1  enthalten  sind. 

Aufgabe. 

Von  Demselben. 

Man  soll  die  bemerkenswerthe  Reihenenhvickclungsformel 


beweisen  und  die  Bedingungen  ihrer  Gültigkeit  aufsuchen. 


Aufgaben. 
Von  dem  Herrn  Doctor  J.  Dienger  zu  Si  nahe  im  bei  Heidelberg. 

Es  sei  MJSR  in  Taf.  III.  Fig.  5.  ein  Kreis,  dessen  Halb- 
messer r  sei;  A  ein  Punkt  ausserhalb  desselben,  dessen  Entfer- 
nung vom  Mittelpunkte  =«;  man  ziehe  von  A  aus  die  Linien 
AIY,  AM,  welche  mit  OA  den  gleichen  Winkel  «  machen,  so 

werden  diese  Linien  den  Kreis  schneiden,  wenn  sina<  fär 

sino=—  werden  sie  den  Kreis  berühren.   Die  Linien  RS,MN, 
a 

welche  die  Durchschnittspunkte  verbinden,  werden  parallel  sein. 
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Zieht  man  die  Linien  MS,  RN,  so  werden  eich  diese  in  einem 
Punkte  der  Linie  OA  schneiden,  der  zwischen  O  und  A  liegt 

und  von  O  um  die  Grösse  —  entfernt  ist.    Dieser  Punkt  ist  der 

a 

nämliche,  was  auch  immer  «  sei.   Lässt  man  also  a  zunehmen, 

T 

bis  sin  o  =  —  >  so  wird  die  Linie  RS  mit  MN  zusammenfallen 
a 

und  somit  ist  jener  Punkt  die  Mitte  der  Berti hrungssehoe,  die  zu 
den  von  A  ausgehenden  Tangenten  gehört.  Zieht  man  in  den 
Punkten  M  und  8,  R  und  N  (die  selbst  veränderlich  sind)  Tan- 
genten an  den  Kreis,  so  schneiden  sich  je  zwei  solche  (z.  ß.  die 
von  M  und  S,  von  N  und  R  11.  s.  f.)  in  einem  Punkte,  und  alle 
diese  Punkte  liegen  in  einer  durch  A  gehenden  mit  RS  parallelen 
geraden  Linie. 

Bewegt  sich  der  Punkt  A  "in  einem  Kreise,  dessen  Halb- 
messer OA  und  dessen  Mittelpunkt  O  ist,  so  bewegt  sich  der 
Durchschnittspuukt  der  Sehnen  RN,  MS  in  einem  Kreise,  des- 
sen Mittelpunkt  O  und  dessen  Halbmesser  —  ist 

Bewegt  sich  A  in  einer  durch  A  gehenden,  auf  OA  senkrech- 
ten Geraden,  so  bewegt  sich  dieser  iWchschnittspunkt  auf  einem 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  OA  zwischen  O  und  A  liegt,  wel- 

eher  durch  den  Punkt  O  geht  und  dessen  Halbmesser  ^  ist.  Ist 

also  P  der  ursprüngliche  Durchschnittspunkt,  so  ist  OP  der 
Durchmesser  dieses  Kreises. 


Das  bestimmte  Integral: 

J**  sin  jzx) .  sin  (cx)  sin  (6 x)  ^ 

0 

ist,  wenn  c>6  und  beide  positiv  sind,  tur 

— (6+c)  gleich  0, 

2  =  — (6  +  C)        „  — y. 

-(6+c)<z<-(c-o)  „ 

~~(c -6)     „  — 
-(c-6)<z<c-6  0, 
z  =  c—h  „ 

c— 6<x<c+6  „ 

n 

z—b  +  c     „  +  g. 
6+C<2=  +  Qo      „  +0. 
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XIX. 

Untersuchungen  über  einige  unbe- 
stimmte Gleichungen  zweiten  Grades, 
und  über  die  Verwandlung  der  Qua- 
dratwurzel aus  einem  Bruche  In 
einen  Kettenbruch. 

\  on  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  (iymniuium  zu  Stralsund. 


Eio  Haupt theil  der  folgenden  Untersuchungen  bezieht  sieh 
auf  die  Auflösung  der  unbestimmten  Gleicbnngen  ft^^httl—±i^ 
({*— Att*=±2  in  ganzen  Zahlen  t  und  u ,  w  ährend  f  und  h  gege- 
bene ganze  positive  Zahlen,  prim  zu  einander,  bedeuten. 

Die  Theorie  dieser  Gleichungen  scheint  nur  in  so  fern  als 
abgeschlossen  zu  betrachten,  als  bekanntlich  alle  Auflösungen 

derselben  durch  Verwandlung  von  ^  j  in  einen  Kettenbruch  ge- 
funden werden  können;  eine  genauere  Untersuchung  hat  mich 
aber  gelehrt,  dass  man  diese  Verwandlung  ganz  umgehen,  und 
die  kleinsten  Wertbe  der  in  Rede  stehenden  Gleichungen  aus  den 
kleinsten  Werthen  der  Gleichung  x*—/h  .y2'—\  durch  einen  höchst 
einfachen  Calcul  herleiten  kann.  Der  Nutzen  dieser  ReducHon  ist 
von  zweierlei  Art.  Erstens  besitzen  wir  von  Legendre  (Theorie 
des  nomhres.  Tomel.  TableX.)  eine  Tafel  der  kleinsten  Werthe 
der  Gleichung  x*  —  4y*=J:l  ffir  jede  nicht  quadratische  Zahl  A 
von  2  bis  10Ö3,  zweitens  kann  man  die  Gleichungen  f(2—hu1=±\r 
f{* — Äu*=  J:  2  nach  den  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  klassi- 
ficiren,  da  in  der  Folge  gezeigt  wird,  dass  jede  solche  Zahl  A  ent- 
weder gar  nicht,   oder  nur  auf  eine  Art  so  in  zwei  Factoren, 

Jnrira  zu  einander,  zerlegt  werden  kann,  dass  die  eine  oder  andere 
lieser  Gleichungen  autlösbar  ist. 

Die  genaue  Erforschung  derjenigen  Eigenthümlichkeiten ,  welche 
die  Verwandlung  der  Quadratwurzel  aus  einem  unächteo  Bruche 

Theil  XII.  1* 
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C  ^j)  m  emen  Kettenbrucn  darbietet,  bildet  die  Grundlage  der 
Resultate,  welche  in  den  folgenden  Blättern  mitgetheilt  werden. 
Von  Einfluss  sind  in  dieser  Beziehung  die  zwei  Haupteigenschaf- 
ten, das»  die  Periode  dieses  Kettenbruchs  mit  dem  zweiten  Quo- 
tienten beginnt,  und  symmetrisch  ist;  Legen dre  scheint  dies 
nicht  beachtet  zu  haben,  denn  nur  andern  Kettenbruche,  der  aus 
der  Verwandlung  der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  ent- 
steht, erweist  er  jene  Eigenschaften,  und  geht  dann  sogleich  zur 
Verwandlung  einer  Wurzel  der  Gleichung  /.r*  +  gx  +  A  =0  über, 
wo  sich  dieselben  im  Allgemeinen  nicht  wiederlinden.  Ueber- 

haupt  zeigt  die  Entwickelung  von  ^  -j.  eine  solche  Regelmässig- 
keit, dass  man  mit  ihr  beginnen,  und  die  Resultate  unmittelbar 
auf  deo  Fall,  io  welchem  j  eine  ganze  Zahl  ist,  übertragen  kann. 

Ich  werde  sie  also  von  vorne  anfangen,  und  dabei  einen  solchen 
Weg  einschlagen,  dass  damit  auch  der  Elementallehrc  einiger 
Nutzen  gebracht  sein  dürfte. 


1. 

Ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thtin,  werden  wir  die 
ganzen  Zahlen  /  und  h  prim  zu  einander,  und  h  >/ nehmen.  Um 

Vh 
y  in  einen  gewöhnlichen  Kettenbruch  zu  verwan- 
deln ,  hat  man  bekanntlich  x=  a  +  — ,  xx—  a,  +  — ,  x2=(h.  +~ »- 

&\  &2 

zu  setzen,  so  dass  überhaupt  an  diegrfisste  in  xn  enthaltene  ganze 

Zahl  ist.   xx>  x<l,  x3,       sollen,  wie  gewöhnlich,  vollständige 

Quotienten,  a,  ax ,  schlechthin  Quotienten  genannt 

werden.    Setzt  man         statt  i/  ~,  so  ist  xx=z  — =  — ■ 

flf  x—a  v/Ä — of 

=  ~[~^f>  also  von  der  Forra  V^+^i ,  wo  Ji=a/",  Di=h—alfy 
A=fh. 

Diese  nämliche  Form  nimmt  jeder  andere  vollständige  Quo- 
tient an;  denn  wenn  man  überhaupt  xx— V^  Ju  setzt,  so  kommt 

 1  JK  VÄ_ -f  (aaDn~Jn) 

"+1     Xn-Qn     VA-(aaD»—J»)  ~  [A-(aHDn-J»)*]:Dn  * 
und  dieser  vollständige  Quotient  hat  mithin  wieder  die  nämliche 

Fonn  A+1 
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ist. 

Die  letzte  Gleichung  wird  auf  eine  fflr  die  Rechnung  beque- 
mere Form  gebracht,  wenn  man  den  Ausdruck  A—~(onDn — Jn)* 
entwickelt,  und  auf  ahnliche  Art,  wie  Dn  Dn\i  =  A  —  J*n+i  war, 
Dn—^Dn—A — Jn*  setzt;  man  erhält  hiedurch 

Dn+ 1  =  Dn-t  +  On  C2Jn  —  auOn)=  Dn-x  +  ««  ( J*  -  Jn+l ). 

Von  den  Anfangs wertben  Jo—0 ,  l)0—fy  Jl=af,  Dl  —h  —  aa/*, 
entsprechend  der  Hauptgrüsse  x  und  dem  ersten  vollständigen 
Quotienten  xx ,  ausgehend ,  wird  man  also  die  Elemente  der  voll- 
ständigen Quotienten  am  leichtesten  nach  den  Formeln 

berechnen  können. 


2. 

Man  hat  es  bei  dieser  Berechnung  immer  nur  mit  ganzen 
Zahlen  zu  thun,  wie  aus  dem  Bildungsgesetz  der  Elemente  Jn» 
Du  nach  den  letzten  Formeln  des  vor.  Paragr.  unmittelbar  hervor 
geht.  Auch  sind  diese  Elemente,  welche  wir  im  Folgenden  resp. 
Zähler  und  Nenner  des  entsprechenden  vollständigen  Quotien- 
ten nennen  werden,  von  Anfang  an  positiv. 

Um  dies  auf  die  leichteste  Art  zu  erweisen,  werde  augenom- 
,  dass  Jn,  Dn  positiv,  und  Jn<VA  sei.    Dann  ist  zunächst 

Jn+i  positiv,  denn  sonst  wäre  Jn^onDn,    VA  -f-  Jn  >  2  an  /)«, 

VA-hJn 

— jj  >2on,  welches  gegen  die  Voraussetzung,  dass  dieser 

vollständige  Quotient  zwischen  «„  und  a„+l  liegt,  streitet 

Ferner  ist^±^>an,  VA>anDn-Ja,  d.  i.  VA>Jn+lf 

folglich  DnDn+t  ~A — J\+\  positiv,  also /Vd  positiv. 

Wenn  demnach  Jn,  Dn  positiv,  JnK,VA,  so  ist  auch  Jnfi, 
Dn+\  positiv,  Jn+xKVA.  Nun  sind  Jx,  Dx  wirklich  positiv, 
und  Jx  <V  A  (wie  leicht  erhellt),  folglich  sind  die  Elemente  jedes 
vollständigen  Quotienten  positiv,  und  der  Zähler  jedesmal  <VA. 


15» 
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3. 

Für  den  Nenner  DH  lassen  sich  Grenzen  finden,  welche  er 
nicht  uberschreitet;  die  Feststellung  derselben  wird  die  folgende 
Untersuchung  sehr  erleichtern,  und  zur  Bestimmung  des  Anfangs 
der  Periode  wird  man  die  Betrachtung  der  Näherungsbrfiche, 
welche  Legendre  in  der  Theorie  des  nombres.  Tome  I. 
§  V.  31.,  wo  er  von  der  Verwandlung  der  Quadratwurzel  einer  gan- 
zen Zahl  handelt,  zu  Hulte  nimmt,  ganz  umgehen  können. 

Es  ist  DnDtt+x  ={\  A  +  J^HV  A—J*y,  wo  beide  Facto- 
ren  rechter  Hand  positiv  sind,  feYner  ^—  ^  1  •  m'er  ^  A 

+        >         »  folglich  Dn>  VA—J„+X. 

Es  ist  ferner  V  A+Jn\x  —  V  A+a„  Dn— Jn>  \  A— Jn>0, 
folglich  V A  +  Jn+i  >  Dn.  Wegen  der  Gleichung  ÜnDn^x  — 
(y  A  +  Jn+i)  (V  A—  Jn+i)  ist  also  auch  V  A— Jn+X  < Dn\ x .  oder 
yA  —  Ja<sJ)n,  wobei  aber  zu  bemerken,  dass  in  der  letztern 
Ungleichung  der  Fall  w  =  0  ausgeschlossen  werden  muss,  wie 
leicht  erhellt.    Dies  giebt  nun  folgende  Grenzen: 

Z>n>  V  A— Jn(n  —  0  ausgenommen) 
<VA+J„, 

Dn^VA-Jn^ 

Noch  ist  zu  bemerken ,  dass ,  wenn  a  die  grosste  in  \^fh=z^  A 
enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet,  et  der  grosste  Werth  sowohl  für 
Ju,  als  für  Jn+i  ist,  wie  aus  Ja  oder  /«fi<V  A  unmittelbar 
folgt;  der  grosste  Werth  der  Summe  Jn-\-Jn+i—UnDn  ist  folglich 
2«,  also  kann  weder  un  noch  Dn  die  Grenze  2a  überschreiten. 

Daraus  nun,  dass  J  nicht  >a,  D  nicht  grosser  als  2a  wer- 
den kann,  und  beide  Zahlen  ganz  und  positiv  sind,  folgt  leicht, 
dass  die  Reihe  der  vollständigen  Quotienten ,  also  auch  die  Reihe 
der  Quotienten  des  Kettenbruchs,  periodisch  sein  wird. 


Um  den  Anfang  der  Periode  zu  bestimmen,  sei — jj — *  ein 

V  A  -\-  J  A-Ir 

vollständiger  Quotient,  welcher  einem  folgenden  — On^k  ^eic^ 
werde,  so  dass  also  Jn+k=Jn,  Z>n+*=/>«,  «n+k=an  ist. 
Aus  den  beiden  Gleichungen 

folgt  dann  augenblicklich,  dass  auch  Dn+k-x  —  Z>»-i  sein  muss. 


Digitized  by  Googl 


215 

Wir  haben  ferner 

oder 

b)  —J*\k-\  =(<!«_!  Z>«f  k-i  . 

Gesetzt  nun  die  Zahlen  Jn~i ,  »/n+*-i  wären  nicht  gleich,  son- 
dern 1°.  Jn+ k-x  >  Jn-t ,   so  wäre  nach  a)  an+k-t —ßn-x  positiv, 


und  mindestens  =1,  folglich  J„ik-i—Jn-\  ^  Dn-x.     Es  lässt 

sich  aber  mit  Hülfe  der  im  vor.  Paragr.  entwickelten  Grenzen  leicht 
zeigen,  dass  das  Letztere  nicht  der  Fall  sein  kann;  denn  VA  — Jn-\ 
</>(,_,  (n  =  l  ausgenommen),  und  Jn+k— \<„V  At  also  auch 
^«H-i  —Jn-i  <  Dn-i.  Zieht  man  die  Gleichung  b)  in  Betracht, 
so  zeigt  man  auf  dieselbe  Weise,  dass  2°.  die  Ungleichung 
«/■»*— i  <•/»-!  unmöglich  ist.    Daher  ist  =  7,-.,  und  in 

Folge  dessen  auch  nach  a)  oder  b)  ttn\k-i  —Un-i ,  d.  h.  die  Gleich- 
heit der  beiden  vollständigen  Quotienten  ^Jj~  >  ' 

bedingt  die  Gleichheit  der  ihnen  unmittelbar  vorhergeh.  *  A^    "~l  , 

^  *  *~! »  ausgenommen  den  Fall  n  —  1.    Die  Fortsetzung 

dieser  Schlösse  filhrt  also  zu  dem  Resultat  =  V  A+J*+k 

Demnach  rouss  der  erste  vollständige  Quotient  sich  wiederholen. 
Die  entwickelte  Grösse  selbst  — ^ wiederholt  sich  nicht,  viel- 
mehr wird  Jk  =  af,  Dk—f,  wie  auf  folgende  Art  gezeigt  wird. 

Aus  Dk—  ^  j)^k~  >  f=  ^  j)x*  '  ^  aus  ^i+*=*A» 
A+*  =  A  folgt  ih  =  f.  Ferner  ist  Jk  +  J1+k^akDk,  d.  i. 
Jk  +  af=fak,   Jk=f{ak-a).     Nun  ist  Jk  >  Vfl  -  f  (3.),  ~ 

=  «*  —  «>        —  1  und<  folglich  y  =  ojt  —  a  =  a  ,  also 

Jfc=n/,  a*=2ii.   Folgendes  ist  somit  erwiesen: 

Der  erste  vollständige  Quotient  ^i^1—=^^  kehrt  in 

der  Periode  zuerst  wieder,  letztere  schliesst  mit  dem  vollständig 

VA+Jk     VA  +  af  _ 
cen   Quotienten  — ~  =   ^ —  »  und  der  letzte-Quotient  (au) 

/  A 

der  Periode  ist  doppelt  so  gross  als  die  grösste  in  y  j  enthal- 
tene ganze  Zahl  a. 


• 
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5. 


V20. 
in  einen 

Kettenbruch  verwandelt.  Es  ist  also  /  =  3,  A  =  2Ö,  A=£0$  o=2. 
Nach  1.  findet  man  ohne  Mühe  folgende  zusammengehörige  Wcrthe: 


Jn 

«. 

0 

3 

2 

(5 

8 

1 

2 

7 

1 

5 

5 

2 

5 

1 

2 

8 

o 

3 

Ü 

Die  Periode  ist  hier  zu  Ende,  der  nächste  vollständige  Quo- 

V60+0 

tient  ist  wieder  der  erste  — g  f    der  letzte  Quotient  =2o. 

Man  sieht  aus  diesem  Beispiel  noch  Folgendes:  1°.  Die  Zahler 
einer  Periode,  6,  2,  5,  5,  2,6  bilden  eine  Reihe,  in  welcher 
die  von  den  Enden  gleich  weit  abstehenden  Glieder  (so  wie  die 
Endglieder  selbst)  einander  gleich  sind.  2°.  Dasselbe  gilt  von  den 
Nennern  8,  7,  5,  7,  8,  und  von  den  Quotienten  des  Keltenbruchs 
1,  1,2,  1,  1,  wenn  man  die  letzten  Elemente  der  Periode  nicht 
in  Betracht  zieht.  Diese  Bemerkung  findet  Anwendung  in  allen 
übrigen  Fällen,  was  jetzt  bewiesen  werden  soll. 

Es  sei  innerhalb  einer  Periode  Jm  =  J„,  />«,_,=/>„, 
dann  ist  wegen  />m=-^— >  Dn-x  z^^-~-y  auch  Dm=Ün-x- 

Ferner  ist  Jm+x  =  amDm  —  Jm,  Jn-l  =  a„-l  Dn-i—Jn,  folglich 
nach  der  Annahme,  und  nach  dem  schon  Bewiesenen: 


a)  Jm+i  —        =  (am— )  Dn-x 


oder 


1»)  Jn-\  —  Jm  +  i  =  (ffn-i  —  dm)  Dm 

Wäre  nun  1°.  Jm+x>  Jn-x »  »°  wäre  nach  a)  am  — ««_,  posi- 
tiv, und  also  mindestens  =1,  folglich  Jm+x—  Ja-x  >  Dn-x-  We» 

ist  aber  unmöglich,  da  (nach  3.)  yA~Jn-x  <Dn-lt  also  wegen 
«'«i+iSV^  auch  Jm  +  \  —  Jn-x  <Pn-x  i**t.  Ware  2°.  Jm^ -x  <  J*-+, 
so  wfire  nach  b)  an—l — am  positiv,  und  also  mindestens  =  I, 

folglich  Jn-i—Jm+i^  Dm-    Dies  ist   wieder   unmöglich,  da 

(nach  3.)  VA —  Jm+ x  <  Dm,  also  wegen  Jr«-,<V  A  ,  auch 
Jn-x—  Jm+x  <*Dm  ist.    Es  ist  also  Jm  f !  =  Jn-x ,  folglich  nach 
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a)  oder  b)  auch  am~an-i .  d.  b.  aus  Jmr=zJn,  Dm-i  =  Dn  folgt 
=  ./„_!,  Dm=Dn-x ,       =  Nun  ist  wirklich  /,=«/* 

(=a/),  D0-Dk(=f),  folglich  nach  und  nach 

■ 

U.  S.  W.        U.  8.  W. 

Die  Elemente  haben  hiernach  in  jeder  Periode  folgenden 
Fortgang: 

Die  Zähler     J(  «/a  */3  Ji  J*J\ 

Die  Nenner    />,  Z>2  />,  / 

Die  Quotienten  crt   w4  at  *2a. 

Diese  Anordnung  der  Elemente  nenot  Legen dre  Symme- 
trie der  Periode. 


0. 

Von  jetzt  an  werden  wir  das  Hauptaugenmerk  auf  die  Fälle 
wenden,  wo  der  Nenner  eines  vollständigen  Quotienten  eine  der 
Zahlen  1,  2,  f,  2/*  wird.  Ich  bemerke  dabei,  dass  im  Fall  einer 
geraden  Gliederzahl  der  Periode  (k)  der  Nenner  />•*  Mittel- 
nenn  er,  und  der  Quotient  «■*  Mittelquotient  genannt  werden 
soll. 

Bei  vielen  Entwickelungen,  z.  B.  bei  denen  von^     ^  ^  , 

V  ^'  V  $  koranit  de'Nenner  1  vor'  ÖDeraU  nnr  einmal 
in  der  Periode,  und  stets  als  Mittelnenner.  Untersuchen  wir,  ob 
diese  Beobachtung  sich  in  allen  ahnlichen  Fällen  bestätigen  wird. 

Es  sei  also  Z>»=1.  Aus  VA  —  Du<Jn<VA  folgt  dann 
leicht  J„=Jnl,=a,  <rn=Jn+JHil='l«,  wo  a  die  grösste  m 
V/Ä—  VA  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet. 

Da  also  zu  dem  Nenner  Z>«=1  nur  ein  bestimmter  Zähler 
Jn  =  a  gehören  kann,  und  in  einer  Periode  nicht  zwei  gleiche 
vollständige  Quotienten  vorkommen  können,  so  wird  sich  der  Nen- 
ner 1  in  keinem  Falle  öfter  als  einmal  vorfinden.  Für  /  =  1,  oder 
wenn  es  sich  um  die  Entwickelung  der  Quadratwurzel  aus  einer 
ganzen  Zahl  handelt,  wird  seine  Stelle  am  Ende  der  Periode 
sein  (4.);  ist  aber  f  nicht  gleich  1 ,  so  folgt  aus  der  Symmetrie 
der  periodischen  Elemente  (5.),  dass  der  Nenner  1  nur  bei  gera- 
der Gliederzahl  der  Periode  (*),  und  zwar  als  Mittelncnner  vor- 
kommen kann. 
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Kommt  nun  der  Mittel nenner  1  in  der  Thai  vor,  so  ist  der 
mittlere  vollständige  Quotient  der  auf  ihn  folgende 

=  —2  «  oder  gleich  dem  ersten  vollständigen  Quotienten  in  der 

Entwicklung  von  V  fh  —  V  A.  Kennt  man  also  die  Periode  der 
Nenner  für  ^  j,  so  kann  man  daraus  unmittelbar  die  entspre- 
chende Periode  für  Vfh  herleiten,  indem  man  die  auf  den  Nen- 
ner 1  in  der  ersten  Enttvickelung  folgenden  Nenner  der  Reihe 
nach  hinschreibt ,  und  mit  dem  Nenner  1  abschliesst.  Es  sei  z.  B. 

(ßydsltdyßf)ßyöeleöyß  f  

die  Reihenfolge  der  Nenner  ftir  ^  j ,  wo  die  eingeklammer- 
ten Glieder  die  Periode  bilden,  so  wird  die  Reihenfolge  der  Nen- 
ner für  Vfh  diese  sein:  • 

(idyßfßyötl)tdyßfßyÖE  1  , 

und  zwar  müssen  die  eingeklammerten  Glieder  die  Periode  bilden, 
denn  in  der  Entivickcluns:  von  Vfh  ist  der  letzte  Nenner  immer 
=  1,  und  innerhalb  einer  Periode  kann  nur  ein  Nenner  den  Werth 
1  haben. 

Die  in  diesem  Paragraphen  entwickelten  Resultate  mögen  nun 
ihrer  Bedeutung  für  das  Folgende  wegen  zusammengestellt  werden : 

(1)  Verwandelt  man  ^  y\n  einen  Kettenbruch,  so 

kann  der  Nenner  1  in  jcderPeriode  nicht  öfter  als  ein- 
mal zum  Vorschein  kommen. 

(2)  Für  f=\  kommt  er  am  Ende  der  Periode  stets 
vor.  Für  />  1  und  für  eine  ungerade  Gliederzahl  wird 
er  niemals  angetroffen;  bei  gerader  Gliederzahl  kann 
er  vorkommen,  und  zwar  als  Mittelnenner. 

(3)  Ist  der  Mittelnenner  1  vorhanden,  so  kann  man 
aus  der  Periode  der  Nenner  für  ^  j  die  Periode  für 

Vfh,  wie  oben  gezeigt  worden,  ohne  Rechnung  herlei- 
ten; die  letztere  enthält  dieselbe  Anzahl  von  Glie- 
dern, ihr  Mitteinenner  ist  immer  =/". 

Es  versteht  sich,  dass  eine  ähnliche  Bemerkung  auch  fär  die 

Zähler,  und  für  die  Quotienten  gilt;  z.  B.  für  ^  -r  ist  die  Reihe 

der  Quotienten  1  (2  1  12  1  2  2)  2  1  12  ,  die  Periode  durch 

(  )  angedeutet,  der  Mittelnenner  1  vorhanden;  die  Reihe  der 
Quotienten  für  V45  wird  sein  6  (1  2  2  2  1  12)  1  2  2.... 

Ferner  verdient  Folgendes  bemerkt  zu  werden.  Es  ist  oben 
bewiesen,  dass  kein  Quotient  die  Grenze  2o  überschreiten  kann. 


> 


f 
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Es  lägst  sich  zeigen,  dass  der  Quotient  2a  selbst  nur  einmal 
in  der  Periode,  und  zwar  als  Endnenner,  oder  als  Mhtelnenner 

vorkommen  kann,  jenachdem  j  eine  ganze  Zahl,  oder  keine 
ganze  Zahl  ist. 


Ist  nämlich  «„=2«,  also  J„  +  =  2a  Z)„,  so  muss  wegen 
«/■+«/■+!  ^2a,  /)n  =  l  sein,  und  daraus  folgt  die  Richtigkeit  der 
Behauptung. 

(4)  Es  sei  A=fh=f'  h' ,  wo  f  und  A,  sowie  /"'  und  h' 
prim  zu  einander  seiu  sollen,  auch/^1,  A>/i 
n'  >  /*'  angenommen  wird.  Ich  behaupte,  dass  der 
Mittelnenner   1  in   den    beiden    Ent wickelungeo  von 

V  7*  V  T'  n*6  ZU  ^erse'DeD  ^eit  vorkommen  kann. 

Dies  zu  beweisen,  sei  (ß  y  d  1  etqf)ßy&letnf  .... 
die  Reihe  der  Nenner  fär  ^  j ,  wo  die  Periode  durch  (   )  an- 

rieutet  worden.  Bemerkt  wird,  dass  kein  Buchstabe  den  Werth 
haben  kann  (1).    Fände  sich  nun  in  der  Entwickelung  von 

^  j,  der  Mittelnenner  l  ebenfalls,  so  wäre  der  mittlere  vollstän- 
dige Quotient  =  V/'  h'  +  «'  ^  ^  gr~sste  in  vph,  entnaitene 

ganze  Zahl);    nun  ist  f  h'=fh,  also  «'  =  «,  folglich  wären  die 

/  A  1  h' 

beiden  mittleren  vollständigen  Quotienten  für  ^  ^und  ^  y,  ein- 
ander gleich,  und  die  Reihenfolge  der  Nenner  fär  die  letztere 
Wurzel  vom  Nenner  1  an  würde  somit  diese  sein :  1  f  £  f  ($  y 
d  1  e  f  rj  /*,.... ,  wobei  das  erste  1  die  Mitte  der  ersten ,  das  zweite 
die  Mitte  der  zweiten  Periode  bilden  wird;  beide  Perioden  be- 
stehen aber  aus  gleich  viel  Gliedern,  daher  wurde  die  erste  Pe- 
riode offenbar  mit  dem  Nenner  f  abschliessen.  Nun  ist  uach  dem 
Vorhergehenden  der  letzte  Nenner  =  /,/,  also  wäre  f  =  f,  gegen 
die  Voraussetzung. 


7. 

Zu  dem  Nenner  />n=2  kann  ebenfalls  nur  ein  bestimmter 
Zähler  Jn  gehören.  Denn  es  ist  (3)  \/A  —  2  Jn  <  V ~Ay 
VA—  2<  Jn+x  <.V-A  t  daher  Jn  oder  Ja  H  entweder  =  a  oder  =a— 1 
(«  bat  immer  die  obige  Bedeutung).  Es  ist  ferner  2/>»_,=.d— ./„*, 
<2Dn+}Z=A  —  «/2nfi,  also  Jn  oder  Jn\\  stets  so  beschaffen,  dass 
A — Jn*  oder  A  —  J*n+i  gerade  ist,  oder  diese  Zahlen  sind  mit 
A  zugleich  gerade  oder  ungerade.  In  keinem  Falle  wird  es  also 
zweifelhaft  bleiben,  ob  Jn  oder  J„il—a  oder  —u — 1  ist.  Z.  B.  fär 
/  25 

Y  wo  ,4  =  75,  o  =  8,  ist  0Ä=2,   J%  ungerade,  folglich 
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J*  =  J3  =  7  (=a  —  1).  Für  ^Ij-  dagegen,  wo  A  =  15,  «  =  3,  ist 
/>,  =  2 ,  7j  ungerade  ,  folglich  Jt  =  J2  =  3  (=  «). 

Uebrigens  ist  auch  an  bestimmt;  denn  JB+ «/n+ 1  =  o« Ün—*lan, 
Jn=  «/n+i,  also  an=Jn.  Nur  findet  hier  die  Umkehrung,  dass 
zu  dem  Quotienten  « — 1  oder  a  der  Nenner  2  gehören  rauss,  im 
Allgemeinen  nicht  statt,  weshalb  ein  solcher  Quotient  in  der  Pe- 
riode auch  Öfter  als  einmal  vorkommen  kann. 

Durch  Schlösse,  welche  denen  in  6.  ganz  ähnlich  sind,  ge- 
langt man  nun  zu  folgenden  Resultaten: 

(1)  Der  Nenner  2  kann  in  der  Periode  für  ^  j 
nicht  öfter  als  einmal  zum  Vorschein  kommen. 

(2)  För  /=2  kommt  eT  am  Ende  der  Periode  stet« 
vor.  Für /"nicht  =2  uud  für  eine  ungerade  (iliederzahl 
wird  er  niemals  angetroffen;  bei  gerader  Gliederzahl 
kann  er  vorkommen,  und  zwar  als  Mittelnenner. 

(3)  Wenn  A  =  fl=f'h't  f  und  h  sowohl,  als  f  und 
/*'  prim  zu  einander  sind,  und  weder /"noch  f  =  2,  auch 
/*>/",  /*'>/"',  so  wird  der  Mittelnenner  2  in  den  beiden 


Entwickclungen  von  ^  y,  ^  -  t  nie  zu  derselben  Zeit 
vorkommen. 

(4)   Ist  f  weder  =1  noch  =2.  so  werden  in  der  Ent- 
A  I  ft 

Wickelung  von  y  j  die  beiden  Neun  er  1  und  2  deshalb 

nicht  zu  derselben  Zeit  vorkommen,  weil  der  Mittel 
neouer  nicht  zugleich  1  und  2  sein  kann. 


8. 

Ist  Dn=f,  so  hat  man  \/A-f<Jn  <VA,  ^-1<j  < 

jr  J 
Wenn  nun  -ys'eine  ganze  Zahl,  so  wird  ->  ~a  (a  die  griisste  in 

Vh 
j  enthaltene  ganze  Zahl),  J„=af.  Daraus  folgt,  dass  zudem 

Nenner  f  nur  ein  bestimmter  durch  f  tbeilbarer  Zahler  ./„  gehören 
kann.  Wenn  die  Zahl  /  alle  ihre  Primfactorrn  nur  in  der  ersten 
Potenz  enthält,  d.  h.  durch  kein  Quadrat  theilbar  ist,  so  fol?t 
ans  f  lXn^\=fh  —  Jn2,  dass  nicht  bloss  Jn*,  sondern  auch  Jn 
selbst,  durch  f  theilbar  ist,  und  in  diesem  Folie  wird  folglich 
Jn  —  af  sein.  Enthält  aber  /"einen  quadratischen  Factor,  so  ist 
nicht  oothig,  dass  7"  durch  /"theilbar  ist,  wenn  es  auch  Jn*  ist, 
und  zu  dem  Nenner  f  wird  also  auch  ein  anderer  Zähler  als  af 
gehören  dürfen.    Hieraus  folgt: 
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Ist  der  Nenner  f  durch  kein  Quadrat  theilbar,  so 
kommt  er  in  der  Periode  mir  einmal,  nämlich  am  Ende 
derselben  vor;  im  entgegengesetzten  Falle  kann  er 
aber  öfter  vorkommen,  jedoch  nur  mit  einem  solchen 
Zähler  zusammentreffen,  dessen  Quadrat  ein  Viel- 
faches von  f  ist. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  in  der  Eutwickelung  von  \/fh 
der  Nenner  f  in  der  Mitte  der  Periode  vorkommen  wird. 

Beispiel.   Für       ^  =  ^i—  erhält  man  folgende  Elemente : 


Jn 

Dn 

<r 

9 

~r 

ü 

8 

2 

0+ 

i 

13 

1 

6 

9 

'2 

12  ! 

1 

12 

9 

2 

0 

13 

1 

7| 

8  , 

2 

y  1 

9  I 

2 

Der  Nenner  9  kommt  nicht  bloss  am  Ende  der  Periode  vor, 
sondern  ausserdem  noch  zweimal,  an  beiden  Stellen  durch  9 
theilbar,  nämlich  7n2  =  36  und  «/„2=144,  aber  nicht  Jn  selbst. 


9. 

p 

Es  sei  endlich  D*=Vf.  Es  ist  dann  VfDn-^A—Jn2 
=//»— Jn*,  J«2  theilbar  durch  £  Ist  /"durch  kein  Quadrat  theil- 
bar, so  wird  es  folglich  ein  Theiler  von  J„  sein.  Nun  ist  aber 

V^-2/<J„<VJ,  ^-2<y  folglich,  wenn  ^  eine 

ganze  Zahl  ist,  -^entweder  =«  oder  =  rt— 1;  in  jedem  Falle  ist 

Jn 

aber  der  Werth  von  yr  bestimmt;  denn  für  Jn~f'Jn  wird  2/>fl_, 

=h  —  fJnK  folglich  ,/'n  so  zu  nehmen,  dass  die  Differenz  h—fj'n* 
eine  gerade  Zahl  ist    Daraus  fliesst: 

Wenn  die  Zahl  f  durch  kein  Quadrat  theilbar  ist, 
und  die  Gliederzahl  derPeriode  ungerade,  so  wird  der 
Nenner  2/  nirgends  angetroffen  werden;  hei  gerader 
Gliederzahl  kann  er  sich  vorfinden,  und  zwar  als 
Mittelnenner. 

V23  'V'391 
17  =  ~~ 27"  erhalt  man  folgende  Werthe. 

von  denen  der  Mittelnenner  =  34  ist  : 
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» 

Da 

i\ 
u 

M.  1 

1 

1 

17 

fi 
U 

IQ 

7 

4 

lfi 

1 

U 

10 

3 

19 

3 

12 

17 

34 

1 

17 

3 

12 

19 

10 

3 

11 

27 

1 

16 

;» 

7 

19 

6 

6 

17 

17 

2 

10. 

Wir  ziehen  jetzt  die  Naheruugsbrfichc  mit  in  Betracht.  Zwei 
auf  einander  folgende  Naherungsbriiche  fiir  V     seien  ^ ,  —  ,  der 

auf  den  letztern  folgende  vollständige  Quotient  ^—jy- — 5  dann  ist 
nach  dem  Bildungsgesetz  dreier  benachbarter  Näherungsbrüche : 

h  y~u")  +  ?<> 

Bringt  man  diese  Irrationalgleichung  auf  die  Form  m\n\/A^=Q> 
und  setzt  dann,  wie  es  nicht  anders  sein  kann,  m=0,  n=0,  so 
kommt 

qJ+qoD-fp=0, 
pJ  +  p0D-kq=Q; 

daraus  ) 

(p</o~Poq)D=fp'i  -A*2, 

\       wo  pq0  — po^r=±l  ist. 

Man  kann  also  der  unbestimmten  Gleichung /Y* — hu*=±D 
durch  ganze  Zahlen  l=p,  u~q  genügen,  wenn  in  der  Entwicke- 

lung  von  y  j  der  Nenner  D  vorkommt,  und  der  Naherungsbruch 

^  so  beschaffen  ist,  dass  das  Vorzeichen  von  fp*— Ay*mit  dem  in 

obiger  Gleichung  übereinkommt,  p  und  q  sind  bekanntlich  rela- 
tive Primzahlen. 


igmzea  Dy 


Googl 


Umgekehrt,  wenn  der  Gleichung  ff1 — h n*  =  I: D  durch  zwei 
ganze  Labien  t—p>  «=«y,  welche  prim  zu  einander  sind,  genügt 

werden  Unn ,  und  ».»erden,  D<VA  M.  «o  n,n«  |  eine,  der  cn- 

vergirenden  Brüche  von  ^  j:  sein.   Wegen  de«  Beweises  dieses 

wichtigen  Theorems  sei  es  erlaubt  zu  verweisen  auf  Legend  re 
Theorie  des  nombres.  Tome  !.  $.  XII.  und  auf  Mindings 
Anfangsgrunde  der  hobern  Arithmetik.  9.  Abschnitt. 
Lehrsatz  6. 


v 


von 


11. 

Lehrsat:.    Die  Gliederzablen    der   Perioden  für 
j  und  v/A  sind  zugleich  gerade  oder  ungerade. 

Beweis.    Bezeichnet  man  den   vorletzten  Näherungsbruch 

VA  v 
-z  in  der  ersten  Periode  durch        so  hat  man 
/  9 

fp*  —  hq1=+f  fär  eine  gerade  Gliederzahl, 
fp*— Af/a=—  f  für  eine  ungerade  Gliederzahl. 

Nach  10.  ist  nun  ferner,  da  J=af,  D—£\si,  pfif+p0f—hq 
=0,  also  hq  durch/*  theilbar,  und  da  A  und  /  relative  Primzahlen 
sind,  q  ebenfalls.  Statt  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 
kann  man  also  die  beiden  folgenden  setzen: 

P*-/*  + 1  •  !>«-/*  (ff=- 1  • 

(1)  Ist  nun  die  Gliederzahl  der  Periode  fiir  W  y  ungerade, 

so  existirt  die  letzte  der  beiden  Gleichungen*,  d.  h.  die  unbe- 
stimmte Gleichung  x*  —  ßy*=—  1  ist  durch  die  ganzen  Zahlen 

x=^p  ,  lösbar,  und  daraus  folgt  mit  Beachtung  von  6.  (1) 

und  (2)  und  von  (10)  leicht,  dass  die  Gliederzahl  der  Periode  fär 
V/A  ebenfalls  ungerade  ist. 

(2)  Umgekehrt,  wenn  die  Gliederzahl  für  yfh  ungerade  ist,  so 
mugs  sie  für  y'  y  ebenfalls  ungerade  sein.  Bezeichnet  man  näm- 
lich den  vorletzten  Näherungsbruch  io  der  ersten  Periode  für 
V/A  durch       so  ist  x*—fh.y*  =  —  \,  folglich  fx%—h . (fy)*=—f; 

y  x  i  Ä 

aber  /"<V/A,    daher  (10)  yr  ein  Näherungsbruch  von  y  jf '  au* 

VA  +  J 

welchen  der  vollständige  Quotient  — y—  folgen  mag.  (Der  Nen- 
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ner  ist  nämlich  immer  =/}.  Setzt  man  nun  in  10.  D=f,  p— .t, 
q=fy,  so  kommt  ~J=fxp0—fhyq0t  folglich  %/  durch  /*  theilbar, 

also  nach  8.  7=o/*,  der  vollständige  Quotient  ^t^s-^Ütf 

steht  somit  am  Ende  der  Periode,  oder  der  Bruch  =-  istdervor- 

^  /, 

letzte  Näherungsbruch  in  irgend  einer  Periode  für  ^  j  •  Daraus 
folgt,  das»  die  Giiederzahl  für  diese  Wurzel  ungerade  ist;  denn 
wäre  sie  gerade,  so  würde  lur  jeden  solchen  Bruch  —  die  Glei- 
chung fp-—hf/*=  +  f  statt  haben. 


12. 


x    x'  x" 


Es  seien       — ,  die  vorletzten  Näherungs- 

bruche  resp.  in  der  lten,  2ten,  3ten...  Periode  von  v/Ä» 
n'  n" 

>  —, »  it , ....  die  entsprechenden  Näherungsbrfiche  von 
^  /  /t  ^ 

Y  y>  deren  Nenner  nach  11.  sämmtlich  durch  f  theilbar 

sind.  Setzt  man  nun  q=rf,  q'—r'f,  </' =Tnf....,  so  werden 
je  zwei  überei  ii  anders  teilende  Glieder  der  beiden  fol- 
genden Reihen 

X     X*     X^  X 
( a  I         »      /  y      fi  *      in  ,  

y  y   y  y 
(h\  £  p!  p!  pH 


vollkommen  identisch  sein. 

/> 

Dies  zu  erweisen  ,  sei  irgend  ein  Bruch  der  zweiten 
Reihe,  &  =  Rf;  dann  ist  fP*  —  h&*=±f,  oder  P*—fh.lP=A-\, 
folglich  ß  irgend  einem  Gliede  der  ersten  Reihe  gleich. 

X 

Ist  umgekehrt  ~p  irgend  ein  Glied  der  Reihe  (a),   so  ist 

X*—ß.F*=±\,  oder  /,^a-Ä.(/,F)»=+/?,  daher  nach  11. 
dem  vorletzten  Näherurigsbruch   irgend  einer  der  Perioden  für 
y  j  gleich,  d.  h.  X=P,  fY=6,  oder  A=P,  F=Ä. 


Da 

einem 


also  jedes  Glied  einer  der  beiden  Reihen  (a) ,  (b)  irgend 
Gliede  der  andern  Reihe  gleich  ist,  und  umgekehrt,  da 
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ferner  aus  der  Art,  wie  die  Nfiherungsbniche  gebildet  werden, 
erbellt,  dass  Zähler  und  Nenner  in  den  beiden  Reihen  (a)  und  (b) 
fortwährend  wachsen,  so  folgt,  dass  nur  die  ubereinand  ersteh  en- 
den Glieder  gleich  «ein  können. 

P    P1  P* 

Will  man  also  die  Brüche  r-,      >  Sr»»»  berechnen,  so  be- 

x'    x»    9  9 

rechnet  man  nur  — ,  und  multiplicirt,  die  Zähler  beibe- 

haltend ,  jeden  Nenner  mit  f. 

Z.  B.   Es  seien  die  Näherungsbrüche  ^  fflr  ^\  bestim- 
Verwandelt  man  \/10  in  einen  Kettenbruch,  so  kommt 

x     3   1*.)    117   721    4443  " 
'  y-  'V  0 37  '  228'  1405 } 


folglich 


p  3  19  117  721  4443  . 
q  -V  12'  74  '  456  *  2810' — 


9 

Zu  denselben  Werthen  von  "  gelangt  man  direct  durch  Ent- 

V5  9 
2  in  einen  Kettenbruch. 


13. 

» 

Auflösung  der  Gleichungen 

(a)  fp*-hq*=+f, 

(b)  fp*-hq*=-f. 

(1)  Ist  f  durch  kein  Quadrat  theilbar,  so  muss  es  offenbar 
in  q  aufgehen;  setzen  wir  also  q=fr ,  so  verwandelt  sich  die  auf- 

zulusende  Gleichung  in  p*—  fh.r2=±  1 ,  d.  h.  p  und  jfr  müssen 

der  Gleichung  or2— fh.y2=±\  genügen.  Umgekehrt,  wenn  p  und 
r  Werthe  der  letztern  Gleichung  sind,  so  sind  p  und  fr—q 
Werthe  der  vorgelegten  Gleichung.  Hieraus  ergiebt  sich  mit  Be- 
achtung der  in  11.  und  12.  erhaltenen  Resultate  ( die  Gliederzahl 

.  /  A 

der  Periode  flu*  y  ^soll  durch  k,  die  für  V/A  durch  K  bezeich- 
net werden): 


*)  Du«  man  ans  dum  Näherangabruch  der  ersten  Periode  die  in 
den  andern  Perioden  auf  eine  einfache  Art  herleiten  kann,  bedarf  wohl 
kaum  der  Erinnerung. 
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et)  Ist  A  gerade,  so  ist  die  Gleichung  (b)  eben  so  wie 
x^—fh.y2— — J  unmöglich;  dagegen  erhält  man  alle  Auflösungen 
der  Gleichung  (a)  durch  die  Formeln  p=xy  t/=zfy,  wo  x  und  y 
zwei  beliebige  Werthe  der  Gleichung  x1  —  ß.y*=z  +  l  bedeuten. 

ß)   Ist  K  ungerade,  so  sind  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  beide 

x    x*  x11 

möglich,  und  wenn  die  Brüche  -  ,  —  »  die  im  vorig. Paragr. 

.V   y    y  . 

x  x 

angegebene  Bedeutung  haben,  so  werden  in  der  Reibe  "ßj  '  Jy ' 

j^i ,         die  -  Brüche  ungeraden  Ranges    alle   Auflösungen  der 

Gleichung  (b),  die  Brüche  geraden  Ranges  alle  Auflösungen  der 
Gleichung  (a)  liefern. 

Anmerkung.    Man  kann  die  vorgelegten  Gleichungen  auch 

durch  Verwandlung  von  ^  j  in  einen  Kettenbruch  auflösen.  Nach 

8.  wird  der  Nenner  f  in  jeder  Periode  nur  einmal,  nämlich  am 

p    p'  pn 

Ende,  vorkommen,  und  wenn  man  also  die  Brüche  Sir,  ... 

(vergl.  den  vor.  Paragr.)  berechnet,  so  werden  alle  t?er  Gleichung 
(a)  gentigen,  wenn  k  gerade;  dagegen  die  von  ungeradem  Range 
der  Gleichung  (b) ,  die  von  geradem  der  Gleichung  (a),  wenn  k 
ungerade  ist. 

(2).  Es  sei  /  durch  ein  Quadrat  theilbar.  Man  setze  fzzd*f*t 
so  dass  f  durch  kein  Quadrat  mehr  theilbar,  also  das  grösste 
in  /'  enthaltene  Quadrat  ist,  welches  man  durch  Zerlegung  von  £ 

in  seine  Primfactoren  leicht  bestimmt;  dann  kommt  AT**-^^) 

=  ±/v,  wobei  zu  bemerken,  dass  ~  eine  ganze  Zahl  ist  Lösen 
nun  x  und  y  die  Gleichung  x2—fh.y2=±l  auf,  so  ist  nach  (1) 
p  =  x,  ^=zf'y,  folglich 

p=*>  q=*ry=% 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  in  diesen  Formeln  alle 
Auflösungen  der  Gleichung  (a)  oder  (b)  enthalten  sind,  nicht  bloss 
die,  bei  welchen  p  und  g  relative  Primzahlen  sind.  Das  grösste 
gemeinschaftliche  Maass  von  p  und  q  wird  immer  das  von  x  und 
#  sein ,  wie  leicht  erhellt. 

Anmerkung.    Verwandelt  man  \l  j  in  einen  Kettenbruch, 

in 
V     P  P 

und  berechnet  wieder  die  Näherungsbrüche  ^,  >,  ^V,..,  so  wer- 
den sie  alle  der  Gleichung  (a)  oder  (b)  genügen;  man  muss  aber 
nicht  glauben,  dass  dadurch  alle  Auflösungen  der  Gleichungen 
erhalten  würden;  denn  der  Nenner  f  kann/  wenn  er  durch  ein 
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Quadrat  theilbar  ist,  an  mehreren  Stellen  der  Periode  vorkommen. 
Ueberdies  liefern  die  Näherungsbrüche  von  ^  j,    wenn  man 

auch  alle  dem  Nenner  f  entsprechende  in  Betracht  zieht,  nur 
solche  Zahlen,  welche  prim  zu  einander  sind. 

Erstes  Beispiel.  Es  sei  die  Gleichung  qp2— 17 ±9 
vorgelegt,  wo  /  =  9,  Ä  =  17,  d=3,  /~'=1.  Die  aufzulösende 
Gleichung  ist  also  — 17 £^=±1,  K  ungerade,  die  Näherungs- 
bruche : 

-    +     -  + 
4    33    268  2177 
1  *  8*'  65  '  528 

wo  die  Zeichen  über  den  Brüchen  andeuten,  ob  diese  dem  obern 
oder  untern  Zeichen  der  Gleichung  a? — 17y*=±l  entsprechen. 
Multiplicirt  man,  die  Zahler  beibehaltend,  alle  Nenner  mit  #/T=3, 
f»oJ erhält  man  die  Brüche,  welche  den  vorgelegten  Gleichungen 
genügen,  nämlich 

-    +    -  + 
4    33   '268  2177 
3'  24*  195'  1584' ' 


Die  Zahlen  33  und  24  genügen  wirklich  der  Gleichung  9p*— 17  ry2 
=  +0,  aber  sie  sind  nicht  prim  zu  einander. 

Zweites  Beispiel.  Gleichung  72p*— 95o;a=  ±72,  /=72 
=6». 2.  /*=2,  &=6,  ^=12.  Die  aufzulösende  Gleichung 
sc*—  190ya  =  i  1-  ist  nur  für  das  obere  Zeichen  losbar,  die  klein- 
sten ihr  genügenden  Zahlen  sind  #=52021,  «=3774  (Legendre 
Theorie  des  nombers.  Table  X.),  folglich  die  vorgelegte 
Gleichung  ebenfalls  nur  für  das  obere  Zeichen  lösbar,  und  die 
kleinsten  Werthe  />=x=52021,  ?=12y=45288. 

In  der  That  erhält  man  diese  Auflösung  durch  directe  Ver- 
4/«5     V6840     82  +  ...  .  . 
Wandlung  von  V  72= — f±      — 10  einen  Kcneobrucb. 
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14. 

Auflösung  der  Gleichungen 

(a)  /]p*-V=  +  l, 

(b)  />«-A^=-l. 

Mit  gehöriger  Beachtung  alles  dessen,  was  in  6.  gesagt  wor- 
den, und  Vieh  an  tlen  in  11.  bewiesenen  Lehrsatz  erinnernd,  er- 
hält man  sogleich  folgende  Resultate: 

(1)  Ist  die  Gleichung  x*—flt.y2=. — 1  möglich,  so  ist  weder 
die  Gleichung  (a)  noch  die  Gleichung  (b)  möglich. 

(2)  Ist  diese  Gleichung  aber  unmöglich,  so  kann  eine  der 
Gleichungen  (a)  oder  (b)  möglich  sein,  aber  nie  beide  zugleich,  jene 
nämlich,  wenn  k  (oder  K)  von  der  Form  4m,  diese,  wenn  k  von 
der  Form  4wi+2  ist.  Um  in  dieser  Hinsicht  die  etwanlgen  Auf- 
lösungen zu  finden,  wird  man  ^  -j.  in  einen  Kettenbruch  verwan- 
deln .  und  auf  den  Mittelnenner  Acht  haben;  ist  dieser  nicht  =1, 
so  giebt  es  keine  Auflösung,  ist  er  wirklich  =1,  so  berechnet 
man  die  unmittelbar  vorhergehenden  Convergenzbruche  in  den  ver- 
schiedenen Perioden,  und  erhalt  dadurch  eben  so  viele  Auflösun- 
gen der  einen  oder  andern  Gleichung. 

(3)  Es  ist  entweder  gar  nicht,  oder  nur  auf  eine  Art  mög- 
lich, die  Zahl  A  in  zwei  Factoren  /  und  A.  prim  zu  einander,  so 
zu  zerlegen,  dass  eine  der  Gleichungen  (a),  (b)  möglich  ist. 

Ich  werde  nun  aber  zeigen,  wie  sftmnitliche  Auflösungen  der 
Gleichung  (a)  oder  (b)  sich  aus  denen  der  Gleichung  x±—fh.y't=  1 
durch  eine  höchst  einfache  Rechnung  herleiten  lassen. 

Da  es  nur  bei  gerader  Gliederzahl  Auflösungen  giebt,  so  sei 
y  ß  2  a  die  erste  Periode  des  Kettenbruchs  für 

^  j,  (o  also  der  Mittelquotient,  ferner  sei  der  raitt- 
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lere  vollständige  Quotient,  ^  jy  der  nächst  folgende,  der 
dem  Quotienten  co  vorhergehende  Näherungsbruch  =  ~  ,  der  die- 
sem vorhergehende  =^°,  endlich  der  dem  letzten  Quotienten  2a 

*  P 

vorhergehende  Näherangsbruch  =  ^  «  Nun  ist  bekanntlich 

'/»  _  -L  i 
t)     A+  .  .  .  ,  -'  -1, 


also 


P  _  p(qa>-\  (/o)+Poq  _p(qa>+2qo)+Po<r-pqo 

Q      qiqa+qoHloq     ~      V(9°  +  29o) 

Ferner  (nach  10.)  ©J+r/0ö— fp=0;  substituirt  man  den  sich  hier- 
aus ergebenden  Werth  von  q0  in  ooj  +  2^0>  und  beachtet,  dass 
Da*—2J=J'—J  und  J'=J  ist,  so  kommt 

Mit  Hülfe  dieses  Werthes  wird  nun 

p=zJ^^1>  e=  d  >  +l=Poq-pqo> 

Bedeutet  jetzt-  den  dem  letzten  Quotienten  der  ersten  Pe- 
riode von  yß  vorhergehenden  N&herungsbruch ,  so  ist  (nach  12.) 
P=x,  &—fyi  folglich  hat  man  statt  der  vorhergehenden  Glei- 
chungen die  folgenden : 

Setzt  man  nun  D  =  l,  so  geniigen  die  Zahlen  v  und  g  der 
Gleichung  //>* — äo*=4;1  ,  wo  das  obere  und  untere  Zeichen  resp. 
mit  dem  obern  und  untern  in  dem  vorhergehenden  Werthe  von  x 
congruirt,  und  zu  ihrer  Bestimmung  führen  die  Gleichungen: 

x  =  2fr*?l,  y=z2pq. 

16* 
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x4-l 

Aus  der  ersten  derselben  ergiebt  sich  —  fp2 ,  ferner  hq* 
nxl     fT±l  +  2  xjl 


Man  sieht,  dass  weder  die  Gleichung  (a)  noch  (b)  möglich, 
wofern  nicht  x  ungerade,  y  gerade  ist. 

Beispiel.    Gleichung  2/?2— 15 o*=+l.  Die  kleinsten  Werthe 
der  Gleichung  x2  —  30 t/2  =  1  sind  ar=ll,  y=2,  wahrend  die  Glei- 
,  chung :r2— 3ü«2— — 1  unmöglich  ist(Theorie  d.  nombres  Table X), 

'(*+lM>,  i(.r— 1)=5,  /=2,  fcl5,  keine  ganze  Zahl, 

daher  die  vorgelegte  Gleichung  unmöglich. 


15. 


AusNro.  (3)  des  vor.  Paragr.  wissen  wir,  dass  es  nur  ein  Paar 
Factoren  voo  A  gieht,  für  welches  die  Gleichung  (a)  oder  (b) 
möglich  ist.  Diene  Factoren  f,  h  lassen  sich  aus  den  bekannten 
Werthen  von  x,  y  unmittelbar  herleiten.  Da  nämlich  {(x+l) 
—fp*»  \y=P9»  *0*l~l)=ty%t  so  ist  offenbar  für  das  obere  Zei- 
chen p  dass  grösste  gem.  Maass  zwischen  K-r-f-l)  und  \y,  fj  das 
grösste  gem.  Maass  zwischen  i(x—l)  und  ly,  tiir  das  untere  Zei- 
chen verhalt  es  sich  umgekehrt.  Aus  den  so  bestimmten  Wer- 
then von  p  und  q  ergeben  sich  dann  ferner  f  und  /i. 

Beispiel.  Es  soll  untersucht  werden,  ob  A=\2l  sich  so 
in  zwei  Factoren  (dass  sie  prim  zu  einander  sein  sollen,  braucht 
nicht  immer  wieder  gesagt  zu  werden)  zerlegen  Uisst,  dass  Glei- 
chung (a)  oder  (b)  möglich  sei.  —  Die  Gleichung  x* — 124y*= — 1 
ist  unmöglich,  Iura:2 — 124«^=  1  aber  kommt  (Legendre  Table  X.) 
x=4620799,  y=414960,  \{x M)  =  2310400,  J<*-1)= 23 10399,  \y 
=  2074öli,  das  gr.gem.  Maass  zwischen \{x+\)  und  Jy=#=:7ü0,  das 

zwischen  ;(*-!)  und  ty=*'=273,  daher  ^^=4,^=^=31, 
folglich  f=i9  A=31.   Die  Gleichung 

4p2— ZI  ?2=  +  l 

ist  also  möglich  und  wird  befriedigt  durch  die  kleinsten  Zahlen 
p=760,  7=273. 
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16. 

Auflösung  der  Gleichungen 

(a)  fp*—hq*=  +  % 

(b)  /p2-Ä72=-2. 

Wir  können  hier  sogleich  den  Fall  ausschliessen ,  in  welchem 
eine  der  Zahlen  /",  h  gerade  ist.  Hat  sie  den  Theiler  4,  so  sind 
die  Gleichungen  offenbar  nicht  lösbar;  ist  sie  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen  auf  die  im 
vor.  Paragr.  behandelten.   Wenn  z.  B.  /*=2/'  (f  ungerade),  so 

kommt  f'jp—lh.  =±1«  Man  nehme  also  an,  dass  f  und  h 
beide  ungerade  sind.   Aus  7  und  11  (Hessen  folgende  Resultate: 

(1)  Wenn  die  Gleichung  x2—ß.y2=—l  möglich,  so  ist 
weder  (a)  noch  (b)  möglich.  # 

(2)  Ist  diese  Gleichung  aber  unmöglich,  so  kann  eine  der 
beiden  Gleichungen  möglich  sein ,  aber  nie  beide  zugleich.  Um 
in  dieser  Hinsicht  die  etvvanigen  Auflösungen  zu  linden,  wird  man 

^  j  in  einen  Kettenbruch  verwandeln ,  und  auf  den  Mittelnenner 

Acht  haben;  ist  dieser  nicht  =  2,  so  giebt  es  keine  Auflösung; 
ist  er  wirklich  =2,  so  berechnet  man  die  unmittelbar  vorher- 
gehenden Convergenzbrüche  in  den  verschiedenen  Perioden,  und 
erhält  dadurch  eben  so  viele  Auflösungen  der  einen  oder  andern 
Gleichung. 

(3)  Es  ist  entweder  gar  nicht,  oder  nur  auf  eine  Art  mög- 
lich, die  Zahl  A  so  in  zwei  Factoren,  f  und  A,  zu  zerlegen,  dass 
eine  der  beiden  Gleichungen  (a),  (b)  möglich  ist. 

(4)  Sind  Auflösungen  vorhanden,  so  lassen  sie  sich  aus 
denen  der  Gleichung  x^—fk.y2-—!  auf  folgende  Art  herleiten. 

Setzt  man  in  14.  Z>=2,  so  kommt 

*=:/ju*  +  l,  y=pq; 

*T1 


V.r±l  4/ 


Da  /  und  h  beide  ungerade  sind,  so  müssen,  soll  die  Glei- 
chung /»* — -Ä ^^=±2  möglich  sein,  p  und  q  beide  ungerade  sein; 
man  siebt  also ,  dass  diese  Gleichung  nicht  möglich ,  wofern  nicht 
sc  gerade,  y  ungerade  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Factoren  f  und  h  gelangt  man  durch  die 
Bemerkung,  dass  für  das  obere  Zeichen  p  das  grösste  gem.  Maass 
zwischen  x  + 1  und  y ,  q  das  grösste  gem.  Maass  zwischen  x — 1 
und  y  ist,  während  es  sich  jfer  das  untere  Zeichen  umgekehrt 
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(51  Lässt  sich  A  so  in  2  Factoren,  /*  und  A,  zerlegen,  dass 
eine  der  Gleichungen  fp2 — hq*=±l,  fpi1—hq*=±2  möglich  ist, 
so  kann  es  nicht  noch  in  zwei  andere  Factoren,  f  und  A',  so 
zerlegt  werden,  dass  die  andere  Gleichung  möglich  ist 

Dieses  letztere  gilt  aber,  was  wohl  zu  beachten,  nur  unter 
der  Voraussetzung,  dass  A  ungerade  ist.  Dagegen  ist  z.  B.  für 
,4=30,  5^~6f=-l  für  ;>  =  f,  9=l,  und  auch  3pa-10o*=+2 
für  p  =  1,  q=\. 

Beispiel.  Die  Gleichung  sei  63^2=±2.  Die  Glieder- 
zahl  ftir  y315  gerade,  x~71,  «=4,  die  Gleichung  also  für  beide 
Zeichen  unmöglich.  Die  Gleichung  5j>*— 63^  =  4:1  ist  ebenfalls 
unmöglich,  da  \{x-\-\)  weder  durch  f  noch  durch  A  theühar.  Die 
einzige  Art,  der  Gleichung  /p*— Aoa=  +  l  für  /*A=315  zu  geoii- 
gen,  ist  f=9,  A=35,  nämlich  durch  p=2,  7=1. 


J7. 

Die  vorhergehenden  Untersuchungen  lassen  es  noch  zweifel- 
haft, ob  es  vielleicht  immer  ein  Paar  Factoren  der  Zahl  A  giebt, 
für  welche  eine  der  Gleichungen  //?a  — Aoa= ±1,  fp*— hcP—±  2 
möglich  ist,  oder  ob  dies  in  manchen  Fällen  nicht  der  Fall  ist. 
Die  folgenden  Betrachtungen  werden  jede  Ungewissheit  in  dieser 
Beziehung  heben. 

In  ßezuß  auf  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung  x2 — Ay'hrzX. 
sind  nur  drei  Fälle  möglich:  entweder  x  ist  ungerade,  y  gerade; 
oder  x  ist  gerade,  y  ungerade;  oder  x  und  y  sind  beide  unge- 
rade.  In  Betreff  des  ersten  Falles  gilt  folgendes 

Theorem.  Sind  x  und  y  die  kleinsten  Werthe  der 
Gleichung  x* — Ag*  —  —  1,  und  x  ungerade,  y  gerade, 
(wobei  Ä  gerade  oder  ungerade  sein  kaun),  so  lässt 
sich  die  Zahl  A  so  in  zwei  Factoren,  f  und  A,  prim  zu 
einander  zerlegen,  dass  von  den  beiden  Gleichungen  • 

fp*-hq2=+A  ....(a),  fp2-hq*=— l....(b) 

die  eine  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist. 

Beweis.  Es  ist  (x+1)  (x— l)  =  Ay2,  oder  da  £-fl,  ar— 1,  y 
gerade  Zahlen  sind,  i(or-|-l).iQr — 1)=J4 . Bezeichnet  nun 
#  das  gr.  gem.  Maass  zwiscnen  i(x+l)  und  ]y,  so  wird,  da 
l(x-\-l)  und  Kjc— 1),  als  nur  um  die  Einheit  verschieden,  keinen 
gem.  Factor  haben,  in  \(x  +  })  aufgehen,  und  man  kann  also 
%(x-rl) iy—&&'  setzen;  dadurch  erhält  man  p.i(x— 1) 
=A&2;  folglich  rauss  #'a,  zu  q  prim,  in  l(x—l)  aufgehen,  oder 
es  muss  sein  i(x — 1)=#'V>  folglich  AzzzqQ1.  Es  verdient  be- 
merkt zu  werden,  dass  &'  das  gr/gem.  Maass  zwischen  l(x  —  1) 
nnd  iy  ist,  wie  leicht  erhellt.  Es  existiren  demnach  folgende 
Gleichungen : 
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i(*  +  l)=^p,  ;(x-l)  =  ^V.  po'  =  A,  0O'=iy, 

pfr*-o'0'*=l. 

Man  wird  hier  niemals  p=l  linden,  weil  sonst  die  Gleichung 
x2—Av2=l  durch  die  Wetthe  O,  befriedigt  würde,  welche 
resp.  kleiner  als  x,  y  sind.  Dagegen  wird  man  bei  ungerader 
Gticderzahl  ßlr  V^.o— 1  linden,  so  dass  die  Gleichung  Ö^—Ad'1 
=-I  entsteht;  lur  diesen  Fall  ist  also  x=:2*'*+l,  y=2W, 
wie  es  schon  anderweitig  bekannt  ist 


18. 


Theorem.  Ist  x  gerade,  y  ungerade  (wobei  A  noth- 
wendig  ungerade  sein  niuss).  so  lässt  sich  die  Zahl  A 
so  in  zwei  Factoren,  f  und  k,  |> r f m  zu  einander,  zer» 
legen,  dass  von  den  beiden  Gleichungen 

A<y2=  +  2....(c),  fp*—hq*=-e>....(d) 

die  eine  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist. 

Beweis.  Es  ist  (x-\-i)(x— 1)=  Ay*  Bezeichnet  nun  #  das 
grösste  gern.  Maass  zwischen  ar-f-1  und  y,  welches  ungerade  sein 
niuss,  so  wird,  da  ar-fl  und  .r  — 1  als  nur  um  2  unterschieden, 
keinen  ungeraden  Factor  gemein  haben,  0*  in  x-\-i  aulgehen,  und 
man  kann  also  ar+l  =  0*p,  y=zd&'  setzen;  dadurch  erhalt  man 
p.(ar—l)==^£'*,  folglich  niuss  &'2,  zu  p  priro,  in  x— 1  aufgehen, 
oder  es  muss  sein  x  —  l  =  #'2p',  folglich  qq'  —  A.  Auch  verdient 
bemerkt  zu  werden,  dass  &  das  grösste  gem.  Maass  zwischen 
x— 1  und  y  ist.    Es  existiren  also  folgende  Gleichungen: 

jr+l^p,  ar— ]=^;V»  qq'=A,  &&=y 
Qd* =2. 

Der  hier  vorausgesetzte  Fall,  dass  x  gerade,  y  ungerade  ist, 
kann  nur  eintreten ,  wenn  die  Gttedcrzalil  der  Periode  für  V  A  ge- 
rade ist,  weil  neben  dieser  letzten  Gleichung  die  Gleichung 
p2—  Aq*~— 1  nicht  besteben  kaun.    (lü.  (5)). 


19. 


Sind  endlich  x  uod  y  beide  ungerade,  so  ist  Atf—x2 — 1  von 
der  Form  8m,  folglich  A  durch  8  thcilbar,  die  Gleichung  fp2—hq2 
=J;2,  wo  fh=At  uud  /*,  h  prira  zu  einander  sein  sollen,  ist  dann 
nicht  möglich  (vergl.  16.) ,  eben  so  ist  die  Gleichung  fp^—ha^^l 
unmöglich,  denn  diese  erfordert,  dass  x  ungerade,  y  gerade  ist. 
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Beispiel.   4=40,  a;=19,  y=3.   Von  den  Gleichungen 


ist  keine  in  ganzen  Zahlen  lösbar. 


Betrachtung  besonderer  Fälle. 

20. 

Ist  A  eine  ungerade  Zahl,  und  x  gerade,  y  ungerade,  so 
kann  die  Gleichung  x2 — Ay*=l  nur  bestehen,  wenn  A  die  Form 
4m -|-3  bat,  wie  leicht  erhellt.  Ist  also  A=Am-\- 1,  so  rouss  x 
ungerade,  y  gerade  sein,  und  es  werden  die  Formeln  in  17.  zur 
Geltung  kommen.  —  Ist  ^  =  4m+3,  so  kann  jeder  der  beiden 
in  17.  und  18.  betrachteten  Fälle  eintreten.  Findet  der  erste  die- 
ser Fälle  statt,  d.  h.  ist  die  Gleichung  pOa— p'#'*=l  vorhanden, 
so  erkennt  man  leicht,  dass  o=4/:+l,  p'==4*-f-3  sein  muss.  Findet 
der  zweite  Fall  statt,  d.  b.  ist  die  Gleichung  pfr2—  o'fr'2=2  vor- 
handen, so  können  nur  folgende  Formen  zusammengehören : 

o=8* +1  o  =  8* +5  o=8A+3  p=8Ä+7 
q'=8Jc  -f-7  p'=8A+3  p'=8Ä  +  l  p'=8A  +5 
J=8m+7      ^=8m  +  7      A=8m  +  Z  J=8m+3. 

Man  findet  dies  Resultat  am  einfachsten,  wenn  man  überlegt,  dass 
fr2  oder  ^2=1  (mod.  8),  also  Qe*-9'a'*==Q  -p',  folglich  q-q'=3 
(mod.  8)  ist. 


21. 

Wenn  nun  A  =  a",  wo  a  eine  ungerade  Primzahl,  und  a  un 
gerade  ist,  so  kann  es  nur  auf  eine  Art  in  zwei  Factoreo,  prini 
zu  einander,  zerlegt  werden,  und  man  hat  folglich  p  =  a°,  p*=l 
oder  umgekehrt 

(1)  Ist  o=4m+l,  so  raus«  der  Fall  o=l,  p*  =  aa  ausge- 
schlossen werden,  weil  die  Gleichung  d2 — /1#'2=1  unstatthaft 
ist*),  folglich  q  =  a'\  p'=l,  und 


*)  &  und  &'  sind  nämlich  kleiner  als  X  und  y  und  die  letztem 
Zahlen  «ollen  die  kleinsten  der  Gleichung  x%—Ay%—\  sein. 
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#»=--1. 

Die  Gliederzafhl  der  Periode  ist  demnach  unge- 
rade, und  — 1  ein  quadratischer  Rest  von  aa. 

(2)    Ist  a=4m+3,   so  kann  die  Gleichung  p0*— o'#'»:==  1 
nicht  statt  haben,  denn  nach  20.  musste  p  — 1  und  q'  —  aa  sein, 
was  unmöglich 'ist.    Daher  kommt  die  Gleichung  qB2 — 
zur  Geltung,  mithin  eine  der  beiden  folgenden: 

jene,  wenn  a=8*+7,  diese,  nenn  «=8X:+3  ist.  Auch  gelangeu 
wir  hiermit  zu  Sätzen,  welche  in  der  Theorie  der  Zahlen  bewie- 
sen werden,  dass  nämlich  2  quadratischer  Rest  von  einer 
Potenz  (mit  ungeradem  Exponenten )  der  Primzahlen  8£-f-7, 
— 2  quadratischer  Rest  von  einer  Potenz  der  Prim- 
zahlen 8A+3  ist. 


Wenn  wir  ferner  annehmen,  dass  /J=2a",  wo  a  eine  unge- 
rade Primzahl  und  «  ungerade,  so  ist  in  der  Gleich ung  x% — Au*-=\ 
offenbar  x  ungerade,  y  gerade,  also  nach  17.  pd* —  ^'^*  =  1. 
Da  nun  in  Rucksicht  auf  die  Zerlegung  von  A  bloss  die  vier  Fälle 
p=l,  Q'='2aa;  p=2a«,  p'=l;  p=2,  p'  =  aa ;  q=o«,  p'  =  2  mög- 
lich sind,  und  der  erste  derselben  aus  dem  schon  mehrmals  ange- 
deuteten Grunde  von  selbst  wegfällt,  so  wird  eine  der  drei  fol- 
genden Gleichungen 

(a)  ...        2a«  #2  =  —  1 , 

(b)  ...2#*-  a*0,2=l, 

(c)  ...2^*—  a«&*  =-1 

statt  haben.    Der  erste  Fall  hat  zur  notwendigen  Voraussetzung, 

A  A      a*Z       *'2  +  l  A      V  8A  +  1  +  1 

dass  #  ungerade  und  a«#a=  — ^ —   von  der  Form  

—  ist;  es  wird  also  auch  #  ungerade,  und  a«  (oder  a)  von 
der  Form  4m-f  1  sein.   Wenn  demnach 

(1)  o=4m-f  3  ist,  so  wird  nur  eine  der  beiden  Gleichungen 

2fr'*-a«0*=-l 

zur  Geltung  kommen;  ich  behaupte  ferner,  dass  die  erste  der- 
selben exi  stiren  wird,  wenn  a=8Ä-f-7,  die  andere,  wenn 
a=8£-f  3  ist.  Fände  nämlich  im  ersten  Falle  die  zweite  Glei- 
chung statt,  so  wäre  die  Congruenz  -2.d"cl  (raod.  a)  vorn an - 
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den,  d.  Ii.  das  Product  —  2.#'2  ein  quadratischer  Rest  von  a, 
folglich  auch  —  2  ein  Rest  von  a  (weil  das  Product  eines  Nicht - 
restcs  in  einen  Rest  bekanntlich  eiu  Michrrest  ist) ;  in  der  Theorie 
der  Zahlen  wird  aber  bewiesen,  das»  — 2  ein  Nichtrest  der  Prim- 
zahl 8A:-f7  ist  Q.Mindings  Anfangsgründe  der  hohem 
Arithmetik.    Abschnitt  3.  p.  52),  folglich 

<2&*  —  an&*=l  för  n  =  8A-f  7.  ' 

Fände  ferner  im  zweiten  Falle  die  erste  Gleichung  statt,  so 
wäre  die  (ongruenz  2#2= 1  (mod.  a)  vorhanden,  und  2  ein  Rest 
von  der  Primzahl  8£~J-3,  während  nach  der  Theorie  der  Zahlen  2 
ein  Nichtrcst  dieser  Primzahl  ist,  folglich 

2S'2  — o^^-l  für  o=8*  +  3. 

(2)  Wenn  a  =  Sk  |-5,  so  können  die  Gleichungen  (b)  uud  (c) 
nicht  statt  finden,  weil  sonst  2  und  —2  quadratische  Reste  der 
Primzahl  8A+5  wären,  was  bekanntlich  nicht  der  Fall  ist,  folglich 

t>>*-2a«d*=-l  für  a  =  8*  +  5. 

Für  die  Formen  a  =  8£t*l  endlich,  die  noch  übrig  bleiben, 
lindet  von  den  drei  Gleichungen  (a),  (b),  (c)  bald  die  eine,  bald 
die  andere  statt.  Hat  z.  B.  A  einen  der  Werthe  2.17,  2.73, 
2.80.  2.1)7,  so  ist  die  Gliederzahl  der  Periode  für  \/A  gerade, 
folglich  Gleichung  (b)  oder  <c)  vorhanden;  für  die  Werthe  if=2.41, 
2.113,  2.137  ist  die  Gliederzahl  ungerade,  folglich  Gleichung  (a) 
vorhanden.  Weitere  Untersuchungen  hierüber  gehüren  gegenwär- 
tig nicht  zu  meinem  Zwecke. 


23. 

• 

Unterwirft  man  die  Gleichung  x1-— Ay*—\  in  dem  Falle,  wo 
A  durch  4  theilbar  ist,  einer  geuartern  Discussion,  so  gelangt 
man  dahin,  sie  auf  eine  ähnliche  zu  reduciren,  in  welcher  der 
Coofficient  von  y2  gleich  \A  ist,  uud  durch  Fortsetzung  des  Ver- 
fahrens wird  man  diesen  Coefhcienten  zuletzt  auf  eine  ungerade 
Zahl  oder  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  bringen. 

Es  sei  zuerst  A  eine  Potenz  von  2  oder  <r2— -2*«2=i.  Da  x 
nothwendig  ungerade  ist,  so  kann  man  diese  Gleichung  in 
4(ar+l).  \(x — l)c=2n-2«2  verwandeln.  Die  Factoren  links  haben 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor;  ist  also  #  das  grösste  gemein- 
schädliche  Maass  von  \{x\\)  und  y,  so  wird  #2  in  i(x-fl)  auf- 
gehen, oder  es  wird  sein  \{x -{-1)^=00^,  y=.W  (p(r  und  prim 
zu  einander),  o. £ (x— l)  =  2"-2#'2,  i(:r— 1)  durch  #'2 theilbar,  also 
»(x-l)=p'fr'a,  op'=2»-a,  P*2— p'^^l.  Nach  der  letzten  Glei- 
chung sind  p,  o'  relative  Primzahlen,  daher  nach  der  vorletzten 
entweder  p— J,  p'=2M-2;  oder  p  =  2»-2,  o'  =  l.  Für  den  letzten 
Fall  wäre  tf*2— 2»~2$a=—  1,$'  ungerade,  d^+l  von  der  Form  8Ä+2 
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und  durch  2*-*  tb  eil  bar.  also  »  <3.    Nehmen  wir  nun  an,  das» 

w^3  ist,  so  wird  o=l,  (>' ~'2"~2  sein,  und  mau  hat 

Sind  nun  ,r0={>,  w0=#'  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung 
av*-2»-*y0»=l ,  so  behaupte  ich,  dass  .r-2#*— 1,  y=W  die 
kleinsten  Werthe  der  Gleichung  x*— fyifh^X  sein  werden.  Dass 
diese  Werthe  der  Gleichung;  überhaupt  e'enueen.  findet  man  leicht. 
Gesetzt  nun  x=|,  y—rj  seien  die  kleinsten  Werthe,  wo  {<2^-l» 

so  wurden  *0=Vl(i+l)>  der  Gleichung  *0»^2^V=1 

genügen,  folglich  wegen  Vi (|+1),  #  und  &  nicht  die  klein- 
sten Werthe  der  letztern  Gleichung  sein. 

Aus  den  kleinsten  Wertheu  der  Gleichung  jr0s  —  23^>a=  1 , 
nämlich  a:0=3,  jfo=l  kann  man  also  nach  den  Formeln 

x=2x0*— 1,  y=x0yQ 

die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung  x* — 2"«*=1  für  jedes  unge- 
rade n  berechnen.  Dass  diese  sämmtiiehen  Werthe  ungerade  sind, 
erhellt  leicht    Folgende  Tafel  ist  leicht  berechnet. 


n 

X 

3 

3 

— i 

5 

17 

3 

7 

57? 

51 

9 

665867 

294>? 

11 

886731088897 

i  19594173939 

Iiis  n  =  9  findet  man  die  Werthe  in  der  Legen  dre  schen  Tafel. 

Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  die  Gleichung  ara— 2"ya=— 1 
für  »>3  unmöglich  ist,  da  x*+l=H/c+<2  nicht  durch  4  theilbar 

ist;  die  Gliederzahl  der  Periode  des  Kettenbruchs  fiir  V2*»  wird 
also  gerade  sein. 


24. 

Es  sei  ferner  A  durch  4  theilbar,  oder  die  Gleichung 
x%—<2p+%A'y*=  1,  wo  A'  ungerade,  aufzulösen.  Durch  ein  dein 
vorhergehenden  ähnliches  Verfahren  erhalt  man 

K*+l)  =  o0*,  i(*-l)=o'*,a,  W'  =  2»J',  M'=y, 

^-p^'i  =  l, 
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indem  &  das  grösste  gemeinschaftliche  Maas«  zwischen  -^r  und 

x — 1 

y,       das  zwischen  — ^—  und  y  bedeutet. 

Sind  min  jc0,  y0  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung 
;r0l— 2M'y02=l ,  und,  wie  wir  annehmen  wollen,  y0  ungerade,  so 
ist  nach  J4.  die  Gleichung  ofl2  —  o'#'2  =  l  unmöglich,  wenn  nicht 
p— 1,  p=2n/i',  daher  kommt 

l(.r-f  1)=**,  \{x-l)=<2<>A'&*,  W=J 
#*-2M'#'2=l. 

Setzt  mau  ;jetzt  4>—x0 ,  #'=y0,  so  werden  ar=2j-0a  —  1, 
y=x0y0  die  kleinsten  Werthe  der' Gleichung  a;2  —  2n+2.4'y2  =  l 
sein,  was  eben  so  wie  in  23.  bewiesen  wird*.  Nach  diesen  For- 
meln führt  also  die  Kenntniss  der  kleinsten  Wurzeln  von 
ar0a— 2Ä^'y0*=l  unmittelbar  zu  der  Auflösung  von  x1 — 2*l2^'y2=l 
in  den  kleinsten  Zahlen,  so  oft  i/0  ungerade  ist. 

Ist  y0  gerade,  so  hat  man  :r0*— 2»+M'  =1,  und  es  ist 

ersichtlich,  dnss  x=x0,  y=\yn  die  kleinsten  Wurzeln  der  Glei- 
chung x'2— 2"+2<4'y2=l  sein  werden. 

Hiermit  ist  nun  die  Aufgabe:  aus  den  kleinsten  Wurzeln  der 
Gleichung  x2—  Ay*=l ,  wo  A  ungerade,  oder  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  ist,  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 
a?--$nAg*==l  unmittelbar  herzuleiten,  «gelöst.  Für  alle  durch  ^heilba- 
ren Werthe  von  A  ist  folglieh  die  Verwandlung  von  \/A  in  einen 
Kettenhrüch  zur  Auflösung  der  Gleichung  x%—  Ay^  —  \  unnöthig, 
und  das  hier  gelehrte  Verfahren  dürfte,  wenn  man  die  Legen  dre- 
sche Tafel  weiter  hIh  bis  zu  ^4=1003  fortsetzen  wollte,  eine  nicht 
unwesentliche  Erleichterung  des  Calculs  gewähren. 

Zur  Erläuterung  des  Verfahrens  einige  Beispiele: 

Es  sei  die  Gleichung  ;r2— 2B.3.y2=l  aufzulösen,  wo  n«T2ist. 

Für  x*— 3y2=l  ist  x~2,  y=l,  daher  findet  man  die  Wurzeln  von 
22.3.y'2=l,  y/2-2*.3.y"2=l,  x»'* -V3.ym*=\  u.  s.  w. 
successiv 

x  =2,  y  =  l 

x'  =  2x2— 1  =  7,  y'=xy=2 

x»  =x'=7,  y"=iy'=l 

xm=1x"*-\=V7 ,  y»z=x»yn=7 

jr"=2.rW2-- 1  =  18817,  ^"=^=679 

x r  =  Ix»  2- 1 =708158977,  y  >  =  x»  y» =  12776743 

u.  s.  w. 

(Ueber  die  5  ersten  Paare  s.  Legendre  Table  X.) 
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Für  .r2— femer  ist  x  =  5,  v=2,  also  die  Wurzeln  von 
x*-Af=l  fflr  J=23.3,  2*3,  2*3.?. 

y=2 

x'  =x=5,  y'  =  \y  —  \ 
x"=2x'*— 1=49,  y"=x'y'=5 
a^=2*"2— 1=4801 ,  y*=*y'=245 
u.  s.  w. 

Es  sei  ferner  x*-2".29.«*=l  aufzulösen.  Hier  ist  die  Glei- 
chung  t* — 29u2= —  1  möglich,  und  nach  der  Legen  dreschen 
Tafel  <=7ü,  «  =  13,  daher  bekanntlich  x  =  2(2  + 1 , y=Ztu,  d.  i. 
x=9801,  y=2.910  die  kleinsten  Warthe  von  j?ä— 29»»=1.  Man 
erhiilt  nun: 


A 

sc 

y 

29 

9801 

1820 

116 

9801  •) 

910 

4tU 

9801 

455 

1856 

192119*201 

■ 

4459455 

Ferner  ist  für  I2— 58«*=— 1,  *=99,  «=13,  daher 
Tafel: 


A 

V 

58 

19603 

2574 

232 

19603 

1287 

928 

768555217 

25229061 

Bemerkt  zu  werden  verdient,  dass  die  Gleichung  i2 — Au^=^—1 
unmöglich,  so  oft  A  durch  4  tbeilbar  ist,  wie  leicht  erhellt;  es 
wird  also  die  Gliederzahl  der  Periode  des  Kettenbruchs  für  yA 
in  diesem  Falle  gerade  sein. 


25. 

» 

Die  Resultate  lassen  sich  noch  mehr  verallgemeinem.  Jedes- 
mal, wenn  A  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist,  ist  die  Gleichung 
ar2— <<4«*= +  1  einer  bemerkenswerthen  Reductiou  föhig.  Da  sich 
nämlich  dieselbe   fu"r  A—Q^A'  in  x2—  A'((hf)*  —  4: 1  verwandelt, 

x 

so  wird  ■=-■  einem  der  vorletzten  Näherungsbrüche  in  den  Perio- 
den des  Kettenbrachs  für  yA'  gleich  sein;  bezeichnen  wir  diese  resn. 
der  ersten,  zweiten,  dritten  etc.  Periode  angehurigen  Bruche  durch 


•)   Bei  Legen dre  steht  als  Druckfehler  9301. 


x    x1  xa 

— ,  y7 '  '  C*C* '  S°  wer^en  un*er  'nnen  s'tn  unzählig  viele  ßn- 
cfcn/  deren  Nenner  durch  #  theilhur  sind,   da  die  Gleichung 

x*—&lA'.yl=\\  stets  auflösbar  ist.  Es  sei  -p  der  erste  der  mit 
dieser  Eigenschaft  begabten  Brüche  in  der  obigen  Reihe ;  da  sich 

die  Gleichung  X*-A' Y*=±\  in  X2-V*A' l  verwan- 

Y 

delt,  so  werden  X,  ^  der  Gleichung  1  genügen,  und, 

man  darf  behaupten,  die  kleinsten  Wurzeln  derselben  sein.  Denn 
gäbe  es  kleinere  Wurzeln  X',  Y',  so  wäre  X"*-&A'Y'2  oder 

X' 

X'% — /i'(^P)2=dbl»  folglich  £-p?  ein  solcher  Näherungsbruch  in 

x    xf  x" 

der  Reihe  -,  —  ,  —r,,...,  dessen  Nenner  ein  Vielfaches  von 

x  v  v  y 

mithin  -y  nicht  der  erste  Nähertin gsbruch  dieser  Art.  Zu  meh- 
rerer Verdeutlichung  werde  noch  Folgendes  bemerkt: 

Ist  die  Gliederzahl  der  Periode  für  \/A'  gerade,  so 
wird  sie  auch  für  STd^A'  gerade  sein.  Denn  fände  das  Ge- 
gentheil  statt,  so  wäre  die  Gleichung  «»-«»iys-l,  d.  i. 
*a-^'ffy)*=— 1  lösbar,  mithin  hätte  die  Periode  für  VA'  eine 
ungerade  Gliederzahl. 

Ist  aber  die  Gliederzahl  der  Periode  für  VA'  unge- 
rade, so  kann  sie  für  V~#M'  gerade  oder  ungerade  sein, 
und  zwar  wird  sie  das  eine,  oder  das  andere  sein,  je 

X 

nachdem  der  Bruch  -p  resp.  von  geradem,    oder  von 

X 

ungeradem  Range  ist   Wenn  nämlich  -pvon  ungerad.  Range, 

so  ist  X2— A'Y*  oder  X2— ^'(™Y=-1;  wenn  aber  ^  von 

Y 

geradem  Range,  so  sind  X,  die  kleinsten  Wurzeln  der  Glei- 
chung x4-^y=  +  l,  und  wäre  also  die  Periode  für  y&2A' 

Y 

ungradgliedrig ,  so  würde  der  Bruch  X:  der  zweiten  Periode 
fiir  \/&2A'  angehören,  für  den  der  ersten  Periode  angehörenden 
Näherungsbruch   ~  würde  X*-**A'Y*  oder  Ä0*— ^'(0 F°)* 

= — 1,  mithin  der  Nenner  des  Bruches  ^yb  ein  Vielfaches  von  0- 

Y 

sein,  was  unmöglich  Ist,  da  JT°<Ä\  Fö<-ä,  oder  # F°<  Y  ist. 


Um  also  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  x2  —  &*A' .y* 
=  +  1  zu  finden,  berechne  man  die Convergenzbrüche 

y  &  tf 
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für  VA',   und  suche  den  ersten  anter  ihnen,  dessen  Nenner 

/A'\  Y 

durch  #  th  eil  bar  ist  (  y) ,  A  und  ^  werden  die  verlangten  Wur- 
zeln sein.  Die  succ.  Berechnung  dieser  Brüche  kann  nach  den 
bekannten  Formeln 


oder  nach 


x     j       =         1 )  +  yA  V«- » > , 


A     )  y«)  =  2x .  y—»)  T  y»-*> 


geschehen,  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  je 
nachdem  x* — A'y*=.+\,  oder  x* — A'y^=. — l  ist.  Die  Anfangs- 
werthe  sind  .r,  y;  ferner 

x'^x*\A'yl=clx*^\, 

- 

Bevor  man  aber  die  Rechnung  ausfuhrt ,  wird  man  den  ersten 
der  Nenner  y,  y't  y"> ...».,  welcher  durch  &  theilbar  ist,  ermitteln. 
Zu  dem  Ende  braucht  man  nur  die  kleinsten  Reste  dieser  Zahlen 
nach  dem  Moduln«  &  zu  berechnen,  bis  man  auf  den  Kest  Null 
kommt   Einige  Beispiele  werden  das  Verfahren  erläutern. 

Um  die  Gleichung  x* — 847ya=;J;t  aufzulösen,  zerlege  man 
&47  in  7. II2,  und  schlage  in  der  Legendre'schen  Tafel  die 
Zahl- 7  auf;  die  nebenstehenden;  Zahlen  x~Sf  v— 3  genügen  der 

|-l  (wahrend  xa-7        — 1 

vorgelegte  Uleichung 


Gleichung  jra— 7«a=-|-l  (wahrend  xa— 7va= — 1  unmöglich),  die 
vorgelegte  Gleichung  ist  also  nur  für  das  obere  Zeichen  losbar. 
Die  Formeln  zur  Berechnung  der  Convergenzbrüche  sind 


y  *)  —  16y('n-1> — y»-*) . 

Aus  der  letzten  Formel  folgt  nun  ym)  ~  5yi»-,>  —  yw~a 
(mod.  11),  daraus  nach  und  nach 

?y==3(mod.  11.),  y— 5.3=4,  y'==5.4--3=~ö,  ^=5.6-4^4, 
y/r=5.4_6=3,  yr=5. 3-4=0, 

also  xv,  ^  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  «47y*=+t 
und  zwar  ist  nach  den  obigen  Formeln 

x* =8193151,  ^=281520 

(S.  Legendr e  Table  X.) 
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Ferner  «ei  vorgelegt  «a-245«*  =  ±l»  wo  245  =  5.7«.  Nun 
ist  .t=2,  y=l  för        5y*=— 1,  also 

Mao  erhält  sodann 

y=l  (mod.  7),  y'=4,  y"=3,  y=2,  y»=i,  yf~\, 

Der  Nenner  yf  11  ist  von  geradem  Range,  die  vorgelegte  Glei- 
chung mithin  nur  für  das  obere  Zeichen  lösbar,   und  mau  erhält 

*'"=51841,  ^'=3312 

als  die  kleinsten  Wurzeln  derselben.    (Legendre  Table  X.) 

Ueberhaupt  reducirt  sich  die  Auflösung  der  Gleichung 
x%— 4y*=+l  immer  auf  den  Fall,  in  welchem  A  durch  kein  Qua- 
drat t  Ii  eil  bar  ist. 

Wäre  z.  B.  A  =  2.3,.5MI«.  13,  so  würde  man  es  in 
2.3.5.13.(3.5Ul»)a  zerlegen,  die  Gleichung  :r4— 2.3.5.13.«»=+ 1 
auflösen,  und  den  ersten  der  Nenner  y't  y",  y, ...  ermitteln,  wel- 
cher durch  0=3.5*.  II3  theilbar  ist.  Das  letztere  geschieht  am 
einfachsten  auf  folgende  Art: 

Man  bestimme  in  der  Reihe  y',  y",  «"",        den  ersten  durch 

3  theilbaren  Nenner  (ylm>),  den  ersten  durch  5*  theilbaren  (yj**), 
den  ersten  durch  11*  theilbaren  {yW),  und  suche  die  kleinste  Zahl 
2V,  welche  den  Congruenzen 

N=0  (mod.  m), 
N=0  (mod.  n), 
iV=0  (mod.  p) 

zugleich  Genüge  leistet;  diese  durch  m,  n,  p  zugleich  (heilbare 
Zahl  giebt  die  Stelle  an,  welche  der  erste  durch  3.53.119  theil- 
bare  Nenner  in  obiger  Reihe  einnimmt.  Diese  Regel  gründet  sich 
auf  die  folgende  Betrachtung : 


Da 


lten 


)a  — ,  -^rfi  -^a*        die  vorletzten  Näherungsbrüche  in  der 

,  2?en,  3ten,       Periode  för  yA  sind,  so  ist  bekanntlich 


x(m)  _|_  y{m)         —        +  yl  yA)m, 

folglich  für  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  k: 

l)  +  yimk)  VA  =  (*'  +*'  VA)***"  \&m)  +  y{m)  vA\k 
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Wenn  nun  y{m)  der  erste  durch  {Mheilbare  Nenner  ist,  so  wird, 

x{m) 

wenn  man  yO")=0x(»)  setzt,  ^  der  vorletzte  Näherungsbruch 

io  der  ersten  Periode  für  V d*A  sein,  deo  wir  durch  -^t  bezeich- 
nen wollen;  der  vorletzte  Näherangsbruch  in  der  Aten  Periode 
/A(*)\ 

I  2ü)  )  wird  also  durch  die  Gleichung 

JKW  +  ZW  V#*2=(A'  +  Z'  V$M)' 

bestimmt   Nun  ist  A"  =  *<«•>,  Z'=^-,  folglich 

jp*) + *z<*>    = (*<-> + y  v^)fc 

Daraus  folgt: 

■ 

#(**) 


d.  h.:  Bezeichnet  man  die  vorletzten  Näherungsbrüche  von  VA  in 

x'  a?  a?" 

den  verschiedenen  Perioden  der  Reihe  nach  durch  y  »  y»»     • .... 

und  ist  der  erste  dieser  Brüche,  dessen  Nenner  durch  die 
beliebige  Zahl  #  theilbar  ist,  so  sind 

«(«■)       ,        «(«"»)  «(3m) 


die  entsprechenden  Näherungsbrü'che  för  V  &*A ;  andere  Nenner 

als  diese  y<">,  y**"0»        können  durch  0  nicht  theilbar  sein, 

wie  leicht  erhellt. 

In  dem  obigen  Beispiel  muss  also  der  Stellenzeiger  des  durch 
die  Zahlen  3,  5*,  11*  zugleich  theilbaren  Nenners,  ein  Vielfaches 
von  m,  n,  p  zu  gleicher  Zeit  sein,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


Noch  mag  eines  Vortheils  gedacht  werden,  der  sich  bei  der 
Berechnung  einer  Tafel  darbietet. 

üm  z.  B.  die  obige  Gleichung  x*-  A  ««=1,  wo  ^=2.3».  5U1«  13, 
aufzulösen,  löse  man  dieselbe  zuerst  für  A=A'=2 .3.5. 13  auf, 
und  leite  hieraus  nach  und  nach  die  Auflosungen  her  für 

A  =  &A',  P.5M',  3»ÜW,  3*5*5»5*^', 

WMM',  3*5»5*5»mila^',  3WP.5»11M11.11M'. 
Tkeil  III.  17 
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Will  man  die  Auflösungen  der  Gleichung  x* — /ly*  =  ±l  von 

A=3>  bis  ^=1003  finden,  so  wird  übrigens  die  Zerlegung  von  A 
immer  von  der  Art  sein,  dass  man  es,  wenn  mehrere  Factoren 
vorkommen,  nur  mit  niedrigen  Potenzen  derselben  zu  thun  bat 


'28. 

Es  ist  noch  übrig,  einige  Bemerkungen  filier  Berechnung  und 
Gebrauch  der  Tafel  zu  machen,  welche  dieser  Abhandlung  bei- 
gefügt  ist. 

Man  gehe  die  Werthe  von  iV  in  der  Legendr e'schen  Tafel 
der  Reihe  nach  durch ,  und  betrachte  die  nebenstehenden  Werthe 
von  x  und  y.  Geoügen  diese  der  Gleichung  x1— Ny2= — 1,  oder 
sind  sie  beide  ungerade,  so  wird  der  betreffende  Werth  von  iV 
ausser  Acht  gelassen;  denn  im  ersten  Falle  ist  einerseits  die 
Gleichung  fn1  —  /io2  =  ;fc2  für  fh  —  N  unmöglich,  andrerseits  die 
Gleichung  />2-Aoa=i  nur  für  f=N,  /<=]  lösbar;  im  andern 
Falle  ist  keine  der  Gleichungen  /»*-Ao*=±l,  /p»-Ao*=±2 
möglich  (19.). 

Alle  übrigen  Werthe  von  2V,  nämlich  bis  zu  1003,  beßnden 
steh  in  der  ersten  mit  A  überschriebenen  Columne.  Die  zugehö- 
rigen "Werthe  von  x  und  y  in  der  Legend r e'schen  Tafel  wer- 
den nun  entweder  so  beschaffen  sein,  dass  x  ungerade,  y  gerade, 
oder  so,  dass  x  gerade,  y  ungerade  ist. 

Im  ersten  Falle  werden  die  Werthe  q,  n';  welche  sich 

in  der  zweiten  und  dritten  Columne  beGnden,  und  der  Gleichung 
p#a  —  o'^2=l  genügen,  durch  folgende  Relationen  ausgedrückt: 

i(*+t)=<tf*    ;(*-l)=o'd'*,  W  =  Jy,  w'c=A; 

indem  &  gemeinscbaftl.  Maass  von  4(ar-f  1)  und  lyf  das  von 
\  (x  —  1)  und  1  y  bedeutet.  Sind  die  Werthe  von  x  und  v  nur 
klein,  so  bestimmt  man  eines  dieser  Maasse,  z.  B.  #  sehr  leicht, 
und  findet  daraus 

sind  jene  Werthe  aber  gross,  so  kann  die  Ermittelung  der  ge- 
meinschaftlichen Factoren  von  i(or  +  l)  und  \y  einige  Umständlich- 
keit mit  sich  führen,  namentlich,  wenn  man  nicht  im  Besitz  einer 
Fnctorentafel  ist,  und  dann  empfiehlt  sich  durch  ihre  Einfachheit 
folgende  Methode,  die  ich  bei  der  Anfertigung  der  Tafel  fast 
durchgängig  angewandt  habe. 

Man  stelle  die  Zahl  A  als  Prodnct  von  Potenzen  absoluter 
Primzahlen  dar,  auf  diese  Weise:  A=aabßcrdj...,.,  und  dividire 
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durch  das  Product  aller  derFactoren  von  J,  welche  darin 
aufgehen;  dieser  Theiler  ist  =p,  die  Quadratwurzel  aus  dem 
Quotienten  =0,  o'  und      findet  man  nach  den  Formelo 


Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  z.  B.  der  Primfactor  a  in 
a  (x  + 1)  aufgeht,  die  Potenz  a"  ebenfalls  darin  aufgehen  wird : 
denn  das  Product  l(x+l).l(x—l),  dessen  Factoren  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  haben,  ist  durch  A,  also  auch  durch  o" 
theilbar.  Die  Kriterien  für  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch 
Primzahlen,  wie  2,  3,  5,  7,  11,  leisten  hier  vortrefflliche Dienste. 
Findet  man  übrigens  nach  vollzogener  Division,  dass  \{x-{-\) 
durch  die  gewählte  Primzahl  nicht  theilbar  ist,  so  ist  diese  Division 
nicht  unnutz  gemacht,  indem  dann  die  um  1  kleinere  Zahl  {(x— 1) 
dadurch  theilbar  sein  wird. 

Ist  x  gerade,  y  ungerade,  so  werden  o,  o';  welche 
dann  der  Gleichung  o0*-o'0'»=2  genügen,  durch  die  Formein 

x+1  =  q&*,  x-l=9'&*,  w'=A,  y=W 

ausgedrückt,  wo  &  das  erosste  gemeinschaftliche  Maass  von:r-fl 
und  y,  &  das  von  x—l  und  y  ist.  In  Betreff  der  Bestimmung 
dieser  Werthe  verfahrt  man  ganz  wie  im  ersten  Falle. 

Um  nicht  zwei  verschiedene  Hauptrubriken  zu  machen,  habe 
ich  diejenigen  Werthe  von  A,  für  welche  o^*—o'^/*=2  i6t,  mit 
einem  Sternchen  (*)  versehen. 

Noch  sind  folgende  im  Vorhergebenden  bewiesene  Sätze  bei 
der  Berechnung  der  Tafel  mit  Nutzen  angewandt  worden: 

I.  Ut  A=aa,  d.  h.  Potenz  einer  Primzahl,  so  hat  man 
o=l,  q'=zA,  6=  Vx+1,    &  =^  für  die  Form  a=8ro+7; 

g  =  A,  q'  =  J,        Vx—l,     #=|i  für  die  Form  o=8m+3. 

II.  Ist  ^  =  2oa,  d.  h.  das  Doppelte  einer  Potenz  einer  Prim- 
zahl, so  hat  man 

o=2,  o'=a«,   *=iV«Ti,    *'=^fiir  a  =  8m  +  7; 

p=a«,  o'=2,  Vr^lVö^l,    0  =  2^>  för  a=8m  +  3. 

Bei  der  Ausziehung  der  Quadratwurzeln  sind  Tafeln  der 
Quadratzahlen  und  noch  verschiedene  andere  Vortheile  benutzt 
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worden,  die  sich  hier  in  der  Karze  nicht  wohl  angeben  lassen. 
Die  Tafel  der  Primzahlen  von  3  bis  2063,  welche  man  in  Min- 
ding's  Anfangsgründen  der  hohem  Arithmetik  findet,  hat 
ebenfalls  vortreffliche  Dienste  geleistet.  Merkwürdigerweise  fehlt 
in  dieser  Tafel  die  Primzahl  331;  sollte  sie  in  Vegas  gros- 
serer Tafel  auch  fehlen? 

Uebrigens  ist  die  hier  befolgte  Methode,  nach  welcher  die 
Zahlen  meiner  Tafel  aus  denen  der  Legendre'scben  hergeleitet 
werden,  die  beste  Revision  der  letztern;  die  Werthe  von  x  oder 
v  sind  fehlerhaft,  sobald  eine  Division  nicht  aufgeht  ,^  oder  eine 
Quadratwurzel  sich  nicht  genau  ausziehen  lässt.  Auf  diese  Weise 
habe  ich  in  Legendre's  Tafel  folgende  Fehler  entdeckt: 

Bei  2V=  04  lies  2143295  statt  2543295, 

„  2V  =  116  lies  9801  statt  9301, 

„  tf=149  lies  9305  statt  9303» 

„  iV=171  lies  170  statt  70, 

,.  iV=308  lies  351  statt  251, 

„  iV=479  lies  136591  statt  139591, 

„  2V=667  lies  4147668  statt  414768, 

„  #=1001  lies  1060905  statt  1050905, 

„  JV=271  lies  115974983600  statt  115974988600, 

„  2V  =  749  lies  1084616384895  statt  108461638495, 

„  2V=75i  lies  7293318466794882424418960  statt 

7293318466794882425318900, 

„   N=m  lies  235170474903644006168  statt 

2351704903644006168. 

Die  richtigen  Werthe  sind  nicht  durch  die  bei  den  vielziffri- 
gen  Zahlen  sehr  mühsame  £ntwickelung  von  VN  in  einen  Ket- 
tenbruch, sondern  durch  verschiedene  andere  Methoden  ermittelt 
worden.  Im  Uebrigen  kann  man  sich  auf  die  Werthe  der  Le- 
gendr eschen  Tafel,  welche  hier  in  Betracht  gezogen  worden, 
vollkommen  verlassen. 

Schliesslich  einige  Erläuterungen  über  den  Gebrauch  meiner 
Tafel,  die  ich  ohne  fremde  Hülfe  mit  grosser  Sorgfalt,  und  unter 
aller  möglichen  Controlle  berechnet  habe. 

Es  sei  die  Gleichung  fl* — /m*=l  aufzulösen,  wo  f  und  A  ee- 
uebene,  relative  Primzahlen,  sind,  und  das  Product  A  —  fh  die 
Zahl  1003  nicht  übersteigt. 
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Für  die  Fälle  /=1.  oder  A=l  findet  man  die  kleinsten  Wur- 
*eln  mit  Hülfe  der  Lege n dreschen  Tafel;  weshalb  sie  hier 
ausgeschlossen  werden. 

Ist  weder  f  noch  ä=1,  so  suche  man  das  Product  A=fh  in 
der  ersten  Columne  unserer  Tafel.  Findet  man  es  dort  nicht, 
oder  ist,  im  Fall  man  es  wirklich  findet,  nicht  die  doppelte  Be- 
dingung erfüllt,  dass  erstens  die  Zahl  A  ohne  das  Zeichen  (*) 
ist,  zweitens  in  der  zweiten  Columne  sich  ©=/",  p'=A  vorfindet, 
so  ist  keine  Auflösung  möglich;  im  entgegengesetzten  Falle  giebt 
die  dritte  Columne  die  kleinsten  Wurzeln  an. 

Sodann  sei  die  Gleichung 

fP-  Au*=2 

gegeben,  wo  /  und  A  wieder  relative  Primzahlen  sein  sollen,  auch 
das  Product  A—fh  nicht  grosser  als  1003  ist. 

Ist  eine  der  Zahlen  f,  h  durch  4  theilbar,  (die  andere  unge- 
rade), so  findet  keine  Auflösung  statt.  —  Sind  beide  Zahlen 
ungerade,  so  suche  man' A—fh  in  der  ersten  Columne;  damit  die 
Auflosung  möglich  sei,  sind  die  zwei  Bedingungen  erforderlich, 
dass  erstens  der  Werth  A  mit  dem  Zeichen  (*)  versehen  sei, 
zweitens  in  der  zweiten  Columne  sich  Q—J,  o'  =  A  vorfiodet;  ist 
beides  der  Fall,  so  sind  die  kleinsten  Wurzeln  t—&,  u—&  in 
der  dritten  Columne  angezeigt  —  Ist  endlich  eine  der  Zahlen  f, 
h  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  (die  andere  ungerade), 
z.B.  A  =  2ä\  so  wird  man  das  Product  fh  in  der  Tafel  unter  den 
mit  einem  Sternchen  versehenen  Werthen  nicht  vorfinden,  da  alle 
diese  Werthe  ungerade  sind,  es  folgt  aber  nicht,  dass  die  Auf- 
lösung in  allen  Fällen  möglich  sei,  vielmehr  ist  so  zu  schliessen: 

Die  Gleichung 

2A'**=2 

erfordert,  dass  t  gerade,  =2f  sei;  es  kommt  also 

4/S'»-2A'tt»=2,  oder  2/T*— A'«*=l. 

Man  versuche  also  die  letzte  Gleichung  mit  Hülfe  der  Tafel  auf- 
zulösen; findet  man,  dass  sie  möglich  ist,  so  hat  man  unmittel- 
bar t=*2t? ,  u=u  als  die  Wurzeln  von  der  Gleichung  Att*=2. 
Z.  B.  Es  sei  3t2— 94m*  =2  gegeben.  Diese  Gleichung  reducirt 
sich  auf  6f»— 47u*=l,  die  Tafel  giebt  f=14,  u=5,  also  ist 
<=28,  u=5  für  die  erste  Gleichung.  Ist  f  gerade,  so  versuche 
man  die  Gleichung 

l/\<*-2A.ti'»:=l; 
findet  man  sie  möglich,  so  kommt  t=t,  u=2u'.  Dieser  Einfach- 
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heit  wegen  durften  die  Auflösungen  der  Gleichung  fP — A«*=2 
für  die  Ffille,  dass  f  oder  A  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl 
ist,  in  der  Tafel  ganz  übergangen  werden. 

Sollten  f  und  A  nicht  relative  Primzahlen  sein,  so  würde  die 
Gleichung 

offenbar  unmöglich,  die  andere 

nur  dann  möglich  sein,  wenn  der  grosste  gemeinschaftliche  Thei- 
ler  von  f  und  A  gleich  2  wäre,  und,  falls  dies  statt  fände,  würde 
die  Gleichung  sich  auf  die  schon  behandelte 

i/\<*-4A.u*=l 

reduciren. 

Die  Gleichungen 

/if*-Au*=-l,  /**-A**=-2 

sind  einerlei  mit 

A«a-/i*=I,  Au*-/<*=2, 

unter  welcher  Form  man  sie,  um  Irrungen  zu  vermeiden,  vor  der 
Auflösung  darstellen  wird. 
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Tafel 

der  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichungen 

von 

W'=3  bis  po'  =  1003. 


A 

*3 

3:1 

1:1 

6 

3:2 

1:1 

*7 

1:7 

3:1 

*11 

11:1 

1 :3 

12 

4:3 

1:1 

14 

2:7 

2:1 

*15 

5:3 

1:1 

IS 

9:2 

1:2 

*19 

19:1 

3:13 

20 

5:4 

1:1 

21 

7:3 

2:3 

22 

11:2 

3:7 

*23 

1:23 

5:1 

*27 

27:1 

1:5 

28 

4:7 

4:3 

30 

6:5 

1:1 

*31 

1:31 

39:7 

33 

3;11 

2:1 

34 

2:17 

3:1 

I 
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V*  r 

A  .  AI 
V  •  V 

*35 

7*5 

 n — 

*  •  * 

38~ 

19-2 

1*3 

t$&7 

13-3 

1*2 

42 

7:6 

1  1 

*43 

43:1 

9:59 

44 

4:11 

■StA«. 

5*3 

45 

9:5 

3*4 

46 

2:23 

78-23 

♦  47 

1:47 

7-1 

51  •  1 

1  »7 

52 

13*4 

 -Ut  -  v*v 

54 

27-2 



3»  11 

55 

5:11 

56 

8:7 

1  ♦  1 

57 

19-3 

2:5 

*5l) 

59  - 1 

3:23 

4- 15 

2:1 

2-31 

4:1 

> 

*fi3 

9-7 

1:1 

uu 

33-2 

1:4 

♦67 

67  1 

27:221 

uo 

17-4 

1:2 

36:13 

70 

14-5 

3:5 

*71 

i77T~ 

59:7 

72 

9:8 

1:1 

*75 

3:25 

3:1 

76 

4:19 

85:39 

77 

11:7 

4:5 
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A 

Q'-Q 

7ö 

o:  Jb 

 o  i 

3:1 

l:7y 

9:1 

OO  1 

•  83:  1 

1:9 

28:3 

1 :3 

ob 

43:2 

11 :51 

29:3 

1 :3 

ein 

10:9 

t  i 
1:1 

*Q1 

yi 

%  IQ 

7: 13 

tet  ii 

15:11 

UZ 

4: 23 

12:5 

Ol  o 

14:45 

2:47 

/32:151 

yo 

5;  19 

2:1 

yo 

2:49 

t*  i 
5:1 

yy 

11 :y 

1:1 

51:2 

1:5 

1:103 

477:47 

1UÖ 

21 :5 

1 :2 

*107 

in*  i 

107: 1 

3:31 

4:27 

IQ  d 

13:5 

1 1II 

11     1 A 

11 : 10 

1:1 

III 

37:3 

2:7 

1 19 
11« 

iß  ^ 
16:7 

2:3 

III 
114 

57:2 

O  1£» 

3:1b 

*  1 1 

*11L> 

23:5 

7: 15 

116 

29:4 

13:35 

117 

13:0 

5:6 

118 

59:2 

51:277 

»119 

1:119 

11:1 

♦123 

123:1 

1:11 

17» 
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A 

A  •  A' 

101 

41  Ol 

7fift  •  073 

1«U 

0.4 

♦  1-27 

£14  0 .  1  aO 

10Q 

4o:o 

14  .ÖO 

♦131 

lOi  Z 1 

Q.  WiQ 
•7.  1UO 

19*11 

1  •  1 
1  .  1 

i:iä 

7 .  1C1 

A'Xt  \  •  Oßl 
40U . ZOI 

lO* 

Tl.  IUI 

oo:  isfi 

*  i  *is 

llKJ 

O. 

7.  't 
/  .  O 

1  i& 
IOO 

i: .  o*i 
o: 

0  •  1 

z  .  1 

J0» 

1  -vi .  1 

1  ölt .  1 

/ 4/  .OOU/ 

1411 

4 :  od 

3  •  1 

O  .  1 

III 

3«  47 

1  •  1 

144 

O  .  71 

(\-  1 

»113 

140 

1 Q  .  1 1 

lo :  n 

1  •  1 
1.1 

140 

7Q  •  O 

/o:  J 

1  •  fi 
1  .  o 

49 :  o 

1*4 

1  »4 

11>N 

140 

o/ :  4 

1  .o 

lOVr 

1  .4 

101 

1  .  1  ri  l 

11571  ''VIS3. 

1S3 

lOO 

n,  17 

9,1/ 

1 1 

1  1  .o 



151 
104 

00 .  7 

92  •  3Q 

.  OJF 

'155 

^ .  Qi 

O  SOI 

O  .  <6 

 . 

i  riß 

1  '1 .  10 

■o:  i* 

1*1   i",  I 
1.1 

158 

2:79 

44:7 

»159 

53:3 

5:21 

161 

23:7 

16:29 

162 

81:2 

11:70 

♦163 

163:1 

627:8005 
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A 

164 

41:4 

5:16 

165 

15:11 

6:7 

166 

83:2 

3201:  '20621 

♦167 

1:167 



13:1 

•171 

171:1 

1:13 

172 

4:43 

1741:531 

174 

6:29 

11:5 

♦175 

25:7 

9:17 

177 

3:59 

102:23 

178 

89:2 

3:20 

♦179 

179:1 

153:2047 

180 

9:20 

3:2 

182 

14:13 

1:1 

183 

61:3 

2:9 

184 

8:23 

3!) :  23 

186 

31:6 

11:25 

«187 

187:1 

3:41 

188 

4:47 

24:7 

189 

7:27 

2:1 

190 

19:10 

37:51 

♦191 

1:191 
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Verzeichnung  der  geometrischen  Pro- 
Jcctionen  der  Oberflächen  der  zweiten 
Ordnung,  vermittelst  Anwendung  der 
Theorie  der  Umliüllungscunen. 

Von 

Herrn  C.  T.  Meyer, 

Bergwcrktcandidaten  zu  Frciberg. 


Obgleich  ich  in  der  im  lsten  Hefte  des  9ten  Bandes  dieses 
Journals  befindlichen  Abhandlung  über  die  Anwendung  der  Theo- 
rie der  Umhüllungscurven  auf  die  Schattenconstructionen  erwähnte, 
dass  die  Beschreibung  der  Anwendung  auf  die  geometrischen 
Constructionen  besser  in  einem  besondern  Werke  über  Axono- 
metrie erfolgen  würde,  so  hat  sich  doch  gezeigt,  dass  ein  solches 
Werk  enger  in  seinen  Grenzen  gehalten  werden  muss,  als  dass 
die  Verzeichnungen  mit  Auf-  und  Grundriss  darin  Platz  finden 
konnten.  Wenn  nun  auch  die  Zeichnungsmethode  durch  Umhül- 
lnuffscurve  namentlich  vereinfachend  auf  die  axonometrischen  Dar- 
stellungen der  Oberflächen  2ter  Ordnung  einwirkt,  welche  ausser- 
dem nur  sehr  mühsam  durch  einzelne  Schnitte  oder  mehrfaches 
Umzeichnen  verschiedener  Frojectionen  hergestellt  werden  könn- 
ten, so  ist  der  Nutzen  für  die  Darstellungen  mit  Auf-  und  Grund- 
riss doch  gewiss  auch  nicht  zu  vernachlässigen ,  und  ich  gebe 
daher  (zumal  da  sich  die  Herausijalie  obengenannten  Werkes 
durch  verschiedene  eingetretene  Hindernisse  noch  einige  Zeit  ver- 
zögern dürfte)  in  folgender  Abhandlung  eine  Anweisung  über: 

Die  Anwendung  der  Theorie  der  Umhüllungscur ven 
auf  die  geometrische  Verzeichnung  der  Oberflächen 
2ter  Ordnung. 

Ich  beschäftige  mich  hier  blos  mit  den  Körpern  oder  Ober- 
flächen  der  2ten  Ordnung,  obgleich,  wie  schon  aus  dem  früheren 
Aufsatze  hervorgeht,  auch  für  Körper  und  namentlich  für  Rotations- 

\9* 
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körper  anderer  Ordnungen  Anwendung  gemacht  werden  kann; 
aber  erstens  wi'irde  ich  blos  noch  einzelne  Fälle  anfahren  können, da 
das  Wesentliche  als  theils  schon  bekannt  und  theils  als  aus  dem 
Folgenden  ersichtlich  betrachtet  werdeu  kann;  und  zweitens  wür- 
den diese  gewiss  wenig  praktischen  Nutzen  gewähren ,  da  sowohl 
dergleichen  Korper  selten  vorkommen,  als  auch  am  Ende  die  Ver- 
einfachung nicht  sehr  bedeutend  sein  wird. 

Zu  den  Oberflachen  der  2ten  Ordnung  gehören  die  ellipti- 
schen (der  Kreis  aU  zur  Gattung  der  Ellipsen  gehörend  betrach- 
tet) Kegel  und  Cy  linder,  die  Ellipsoide,  Hyperboloide  beider  Art, 
die  elliptischen  und  hyperbolischen  Paraboloide.  Die  elliptischen 
Kegel  und  Cylinder  übergehe  ich  wegen  ihrer  schon  jetzt  sehr 
einfachen  Darstellung,  so  dass  ich  mich  im  Folgenden  blos  mit 
den  zuletzt  genannten  Oberflächen  zu  beschäftigen  habe. 

Ich  gehe  hier  nicht,  wie  in  dem  früheren  Aufsatze,  wo  es 
mir  mehr  nur  auf  die  Begründung  des  Princips,  gleichsam  wie 
auf  die  Grundsteinlegung,  ankam,  von  einfachem  Fällen  aus,  sonr 
dem  nehme  gleich  die  schwierigsten  an.  Was  die  Formelablei- 
tung, den  Beweis  des  Verfahrens  betrifft,  welches  ich  einschlage, 
so  werde  ich  mich,  um  Wiederholungen  aus  dem  frühern  Auf- 
satze möglichst  zu  vermeiden,  blos  auf  Weniges  beschränken,  und 
zwar  will  ich  dieses  der  Deutlichkeit  halber  nicht  mit  der  Beschrei- 
bung der  Zeichnung  vermengen,  sondern  hinterher  besonders  an- 
führen; namentlich  ist  diess  beim  hyperbolischen  Paraboloid  not  big, 
Aber  welches  früher  noch  gar  nichts  gesagt  wurde. 

Noch  habe  ich  endlich  zu  erwähnen, ehe  ich  zu  den  Aufgaben  selbst 
übergehe,  dass  ich  die  einzelnen  geometrischen  Verfahren  (wie  das 
Verzeichnen  der  Projection  einer  geneigten  Ellipse  oder  Parabel  etc.) 
nicht  überall  besonders  beschriehen  Tiabe ,  so  weit  es  nicht  das 
Verständniss  unbedingt  erfordert;  doch  sind  sie  in  den  Figuren 
überall  ausgeführt,  wo  mau  sie  leicht  wird  verfolgen  kennen. 
Uebrigens  sind  die  Buchstaben  im  Aufrisse  zur  leichtem  Unter- 
scheidung der  des  Grundrisses  immer  mit  einem  Index  unten 
versehen. 

Aufgabe  1. 

Verzeichnung  eines  Ellipsoids,  dessen  Durch- 
schnitt durch  die  Mitte  der  Hauptaze  (natürlich  recht- 
winklig zu  derselben)  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  durch  die 
Ellipse  CDEF  (im  Grundriss)  und  die  Hauptaze  selbst 
durch  AXBX  (im  Aufriss)  gegeben  ist;  die  Stellung  des 
Ellipsoids  gegen  die  Anfri ssebene  ist  sogleich  in  der 
Stellung  der  Ellipse  CDEF  bestimmt;  der  Neigungs- 
winkel, unter  dem  die  Protection  erfolgen  soll,  sei 
zziRAN ,  die  Richtung  der  Neigung  =  AR,  Um  den  Stand 
des  Ellipsoids  gegen  die  Basisebene  zu  bestimmen, 
mussuoen  einDrehungspunktoder  eineDrehuugsaxe  ge- 
geben sein;  wir  nehmen  derEin  fach  hei  t  halber  d  en  Punkt 
Ay  als  solchen  an;  ist  ein  anderer  Punkt  gegeben,  so 
erschwert  diess  die  Aufgabe  gar  nicht,  wie  wir  aus  den 
folgenden  Beispielen  sehen  werden;  ist  jedoch  die 
Aufgabe  so  gestellt,  dass  ein  gewisser  (der  unterste) 
Punkt  des  Ellipsoids  auftreffen  soll,   so  muss  dieser 
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erst  nach  der  obigen  Angabe  durch  Zeichnung  oder 
Rechnung  gefunden  werden,  was  aber  nicht  weiter 
hierher  gehört. 

Auflösung.  Man  verzeichne  sich,  um  zuerst  die  Darstel- 
lung im  Grundnss  zu  erhalten,  die  Axe  in  ihrer  geneigten  Stel- 
lung als  ab  (durch  das  Profil  AB2)  "'id  hierauf  den  durch  den 
Mittelpunkt  rechtwinklig  zur  Axe  gelegten  Schnitt  CDEF  durch 
die  zusammengehörigen  Durchmesser  GH  und  JK  als  ghik  (in« 
sofern  nämlich  zusammengehörige  Durchmesser  in  jeder  Pro- 
tection der  Ellipse  wieder  zusammengehörige  Durchmesser  geben). 
l)ie  Punkte  i,  k,  n  und  h  erhält  man,  wie  man  leicht  aus  der 
Figur  sieht,  ebenfalls  vermittelst  des  Profils,  indem  man  sich 
JK  als  J^K.y  und  HG  als  HtG2  verzeichnet,  (insofern  man  AH' 
=  0tH%i  AK  —  Ö2K2  etc.  macht).  Sodann  errichte  man  im  Mit-  , 
telpunkte  o  ein  Perpendikel  auf  ik  als  demjenigen  Durchmesser 
der  Ellipse,  der  in  der  Richtung  der  Axe  ab  Hegt,  wozu  man 
sogleich  O^o  benutzen  kann,  gebe  ihm  die  Grösse  oi  =  ok  also/» 
und  trage  die  Grösse  der  Hypotenuse  bp  auf  die  verlängerte  ab 
als  oq  nach  beiden  Seiten  von  o  aus  auf.  Beschreibt  man  nun 
aus  gh,  als  dem  zu  ik  zugehörigen  Durchmesser,  und  gq  als  zu- 
sammengehörige Durchmesser  die  Ellipse,  so  ist  die  geometrische 
Darstellung  im  Grundriss  fertig.  Es  ist  offenbar,  dass  man  die 
Ellipse  ghik  nicht  erst  aus  den  gefundenen  Durchmessern  gh  und 
ik  zu  verzeichnen  braucht,  um  die  Conturen  des  projicirten  Kör- 
pers in  der  Ellipse  ghqq  herzustellen ;  doch  wird  man  es  immer 
schon  des  Bildes  wegen  thun. 

Um  den  Aufriss  zu  verzeichnen,  trage  man  vorerst  die  proji- 
cirte  Hauptaxe  ab,  sowie  die  Durchmesser  gh  und  ik  als  axbx, 
g,hx  und  ixkx  in  Aufriss  und  verzeichne  sich  um  gxhx  und  ixkt 
als  zusammengehörige  Durchmesser  die  Ellipse  gihxixkx,  welche 
die  Projection  von  ghik  im  Grundriss  ist.  Man  verfahrt  nun  ganz  ' 
ähnlich  wie  vorher,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man,  da  hier 
der  zu  sxix ,  als  dem  auf  der  verlängerten  Axe  axbx  gelegenen 
Durchmesser,  zugehörige  Durchmesser  uxv\  nicht  gegeben  ist, 
solchen  erst  verzeichnen  muss,  was  sehr  einfach  durch  Halbi- 
rung  einer  (oder  sicherer  mehrerer)  Parallcllinie  mit  sxtx  in  der 
Ellipse  geschieht.  Man  trägt  die  Grösse  sxox  rechtwinklig  zu 
axbx  als  axmx  auf  und  macht  dann  oxwx  gleich  der  Hypotenuse  bxmx, 
worauf  man  aus  tcxwx  und  uxvx  die  gesuchte  Ellipse  zeichnet. 

Will  man  sich  nun  im  Grund-  und  Aufriss  noch  die  Axen 
cd,  ef  und  txd%,  exfx  angeben,  so  ist  diess  sehr  leicht,  aber  ohne 
wesentlichen  Nutzen,  da  die  deutliche  Vorstellung  namentlich 
durch  die  Ellipsen  ghik  und  gxhxixkx  bewirkt  wird. 

Eine  etwas  verschiedene  Construction  namentlich  hinsichtlich 
des  Autrisses  muss  man  anwenden,  wenn  die  Ellipsen  ghik  und 
axhxixkx  gar  nicht  verzeichnet  werden  sollen,  wodurch  aber,  wie 
Bereits  erwähnt,  die  Deutlichkeit  des  Bildes  viel  verliert;  auch 
ist  die  Ersparniss  im  Zeichnen  sehr  gering,  namentlich  da,  wenn 
man  wenigstens  die  Axen  CD,  Er  angeben  will,  auch  deren 
Findung  wieder  etwas  mehr  Construction  verursacht.  Ich  fähre 
diese  Construction  blos  an,  um  xu  zeigen,  dass  mau,  wenn  es 
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darauf  ankommt,  zur  geometrischen  Darstellung  eines 
nicht  eine  einzige  krumme  Linie  als  Hülfslinic  bedarf. 

Die  Verzeichnung  der  äussern  Conturen  imGrundriss  ist  ganz  wie 
früher,  nur  dass  man  die  Ellipse  nicht  aus  ik  und gh  verzeichuet,  son- 
dern, will  man  die  Axen  CD,  EF  in  der  Projeetion  angeben, 
solche  erst  auf  ähnliche  Weise  wie  die  Durchmesser  gh  und  ik 
finden  muss  (was  jedoch  in  der  Figur  auf  Taf.  IV.  Fig.  2.  nicht 
ausgeführt  ist,  da  sonst  zu  viel  Linien  zusammenkommen  wur- 
den). Um  nun  aber  den  Aufriss  darzustellen,  verfahrt  man  fol- 
gendermassen :  Man  ziehe  im  Grundriss  die  Verbindungslinie  ih 
und  verzeichne  diese  als  i,^  in  den  Aufriss ,  deren  Durchschnitts- 
punkt  wi,  mit  der  nrojicirteu  Axe  o161  man  wieder  als  m  in  den 
Grundriss  trägt;  zieht  man  nun  mo,  so  ist  offenbar,  dass  die 
Projection  dieser  Linie  im  Aufriss  auf  axbx  lallt.  Fast  noch  ein- 
facher kann  man  die  Richtung  von  om  durch  die  Tracen  bestim- 
men, indem  man  den  Durchschnitt  einer  rechtwinklig  zum  Auf- 
riss durch  axbi  gelegten  Ebene  mit  der  Ellipsenebene  ghik  sucht. 
Den  Punkt  m  trägt  man  in  die  gegebene  Ellipse  CuEF  als  M 
(indem  M  in  JH  liefen  muss)  und  zieht  ST  und  den  zugehöri- 

§en  Durchmesser  Ur,  worauf  man  beide  Durchmesser  wieder  in 
ie  Grundrissprojection  überträgt,  wobei  sich  U  sehr  leicht  durch 
die  Parallelen  Tt  und  Ss  mit  AR  ergiebt,  uv  aber  wie  gewöbn- 
lich  (d.  i.  wie  gh,  ik  etc.)  durch  das  Profil  gefunden  werden  muss 
(in  der  Figur  fällt  hierbei  Z)a  auf  K2  und  auf  Jit  da  der  Fuss- 
punkt eines  Perpendikels  von  V  oder  U  nur  unmerklich  von  K 
oder  J  differiren  wird),  st  und  «p  verzeichnet  man  nun  in  den 
Aufriss  als        und  wo  sodann  die  weitere  Lösung  mit  der 

frühem  zusammenfallt. 

Der  Beweis  zu  dieser  Zeichnungsmethode  geht  sogleich  ans 
der  letzten  Aufgabe  des  vorigen  Aufsatzes  hervor,  wo  wir  die 
Gleichung  der  umhüllenden  Curve 


fanden,  wenn  Ellipsen  ähnlich  ikgh  (oder  im  Aufriss  nA.OjA,) 
auf  ab  nach  dem  Gesetze  der  Veränderung  der  schiefwinkligen 
Ordinaten  og  oder  oh  in  einer  Ellipse,  die  man  sich  um  ab  und 
gh  als  zusammengehörige  Durchmesser  beschrieben  denken  kann, 
fortschreiten,  und  wenn  a  die  halbe  Axe  oa  =  ©6,  /  den  halben 
Durchmesser  og=oh  und  nl  den  auf  ab  fallenden  halben  Durch- 
messer oi=ok  der  Ellipse  ghik  bezeichnet.  Dass  hier  aber  in 
der  Projection  eine  Ellipse  als  Contur  gesucht  wird,  die  alle  pa- 
rallel mit  ghik  durch  die  Axe  ab  geführten  Schnitte  einschliesst, 
und  sich  diese  nach  einer  Ellipse  um  abgh  ändern  werden  (oder 
um  irgend  eine  Ellipse,  die  man  aus  einem  Durchmesser  der  El- 
lipse tkgh  und  ab  zieht,  was  ganz  auf  dasselbe  hinauskommt)  be- 
darf weiter  keines  Beweises. 

I,  Aufgabe  2. 

Darstellung  eines  um  den  Punkt  P  (Taf.  V.  Fig.  3.) 
anter  einem  Winkel  =ÄPiV  in  der  Richtung  PR  geneig- 
ten Hyperboloids  mit  einem  Mantel,  wenn  die  Grund- 
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flache  und  ihre  Stellung  zur  Aufrissebene  durch  die 
Ellipse  CDEF,  die  Hübe  d  u  r  i  h  AXBX  und  die  Projection 
des  Halbkreises  für  eine  gleiche  Stellung  wie  CDEF 
durch  gegeben  ist. 

Ferner  wird  noch  die  Grösse  der  imaginären  Axe 
(welche  für  alle  Hyperbelschnitte  durch  die  Axe  die- 
selbe bleibt  und  daher  zugleich  eine  constante  Axe 
des  Körpers  bildet)  als  durch  2  Ox  Qx  gegeben  voraus- 
gesetzt.*) 

Auflösung.  Es  ist  offenbar  durch  den  Punkt  P  nichts  als 
die  Drehuogsaxe  Pp  gegeben,  wenn  man  Pp  rechtwinklig  zu 
Pll  zieht,  und  man  kann  daher  eben  so  gut  sagen ,  es  soll  das 
Hyperboloid  um  den  Punkt  p  der  mit  PR  parallel  durch  A  gezo- 
genen Linie  AR'  geneigt  werden,  von  wo  aus  man  sich  am  pas- 
sendsten das  Profil  verzeichnen  wird,  durch  welches  man  die  Axe 
in  ab  und  die  Ellipsenprojection  von  CDEF  t»anz  wie  oben  in 
ghik  erhält;  um  b  wird  als  obere  EHipsenprojection  eine  mit  ghik 
identische  (d.  i.  gleich  grosse  und  gleich  gelegene)  Ellipse  ge- 
zogen. Es  ist  nun  die  die  seitliche  Contur  gebende  Hyperbel  als 
Verbindungslinie  dieser  2  Ellipsen  zu  bestimmen.  Hierzu  ist  es 
erforderlich,  sowohl  die  Projection  der  imaginären  Axe  QxQyt 
welche  man  leicht  in  qq  erhält,  als  auch  die  nach  dem  Halskreis 
verjüngten  Grössen  von  ah  und  ik  zu  kennen.  Die  Verjüngung 
ist,  wie  man  leicht  einstellt,  durch  die  Linien  OlMi  und  A*J[ 
gegeben,  und  es  wird  sonach,  tragt  man  auf  eine  beliebige  Linie 
(t<)  --.!,.■/,  und  au.=  OlMXy  verbindet  dg  und  6k  und  zieht  die 
Parallelen  (irj  und  fic:  oy=zox=ai]  die  eine  und  o»  =  o»c  =  ae  die 
audere  gesuchte  Axe  im  Ualskreis.  Es  giebt  uun  für  diese  Werthe 
die  Theorie  der  Umhüllungscurven  den  Ausspruch:  Die  beiden 
zusammengehörigen  Durchmesser  der  gesuchten  Hyperbel  erhält 
man  in  y%  und  einer  Linie  von  o  aus  nach  beiden  Seiten  auf  ab 

aufgetragen,  deren  Grösse  durch  of/a  —  oC1  (also  durch  die  Ka- 
thete eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem  die  Hypotenuse 
=09,  die  andere  Katbete  =0*  ist)  gegeben  ist.  Ist  aber,  wie 
hier,  ot  s  oq,  so  decken  die  Ellipsen  die  Hyperbel  und  es  wird 
solche  gar  nicht  sichtbar.  Zeichnet  man  das  Hyperboloid  als 
(> he  1  ll.i che,  so  ersieht  sich  noch  eine  Ellipse  oder  2  Ellipsen- 
bogeu  in  dem  The  de ,   wo  sich  beide  Endeltipsen  überschneiden. 


*)  Anmerkung.  Man  kann  sie  leicht  aus  den  frühern  Annahmen 
finden,  ihre  specielle  Angabo  aber  gehört  jedenfalls  zur  Vollständigkeit 
der  Aufgabe.  Sollte  sie  nicht  gegeben  sein  (wie  es  bei  Aufnahmen  zu- 
weilen vorkommen  kann)  und  man  will  sie  auch  nicht  erst  (s.  Anhang 
in  Schreiber's  darstellender  Geometrie)  finden,  so  zeigt  die  folgende 
Aufgabe  ein  Verfahren,  wie  man  sich  in  der  Ausführung  der  Zeichnung 
selbst  helfen  kann.  Für  den  Fall,  dasa  die  imaginäre  Axe,  aber  nicht 
der  Halskreis  und  dadurch  die  nach  den  verschiedenen  Verticalschnitten 
▼ariirenden  reellen  Axen  gegeben  sind,  findet  überall  das  umgekehrte 
Verhältnis«  statt,  welche«  leicht  zu  abstrahiren  ist;  ich  «ehe  daher  gänz- 
lich davon  ab.  zumal  ee  selten  vorkommen  wird,  auch  eigentlich  dieser 
Abhandlung  etwa«  entfernt  liegt. 
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Man  suche  die  Grosse  von  V" oi1 — oq1 ,  indem  man  o.r=oi  macht, 
und  trage  ox  von  o  aus  nach  beiden  Seiten  auf  ab  als  «2j  auf, 
worauf  man  um  yjj  und  2o£  als  zusammengehörige  Durchmesser 
eine  Ellipse  beschreibt,  die  von  den  Scheitelpunkten  y  und  7  so 
weit  hereingeht,  bis  eine  Berührung  mit  den  Endellipsenproiecti- 
onen  stattfindet.  Für  den  Fall  01  =  nq  ist  die  Zeichnung  durch 
die  der  beiden  Endellipsen  sogleich  heendet.  In  cd  und  ef  er- 
hält man  die  Projection  der  Ellipsenaxen  CD  und  EF. 

Für  die  Verzeichnung  im  Aufriss  erhält  man  aus  dem  Grund- 
riss  durch  Uebertragung  leicht  die  Ellipse  tfi/vi^'i»  ^ie  Körper- 
axenprojection  al0l  und  die  sich  als  qxqx  darstellende  imaginäre 
Axe,  worauf  man  um  bx  eine  der  ax hJ\k\  identische  Ellipse  zeich- 
net. Hierauf  ziehe  man  in  gih*i\*i  zu  gehörigen  Durch- 
messer ulvi  und  suche  die  Grössen  der  gleichliegenden  Durch- 
messer im  Halskreise,  indem  man  alöl-=AJ ,  und  aipl  =  Ü1Ml 
macht  und  Parallelen  c,  ,  und  < < ,  r ,  mit  <VV,  und  <V'i  zieht,  wo 
dann  </,>;,  und  o^fi  die  gesuchten  Grössen  sind,  welche  man  als 
ol(pJ=zolii'l  und  üjC,=0|T-,  an  die  ihnen  zukommenden  Plätze 
trägt.  Construirt  man  nun  aus  <>lal  und  olql—alQl  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  so.g'iebt  o1q1  die  Grösse,  welche  man  von  ox  aus 
auf  Oi/!»!  und  auf  olal  als  olal  auftragen  muss,  um  den  zu  cpityi 
zugehörigen  Durchmesser  der  zu  verzeichnenden  Hyperbel  zu  lin- 
den. Aus  den  zusammengehörigen  Durchmessern  1/MP1  und  alal 
zeichnet  man  die  Hyperbel  am  leichtesten  dadurch,  dass  man  um 
dieses  Kreuz  ein  Parallelogramm  coustruirt  und  durch  dessen  Eck- 
punkte die  Asymptoten  zieht,  aus  denen  man  von  1^1  und  q>x  aus 
ohne  Schwierigkeit  die  Hyperbel  verzeichnet. 

Wir  haben  es  hier,  hinsichtlich  der  Ableitung  der  Gleichung 
für  die  neue  Hyperbel,  mit  Ellipsen  ähnlich  yhik  (im  Aufriss 
ffxhiilkx  ;  doch  was  vom  Grundriss  gilt,  gilt  natürlich  auch  vom 
Aufriss,  daher  hierauf  weiter  keine  Rücksicht  genommen  werden 
wird)  zu  thun,  die  auf  ab  nach  einer  Hyperbel  fortschreiten, 
welche  man  sich  aus  den  zusammengehörigen  Axen  qq  und  y% 
verzeichnet  denken  kann  (da,  wie  bereits  erwähnt,  zusammen- 
gehörige Durchmesser  eines  Kegelschnittes  auch  in  der  Projection 
zusammengehörig  bleiben).  Nennt  man  nun,  wie  früher,  die 
neuen  Coordinatcn  der  Unihüllungscurve  x  und  y  (wo  aber  augen- 
scheinlich x  die  Ordinaten,  y  die  Abscissen  werden),  die  variable 
Entfernung  der  Ellipse  vom  Punkte  o  aus  er,  die  ähnlich  äff  und 
ai  gelegenen  halben  Durchmesser  der  Ellipsen  /  und  nl  und  die 
Axen  oy—ox  =  a  und  oq~by  so  wird 

p+    n2f*  -1 

und 

(dm  für  zusammengehörige  Durchmesser  der  Kegelschuitte  die- 
selben Gleichungen  als  für  die  Hauptaxen  gelten) 


d.i.  »y+(«-aOa=»*äi(ö9+«a>. 

woraus  för  die  Umhüllungscurve  die  Gleichung: 

resultirt,  d.  i.  die  einer  Hyperbel,  deren  zusammengehörige  Axen 
a  und      6a— naaa  sind,  so  dass  also  oy=ojr  bleibt«  während  oq 

in  übergeht  (da  offenbar  na  der  auf  ab  fallende  halbe 

Durchmesser  des  Halbkreises  ist).  Ist  na^  oder  auch  nur  =6, 
d.  i.  ot>  oder  =o«,  so  zeigt  schon  die  Formel,  dass  keine  Be- 
grenzungs- Hyperbel  entsteht. 

Die  Formel  glebt  für  den  Fall  na^b  eine  Ellipse 


und  wirklich  entsteht  eine  solche  im  Innern  durch  die  Schnitte 
oder  Tangenten  der  von  o  aus  fortschreitenden  Ellipsen,  bis 

 Q*n 

wird,  wo  dann  die  nächsten  immer  die  vorhergehenden  einschliessen. 
Wenn  man  also  vielleicht  die  obere  und  untere  Fläche  eines  sol- 
chen Modells  aus  Glas  herstellt,  oder  nur  eine  hyperbolische 
Oberfläche  betrachtet ,  so  wird  man  in  der  Mitte  einen  elliptischen 
freien  Raum  von  der  Form 

i 

sehen,  während  der  übrige  Inhalt  dieser  Endellipsen  durch  den 
Mantel  verdunkelt  sein  wird. 

(Es  ist  diess  im  vorigen  Aufsatze  bloss  flüchtig  angedeutet; 
dagegen  sieht  man  hieraus  leicht  ein,  wie  der  Schatten  eines 
senie  (gestellten  hohlen  Hyperboloids  mit  einer  freien  Ellipse  in 
der  Mitte  vorkommen  und  verzeichnet  werden  kann). 

Für  den  Fall,  dass 


\Tahi-b* 


sein  sollte,  sieht  man  nur  einen  Theil  dieser  innern  Ellipse  vom 
Scheitel  hereinsehen,  bis  eine  Tangirung  mit  den  Endellipsen  ein- 
tritt;  es  findet  dieses  Verhältnis«  in  der  Figur  statt 
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Ist  na=6,  so  geht  die  Gleichung  in  y=a  über,  d.  h.  alle 
Ellipsen  werden  durch  die  Punkte  y  und  %  gehen;  man  sieht  dann 
bei  einer  hyperbolischen  Oberfläche  den  Raum  in  der  Mitte  frei, 
in  welchem  die  beiden  EndeJIipsen  sich  decken. 


Es  ist  ein  Hyperboloid  mit  zwei  Mänteln  (oder  ge« 
trennten  Höhlungen)  durch  die  Höhe  AXBX  (Taf.  V. 
Fig.  4.),  die  Grundfläche  CÜEF  in  ihrer  Stellung 
zur  Aufrisse bene  und  die  Axe  zwischen  den  Anfangs- 
punkten beider  Mäntel  =  M, Mx  gegeben;  es  soll  das- 
selbe in  einer  um  den  Punkt  P  nach  der  Richtung  PR 
und  unter  einem  Wiukel  ~RPN  geneigten  Stellung 
verzeichnet  werden. 

Auflosung.  Wir  gehen  natürlich  auch  hier  von  der  Ver- 
zeichnung im  Grundriss  aus,  indem  wir  Pp  rechtwinklig  zu  PR 
ziehen,  bis  es  eine*  Parallele  Ab  in  p  trifft,  und  von  p  aus  das 
Protil  A^B^J.2h'2  etc.  verzeichnen,  woraus  man  leicht  die  Pro- 
jectionen  der  Axe  in  ab,  der  Scheitelpunkte  in  m  y  m  und  der  El- 
lipse in  ghik  erhält;  um  6  beschreibt  man  eine  der  ghik.  identische 
Ellipse  g' h' .  Um  sich  nun  aus  der  Axe  mm  einer  durch  die 
Punkte  </,  /*,  g',  h!  so  gehend  gedachten  Hyperbel,    dass  gh 


richtung  angiebt,  die  imaginäre  Axe  zu  bestimmen,  wende  man 
ein  Verfahren  an,  welches  dem  von  Schreiber  im  Anhang  sei- 
ner descriptiveu  Geometrie  angegebenen  sehr  ähnlich  ist,  inso- 
fern nur  wenige  Modifikationen  dadurch  eintreten,  dass  dort  recht- 
winklige Axen,  hier  zusammengehörige  Durchmesser  angenom- 
men siud.  Man  ziehe  ÄA',  .schlage  darüber  einen  Halbkreis  uud 
ziehe  im  Abstand  dd=om  eine  Parallele  mit  hh\  welche  den  Kreis 
in  dein  Punkte  v  schneidet,  von  dem  aus  man  das  Perpendikel 
va  auf  hh'  fallt,  die  dasselbe  in  o  trifft,  durch  welchen  Punkt 
man  nun  die  Linie  ao  zieht,  welche  die  Asymptote  der  Hyperbel 
ghog'h'  giebt.  Aus  der  Asymptote  erhält  man  leicht  in  y%=!2ml 
die  zu  mm  zugehörige  imaginäre  Axe.  Denkt  man  sich  um  die  so 

gefundene  imaginäre  Axe  y%  eine  Ellipse  ähnlich  ghik  beschrie- 
en, so  wird  der  zugehörige  Durchmesser  =ik  (man  erhält  ihn 
in  i'b  durch  die  Parallelen  g'i'  und  yV) ,  uud  nun  ist  das  Ver- 
fahren ganz  ähnlich  wie  in  voriger  Aufgabe;  es  bleibt  nämlich  die 
Axe  v%  unverändert,  während  die  halbe  reelle  Axe  oq  der  gesuch- 
ten Hyperbel  in  der  Kathete  ol  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  od, 
dessen  Hypotenuse  il=om  und  andere  Kathete  ol=ot  ist,  ge- 
funden wird.  Um  y%  und  qq  schlägt  man  hierauf  ein  Parallelo- 
gramm und  zieht  die  Asymptoten  ßoß,  ßoß,  aus  denen  man  von 
q,q  aus  die  Hyperbel  verzeichnet,  bis  sie  sich  tangential  an  die 
Ellipsen  anlegt. 

Nachdem  man  ftir  die  Aufrissprojection  die  Ellipse  ghik  als 
»i^i,  die  Axe  mm  als  mlml  und  die  Höhe  ab  als  axbk  ver- 
zeichnet und  um  bx  eine  der  gih.^kj  ganz  gleiche  Ellipse  be- 
schrieben hat,  ziehe  man,  ganz  wie  früher,  den  zu  Afc  zugehö- 
rigen Durchmesser  w,^.   Aus  dem  Grundriss  ist  nun  die  Verjün- 


Aufgabe  3. 
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gung  des  imaginäreo  Halskreises  —  ^  bekannt,   man  wird  also 

die  den  Durchmessern  und  uxvv  entsprechenden  imaginären 
Axen  der  Hyperbelschnitte  durch  sltl  und  «jt>i  in  a%xl  und  <p\tyi 
erhalten,  wenn  man  ax&i~bg'  und  a1ji1=oy/  auf  eine  beliebige 
Linie  aufträgt  und  durch  die  Parallelen  furjx  und  ft, rt  mit  6iUt 
und  #1«!  die  dem  Halskreis  entsprechenden  Grössen  0,17,  und  ff,*! 
für  Oi<pl—oltyl  und  o1ti=o1öj  abschneidet.  Aus  ojT|  und  0i*»i 
als  Hypotenuse  stellt  man  nun  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zusam- 
men uud  erhält  in  der  3ten  Seite  oxQt  die  Grosse,  welche  man 
als  o,rx  von  o,  aus  nach  beiden  Seiten  aufträgt,  um  die  Anfangs- 
punkte der  gesuchten  Hyperbel  zu  erhalten,  welche  man  selbst 
aus  den  Asymptoten  ßxßy ,  ßtßt  verzeichnet,  die  man  durch  die 
Ecken  einet»  Parallelogramms  um  <pt  ^1  und  rLr|  zieht. 

Die  Projectionen  der  Axen  CD  und  EF  ergeben  sich  einfach 
in  cd,  ef  und  Cidt  H  e^. 

Es  ist  die  Ableitung  und  auch  die  Gleichung  der  die  Pro- 
jection  des  Hyperboloids  mit  2  Mänteln  gebenden  Umhülluugs- 
curve  ziemlich  ähnlich  der  fiir  das  Hyperboloid  mit  einem  Mantel, 
auch  schon  im  vorigen  Aufsatze  oberflächlich  erwähnt.  Es  schrei- 
ten hier  offenbar  Ellipsen  wie  ghik  nach  einer  Hyperbel  wie  ghoy'h' 
als  Protection  eines  Durchschnittes  durch  die  Axe  AB  nach  der 
Linie  GH  auf  ab  fort;  bezeichnet  man  daher  den  halben  Durch- 
messer om  durch  a,  oy—oi  durch  6,  nennt  x  die  Abscissen,  y 
die  Ordinate?»  der  neuen  Hyperbel  nnd  lässt  die  Bedeutungen  von 
/,  nl  und  «  wie  früher,  so  wird: 


woraus  durch  Differentiation  nach  a  und  nachherige  Substitution  die 
Gleichung 

* 

folgt,  so  dass  also  die  Axe  26,  d.  i.  y%,  unverändert  bleibt ,  wäh- 
lend mm  in 

* 

übergeht,  da  offenbar  nb=.ol  ist.    Ist  nb  =  oder  >  a,  so  fällt 
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der  erste  Ausdruck  fta_M^2  ganz  weg  oder  geht  im  zweiten  Falle 

In  — n*6*— ö*  üb*'»  »e  das«  man  entweder  die  Formel  — £i='» 
d.  i.  ya=— 6*  oder 


erhält,' — zwei  Ausdrücke,  welche  nur  zu  imaginären  Abhängigkei- 
ten zwischen  x  und  y  führen.  In  einem  solchen  Falle  ist  also 
keine  Curve  ausser  den  beiden  Endellipsen  sichtbar,  da  sich  die 
Scbnittellipseo  jedes  der  beiden  Mäntel  immer  uroschliessen  und 
so  gar  keine  Umhüllun^scurve  geben  können  (ähnlich  wie  bei  einer 
Kegelprojection ,  wo  die  Scheitelprojection  in  die  projicirte  Basis 


Aufgabe  4. 

Es  ist  ein  elliptisches  Paraboloid  von  der  Höhe 
■=.AlBl  (Tal*.  VII.  Fig.  5.)  und  der  Bodenflache  =Ellipse 
CDEk\  welche  sogleich  in  der  gegebenen  Stellung  ge- 
gen die  Aufrissebene  verzeichnet  ist,  darzustellen, 
wenn  die  Richtung  der  Neigung  =zPR,  der  Neigungs- 
winkel =RPN  ist  ußd  der  Drehu ngspunkt  in  /'ange- 
nommen wird. 

Auflösung.  Auch  hier  kann  man  sich  wie  in  den  vorher- 
sehenden Aufgaben  statt  um  P  die  Drehung  um  p  vorgenommen 
denken,  von  wo  aus  man  sich  das  Profil  A^B^I^K^  angiebt  und 
die  Axe  ab  und  die  Ellinsennrojection  ghik  verzeichnet,  und  es 
kommt  nun  darauf  an,  die  Parabel  anzugeben,  in  welcher  sich 
das  Paraboloid  im  Grundriss  projicirt.  Man  ziehe  rechtwinklig 
auf  gh  durch  den  Mittelpunkt  a  der  Ellipse  die  Linie  Im,  mache 
al=ab  und  ziehe  gm  rechtwinklig  auf  lg;  hierauf  messe  man  mit 
einem  Maasstabe  von  beliebiger  Einheit  (den  man  sich  ohne  jede 
Schwierigkeit  sogleich  angeben  kann)  ai  und  hg  und  dividire  mit 
hg  in  ui,  welchen  Bruch  man  zu  quadriren  hat,  um  die  Zahl  zu 
erhalten,  welche  angiebt,  den  wievielsten  Theil  (in  der  Figur  den 
20sten)  man  von  am  nehmen  und  von  b  aus  auf  die  verlängerte 
ah  als  bo  auftragen  muss.  Vom  Punkte  o  aus  kann  man  nun  mit 
den  zusammengehörigen  Coordinatenrichtungen  ou  und  gh  und  einem 
Parameter  —am  die  gesuchte  Parabel,  die  sich  natürlich  tangen- 
tial an  die  Ellipse  anschliessen  muss,  verzeichnen;  wie  diess  sehr 
leicht  geschieht,  werde  ich  noch  am  Schlüsse  anhangsweise  an- 
geben. 

Die  Zeichnung  för  den  Aufriss  ist  ganz  ähnlich.  Man  trage 
zuerst  die  Axe  ab  als  axbi  und  die  Ellipse  ghik  als  gxh^ixkx  \n 
Aufriss,  ziehe  den  zu  «|ft  zugehörigen  Durchmesser  u^Vx  und  nun 
rechtwinklig  dagegen  die  limtt  mache  o1/1=a16i  und  ziehe  recht- 
winklig zu  ltVi  die  tiwij.  Hierauf  messe  man  o4*i  und  utVit  be- 
rechne sich  -=s  und  nehme  einen  durch  diesen  BrucbtbeU  0» 
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der  Figur  =,',)  bestimmten  Theil  von  aJml  und  trage  diesen  als 
6tcj  auf  die  verlängerte  axbt  auf.  Verzeichnet  man  sich  nun  noch 
die  Parabel  von  tot  aus  mit  dem  Parameter  rroj/w,  uod  den  zu- 
sammengehörigen Coordinatenrichtungen  tc^Oi  und  UiVif  so  ist 
auch  diese  Darstellung  beendet. 

Die  Axen  CD  und  EF,  wenn  man  diese  noch  anzugeben 
beabsichtigt,  ergeben  sich  wie  bei  den  frühem  Aufgaben  einfach 
in  cd,  tf  und  Cjc^  und  tifx. 

Wohl  mag  es  sein,  dass  dieser  Construction  von  Vielen  der 
Vorwurf  gemacht  wird,  dass  Rechnung  dabei  nöthig  wird  und 
man  nicht  mit  reiner  Linienzeichnung  auskommt,  doch  glaube  ich 
hierin  bei  einem  Falle,  wie  der  gegenwärtige,  eher  einen  Vor- 
theil als  Nachtheil  zu  erblicken;  denn  diese  einfache  Rechnung, 
welche  sogleich  auf  jedem  Orte  ausgeführt  werden  kann,  fiihrt 
sicherlich  zu  einem  genauem  Resultate  als  viele»  Construiren,  und 
sollte  ja  Jemand  ein  so  grosser  Feind  dieser  Vermischung  sein, 
dass  er  seiner  Ansicht  lieber  Zeit  und  Genauigkeit  opfert,  so 
kann  man  auch  leicht  oben  angezeigte  Rechnung  geometrisch 
ausführen. 

Was  den  Beweis  ftir  dieses  Verfahren  betrifft,  so  kann  ich 
mich  auch  hier  auf  den  früheren  Aufsatz  berufen  und  daher  ziem- 
lich kurz  fassen. 

Wir  haben  es  hier  mit  der  UmhOllungscurve  von  Ellipsen 
ähnlich  ghik  zu  thun,  welche  auf  der  Linie  ab  nach  dem  verän- 
dernden Gesetze  einer  Parabel  fortschreiten,  die  man  sich  um  ab 
und  ah  als  zusammengehörige  Coordinatenrichtungen  von  b  aus 
beschrieben  denken  kann.  Nennt  man  nun  ganz  analog  dem  frü- 
hem Aufsatze  ag—ak=ly  und  sonach  öi=aÄ=n/,  a  den  variab- 
len Abstand  der  Ellipse  von  b  aus,  p  den  Parameter  der  Parabel 
byh  fär  die  Coordinatenrichtungen  ab  und  ah,  und  bezeichnet 
durch  x  und  y  die  neuen  Coordinaten  der  Umhültungscurve 
6  aus,  so  hat  man 


(«-*)» 


und 


WV  +  (« — *)a  =  *  v  •  * » 

woraus  durch  Differentiation  nach  a  und  Substitution  ganz  wie  früher 
folgt,  d.  i.  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Anfangspunkt  um 
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4  weiter  auf  <ler  Abscissenaxe  zurückliegt,         ist  min  aber 
gleich   -jpp,  d.  i. 

— ri  —.2 
«t  ai 

Es  bleibt  nun  blos  noch  zu  erwähnen,  dass  p  in  der  Figur  durch 
«?n  gefunden  wurde,  worauf  wir  am  Ende»  wenn  wir  Einiges  über 
die  Construction  der  Parabel  aus  zusammengehörigen  Durchmes- 
sern anführen,  zurückkommen. 

Aufgabe  5. 

Es  ist  in  Taf.  VI.  Fig.  6.  ein  um  eine  Ecke  C  in  der 
Richtung  CR  und  unter  einem  Winkel  =  geneig* 
tes  hvpe rb ol i sch es  Paraboloid  zu  verzeichnen;  die  Di- 
mensionen  sind  in  der  Basis  CDEHFG  und  in  der  Höhe 
in  der  Mitte  A=AlBl  gegeben.  Die  Stellung  gegen  die 
Aufrissebene  ist  wie  bisher  zugleich  in  der  Stellung 
von  CD  EHFG  enthalten.  Obgleich  die  Aufgabe  hierdurch 
schon  bestimmt  ist,  so  haben  wir  in  der  Figur  doch 
noch  die  imaginäre  Axe  QQ  der  Hyperbel  CDEIIFG  der 
Einfachheit  wegen  als  bekannt  angenommen,  theils 
weil  sie  sowohl  leicht  gefunden  werden,  als  auch  ihre 
Fin;d  ung  auf  d  ie  in  voriger  Aufgabe  augezeigte  Weise 
umgangen  werden  kann,  theils  weil  man  sie  blos  zur 
Construction  der  Hyperbelpr oj ection  braucht,  also  die 
Annahme  oder  Nichtannahme  derselben  gar  keinen 
Ein  flu  ss  dar  au  f  hat,  worauf  es  hier  ankommt. 

Auflosung.  Auch  hier  gebe  ich  vorerst  nur  das  rein  con- 
struetive  Verfahren  an  ;  die  Erklärung  liefert  die  darauffolgende 
Ableitung  der  vorhandenen  Umhullungscurve. 

Man  ziehe  parallel  CR  die  Ab,  fälle  darauf  das  Perpendikel 
Cp  und  construire  sich  von  p  aus  das  Profil  pl2A2B9,  wodurch 
man  in  ab  die  Horizontalproiection  von  AxB*t  in  t  einen  Punkt 
der  projicirten  Linie  CF  ernält,  so  dass  eif  deren  ganze  Projec- 
tion  wird.  Durch  wenige  Parallellinien  ergeben  sich  nun  die 
übrigen  gesuchten  Punkte  und  Linien,  wie  man  sogleich  aus  der 
Figur  sieht,  worauf  man  die  Asymptoten  «a,  aa  zieht  und  daraus 
die  Hyperbel  edehfg  verzeichnet.  Die  Projection  des  durch  die 
Mitte  EH  und  AxBy  geführten  Schnittes  würde  man  offenbar  In 
einer  Parabel  erhalten,  die  man  aus  ab  und  eh  als  zusammenge- 
hörige Coordinatenrichtungen  von  b  aus  construirte.  insofern  der 
Schnitt  nach  der  Eigenschaft  des  hyperbolischen  Paraboloids  eine 
Purabel  ist  und,  wie  bereits  mehrmals  erwähnt,  zusammengehörige 
Durchmesser  oder  Coordinatenrichtungen  der  Kegelschnitte  auch 
in  der  Projection  zusammen  gehörig  bleiben.  Ganz  dieselbe  Pa-  • 
rabel  zeigen  nun  aber  die  parallelen  Seitenflächen  über  CF  und 
DG,  nur  dass,  da  die  Ordinate  grösser  ist,  es  auch  dieAbscisse 
•ein  muss;  man  wird  also,  um  im  Grundriss  diese  Ebenen  darzu- 
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stellen  ,\nur  die  Grosse  der  zu  cf  oder  dg  gehurigen  Abscisse  zu 
suchen  jlnd  dann  der  abeh  gleiche  Parabeln  zu  construiren  haben. 
Man  bestimme  «ich  demnach  zuerst  den  Parameter  ak  der  imagi- 
nären Parabel  abhe  (indem  man  die  kk!  rechtwinklig  auf  he  zieht, 


w  z^zaezs4th  macht,  k'  mit  Ä  verbindet  und  in  h  das  Perpendi- 
el  hk  errichtet),  ziehe  hierauf  W  rechtwinklig  zu  cf  durch  m, 
mache  m/  =?=  o£  und  ziehe  rechtwinklig  zur  Verbindungslinie  die 
/7';  af  giebt  sodann  die  gesuchte  Abseissenlinie  und  wird  als  nto 
und  no  parallel  06  aufgetragen,  worauf  man  um  cf,  mo  und  dg, 
no  mit  dem  Parameter  ak  die  Parabeln  co/*  und  dog  beschreiht. 

-  _  ■  . 

Bis  hieher  liegt  in  der  ganzen  Construction  nichts  Neues, 
sondern  es  ist  die  gewöhnliche  geometrische  Darstellung  einer 
Hyperbel  -  und  zweier  Parabelprojectionen ;  es  bleibt  nun  aber  noch 
die  Darstellung  des  inneren  Theils  übrig,  die  Verzeichnung  der 
Höhlung,  da  bekanntlich  dieses  Paraboloid  sattelförmig  gestaltet 
ist,  und  hierbei  verfahrt  man  folgendermassen.  Man  ziehe  in  der 
Hyperbel  edehfg  den  zur  Richtung  ab  zugehörigen  Durchmesser 
rr,  bestimme  sich  durch  ra  parallel  ab  bis  zur  Asymptote  au  die 
Grösse  des  Durchmessers  u  und  verzeichne  den  den  zusammen- 
gehörigen Coordinaten  ab,  rr  zukommenden  Parameter  einer  ge- 
dachten Parabel  um  ab,rr,  indem  man  ttf  rechtwinklig  zu  rr 
'  zieht,  at'  =  ar  nimmt  und  durch  eine  zu  t'r  perpendiculäre  Linie 
rt  die  Grösse  at  abschneidet.  Hierauf  messe  man  mit  einer  be- 
liebigen Einheit  die  Grössen  at  und  rr  und  berechne  sich  hiernach 

»  worauf  man  eine  Parabel  aus  den  zusammengehörigen  Co- 

ordinatenrichtungen  rr  und  ab  zu  construiren  hat,  deren  Parameter 

—at  ist  und  deren  Anfangspunkt  um  au^  der  flö  weiter 

herein  als  b  liegt.  Diese  Parabel  wird  so  weit  gezeichnet,  bis 
sie  sich  tangential  an  die  Hyperbel  edehfg  ansemiesst.  In  der 
Figur  ist  die  Grösse  bo't  um  welche  der  Anfangspunkt  o'  vor  6 
fällt,  6X4  at,  was  hier  blos  einen  Punkt  beträgt. 

Bei  der  Zeichnung  des  Aufrisses  hat  man  ebenso ,  wie  im 
Grundrisse,  erst  die  Darstellung  der  Hyperbel  und  der  beiden 
Seitenparabeln  zu  vollziehen,  wozu  man  die  nöthigen  Längen 
aus  dem  Grundriss  erhalt  Die  Hyperbel  Cidxexhxfigi  verzeich- 
net man  aus  den  Asymptoten  alal ,  indem  man  solche  blos 
aus  dem  Grundrisse  heraufzutragen  braucht,  da  es  ein  sehr  leicht 
einzusehender  Satz  ist,  dass  die  Asymptoten  in  jeder  Darstellung 
der  Hyperbel  solche  bleiben  müssen.  Für  die  Verzeichnung  der 
Parabeln  cxfxOi  und  d^g^  ist  mlol ,  Ctfx  und  »i0lt  d\gx  gege- 
ben, wozu  man  sich  den  Parameter  zu  bestimmen  hat,  den  man 
auch  in  axkx  erhält,  da  eine  Parabel  um  axbx ,  exhx  beschrieben 
gedacht,  nothwendig  dieselben  Verhältnisse  zeigen  wird.  Hierauf 
bestimme  mau  sich  nun  den  zur  Richtung  Oi6i  gehörigen  Durch- 
messer i^tft0!  der  Hyperbel  und  durch  eine  durch  vx  parallel  axbx 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Asymptote  axax  gezogene  Linie 
vxßx  den  Durchmesser  wxWt,  sowie  ferner  den  einer  Parabel  um 
«461,  ViVj  zukommenden  Parameter  axIx  (indem  man  fltl  recht- 
winklig zu  Wi  zieht  und  fal  zur  Verbindungslinie  Misst 
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man  nun  rlcl  und  UjWj  und  berechnet  sich  den  Ausdruck  \^r)» 

so  erhalt  man  dadurch  in  einem  Bruchtheil  von  adg  die  Grosse, 
um  welche  der  Anfangspunkt  tij  weiter  herein  als  bl  Hegt,  woraus 
man  sich  dann  leicht  mit  dem  Parameter  a^jdie  Kichtuogen  a.ui 
und  als  zusammengehörig  betrachtet,  von  Ut  aus  die  Parabel 
verzeichnet,  die  man  so  weit  fortsetzt,  bis  sie  die  Hyperbel  tan* 
girt.   In  der  Figur  ist  61u1  =  iIi  a,^. 

Ueber  die  Cnnstruction  der  Hyperbel  und  Seitenparabeln  ist 
natürlich  nichts  weiter  zu  sagen,  sondern  blos  die  Formel  für  die 
innere  Parabel  o'rr  abzuleiten.  Diese  Parabel  ist  aber  die  Um- 
hüllungscurve  von  Hyperbeln  ähnlich  cdekfg,  welche  nach  einer 
Parabel,  die  man  sich  um  06,  eh  beschrieben  denken  kann,  in 
der  Richtung  ab  fortschreiten,  wie  sogleich  aus  der  ideellen  Ent- 
stehungsweise des  hyperbolischen  Paraboloids  durch  die  Fort- 
bewegung  einer  variabeln  Hyperbel  ähnlich  CDEIIFG  um  eine 
Parabel  ßlAiEfif  wobei  sich  die  Axcn  nach  den  doppelten  Or- 
dinaten  der  Parabel  ändern,  hervorgeht.  Nennt  man  daher  die 
variable  Entfernung  der  Hyperbel  von  6  aus  (etwa  ba)  =0,  die 
zu  dieser  Entfernung  gehörige  Ordinate  (gleich  halben  Durch* 
messer  der  Hyperbel)  ae—r,  den  halben  Durchmesser  ar=  l  und 
den  dazu  gehörigen,  auf  ab  fallenden  halben  Durchmesser  der  Hy- 
perbel —  nl,  so  wird,  läsSt  man  wieder  x  und  y  als  die  Coordi- 
naten  der  neuen  Curve  nach  den  Richtungen  ab  und  rr  gelten: 


und 

wo  p  das  Verhältnisse  ausdrückt  und  p  den  Parameter  der  Pa- 

r 

rabel  abeh  bezeichnet.  Substituirt  man  den  Werth  von  /  in  die 
erste  Gleichung,  so  erhält  man: 

n2 1/2 — (x — 0)*==  n* .  fi* .  ap , 

differenziirt 

2(*-«)=t.». 

und  durch  Einsetzung  dieses  Ausdrucks  von  a  in  obige  Gleichung: 

n*y*— (x  +  — j-^         =     f**.p.  £ — — , 

y—\*^p  \x  j*-  I  > 
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d.  i.  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Parameter  pyzzzyflp  ist 
und  deren  Anfangspunkt  (oder  Scheitelpunkt  in  der  Linie  ao)  um 

"2j~.p  weiter  herein  liegt. 

Man  konnte  nun  hiernach  sehr  leicht  die  Zeichnung  ausfüh- 
ren, indem  man  nur  mit  einem  Maassstabe  ae,  arund  at  zu  messen  und 


n 


steh  die  Ausdrücke  P*=(^~~)  ul,d 


su  berechnen  braucht,  um  in  Theilen  von  at  die  Bestimmungen 
fiSr  die  neue  Parabel  zu  erhalten,  und  es  ist  eine  solche  (In- 
struction namentlich  in  den  Fälleu  zu  empfehlen,  wo  fi  ein  gros- 
ser Bruch  wird,  so  dass  man  dasselbe  mit  hinreichender  Genauig- 
keit für  die  Zeichnung  =1  setzen  kann;  doch  ist  in  der  Figur 
and  Beschreibung  ein  etwas  anderer  Gang  eingeschlagen. 

Es  ist  nämlich,  bestimmt  man  sich  für  eine  um  rar  und  ab 
beschriehen    gedachte   Parabel    den   Parameter  »«,  derselbe 

ar*  aP 
—  ==-  während  »=^-  ist,  so  dass 
ab  ab 

/ae\«  1  1 

W 

wird,  und  substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichungen  px 
=  r*V  und 

n2 

so  erhält  man  Pi=-p%  und 

.     n*  /asY 

Die  Parabel  abrr  ist  wirklich  die  Protection  eines  durch  ab  uod 
rr  geführten  Schnittes  in  dem  hyperbolischen  Paraboloid,  und 
man  hätte  die  Ableitung  gleich  so  vornehmen  können ,  dass  man 
sich  die  Hyperbeln  nach  dieser  Parabel  fortlaufend  gedacht  hätte, 
was  zu  demselben  Resultate  geführt  haben  würde;  doch  glaube 
ich,  dass  die  gegebene  Ableitung  einestheils  deshalb  besser  ist, 
weil  sie  noch  einen  andern  Weg  der  Construction  zeigt,  der  in 
einzelnen  Fällen  sogar  besser  anwendbar  sein  kann,  und  andern- 
theils  macht  sie  bloss  von  dem  einfachsten  Satze,  von  der  Ent- 
stehung des  hyperbolischen  Paraboloids,  Gebrauch,  während  im 
zweiten  Falle  schon  einige  nähere  Kenntnisse  von  dessen  Eigen- 
schaften vorausgesetzt  werden  müssen. 

Theil  XII.  20 
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Hiermit  wären  die  zu  behandelnden  Oberflächen  der  2ten 
Ordnung  erschöpft  und  filr  jede  derselben  eine .  wie  mir  scheint, 
ziemlich  einfache  Constructionsmethode  ihrer  Projectionen  ange- 
geben, und  ich  schliefe  daher  diese  Althandlung  mit  dem  Wun- 
sche, dass  sie  auch  in  praktischer  Hinsicht  (für  Zeichner  n.  dergl.) 
einigen  Nutzen  gewahren  und  Vorurtheile,  welche  gewiss  dagegen 
anftreten  werden,  siegreich  überwinden  möge. 

Für  die  Annahme,  dass  in  den  vier  erstem  Körpern  die  Ellipse 
in  einen  Kreis  übergeht,  treten  noch  mehrfache  Vereinfachungen 
ein,  welche  ich  in  einem  späteren  Aufsatze  zusammenzustellen 
Willens  bin. 

Es  wurde  am  Ende  der  4ten  Aufgabe  auf  eine  ziemlich  ein- 
fache Parabelconstructinn  aus  einem  Durchmesser  und  der  dazu- 
gehörigen Ordinatenrichtung  verwiesen,  und  rch  gebe  daher  zum 
Schlüsse  ein  Verfahren  an  ,  welches  gewiss  vor  vielen  andern  in 
der  Ausführung  den  Vorzug  verdient;  eine  sehr  leichte  Oonstruc- 
tion ,  insofern  man  erst  die  Axen  findet,  ist  auch  in  Crelle'9 
Journal  von  meinem  Hrnder  angegeben  worden. —  Es  mnss  ausseT 
dem  Durchmesser  und  der  Richtung  der  Ordinaten  entweder  noch 
der  Parameter  für  diese  Coordinatenrichtungen  oder  ein  beliebiger 
Punkt  der  Parabel  gesehen  sein,  woraus  man  erst  den  Parameter 
findet;  wir  nehmen  den  letztern  Fall  an,  da  er  als  der  allgemei- 
nere den  erstem  mit  eiuschliesst. 

Es  sei  in  Taf.  VII.  Fig.  7.  der  Durchmesser  der  Parabel 
=  A/i,  die  gegebene  Ordinatenrichtung  CD  und  D  (also  auch  C) 
ein  Punkt  der  Parabel. 

Um  zuerst  den  zu  diesen  Coordinatenrichtungen  gehörenden 
Parameter  zu  bestimmen,  ziehe  man  EF  rechtwinklig  zu  CD, 
mache  ME  — AM  und  ziehe  DF  rechtwinklig  zu  ED;  es  wird 
sodann  MF  die  gesnehte  Grösse.  Der  Beweis  ersieht  sich  so- 
gleich aus  der  Gleichung  der  Parabel.  Die  nun  folgende  Parabel- 
verzeichnung ist  nichts  als  das  umgekehrte  Verfahren.  Man  ziehe 
durch  beliebig  angenommene  Punkte  Mt ,  M%,  M3,  ;>/4  etc.  Pa- 
rallelen mit  CD  und  EF  und  von  A  aus  die  AE  beliebig  verlän- 
gert fort,  »eiche  die  EtFl9  £2 h \  etc.  in  Ex,  223  etc.  schnei- 
det. Tragt  man  nun  auf  einer  beliebigen  dieser  Parallelen,  z.  B. 
E^Fxy  M4F4  =  dem  Parameter  auf,  halbirt  EF  in  H  und  E*F4 
in  /r4  und  zieht  die  HH±>  welche  man  nach  beiden  Seiten  belie- 
big verlängert,  so  erhält  man  in  Hx%  H3t  //4  etc.  Punkte, 
von  denen  aus  man  mit  einer  Zirkelspannung  z=.HlEx,  H2E^  etc. 
die  Punkte  Dx ,  Cx,  Z>2,  C*  etc.  abschneidet,  durch  die  die  Pa- 
rabel geht.  Ein  Vorth  eil  bei  der  Zeichnung  ist,  die  Punkte  mehr 
in  der  Nähe  des  Scheitels  zusammenzudrängen;  je  entfernter  da- 
von, desto  grösser  kann  man  die  Distanzen  nehmen. 
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XXI. 

Heber  eine  trangscendente  Gleichung, 
welcher  keine  complexe  Zahl  genügt. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  0.  Schlö milch 

an  der  Universität  su  Jena. 


Die  fortschreitende  Ausbildung  der  Arithmetik  hat  bekannt- 
lich eine  successive  Erweiterung  de»  Zahl  enge  biete»  nöthig  ge- 
macht und  zwar  in  der  Absicht,  um  Operationen,  die  unter  Um- 
ständen unausführbar  sein  würden,  unter  allen  Umständen  bewerk- 
stelligen zu  können.  So  ist  z.  B.,  wenn  wir  die  natürliche  Zah- 
lenreihe 1,  2,  3  als  das  ursprüngliche  Material  der  Arithmetik 

ansehen,  schon  die  Subtractiou  eine  nicht  immer  mögliche  Ope- 
ration; denn  bei  dem  Versuche  5  von  3  abzuziehen  (von  3  aus 
5  Schritte  rückwärts  zu.  gehen)  würde  man  aux  der  obigen  Zah- 
lenreihe herauskommen,  und  mithin  ist  3  — ö*  eine  relativ  unmög- 
liche Zahl,  weil  es  eben  unmöglich  ist,  sie  in  jener  Zahlenreihe 
aufzufinden.  Diese  Unmöglichkeit  verschwindet  bei  einer  Erwei- 
terung des  Zahlengebietes  um  die  negativen  ganzen  Zahlen.  Aehn- 
liche  Betrachtungen  fähren  auf  die  neuen  Erweiterungen  durch 
Brüche  und  Irrationalzahlen,  welche  zur  Interpolation  der  Reihe 

....  ~3,  -2,  — U  0,  +  1,  +2,  +3,  .... 

dienen.  Ausser  dieser  longitudinalen  Erweiterung  des  Zahlen- 
gebietes ist  aber  anch  eine  laterale  Erweiterung  eingetreten  und 
zwar  durch  die  Entdeckung  der  imaginären  Zahlen,  welche  in  Be- 
ziehung auf  das  Zahlengebiet  —  od  bis  +  oo  relativ  eben  so  un- ' 
möglich  sind  wie  eiue  negative  Zahl  bezüglich  der  Zahlenreihe  0 
bis  -f  od.  Es  entsteht  nun  die  Frage ,  ob  sich  mit  dieser  Zahlen- 
gattung das  Gebiet  der  Zahlen  schltesst,  oder  ob  es  noch  weitere 
neue  Zableograttuogen  feiebt,  durch  welche  das  Zahlengebiet  fer- 
nere Dimensionen  erhalten  Wörde.  Es  Ist  nicht  schwer,  den  Weg 
anzudeuten,  auf  welchem  man  fortgehen  muss,  wenn  man  der- 

20* 
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gleichen  neue  Regionen  zu  entdecken  hoffen  will;  erinnert  man 
sich  nämlich ,  dass  die  Einheiten  —  1  und  V  — 1  als  Wurzeln  der 
Gleichungen  1  -fj?=0,  l  +  ar4=0  angesehen  werden  dürfen,  so 
erhellt  auf  der  Stelle,  dass  es  nur  darauf  ankommen  würde,  eine 
Gleichung  von  der  Form  l-{-f(x)—0  zu  findenl,  welche  keine 
Wurzel  von  der  Form  x=a  +  b\f~^\  besässe;  denn  Messe  j  die 
Wurzel  jener  Gleichung,  so  wäre  eben  diese  durch  die  Gleichung 
f(j)=2  —  1  definirte  Grösse  nicht  indem  bisherigen  Zahlengebiete 
(dem  der  complexen  Zahlen)  enthalten  und  gehörte  demnach  einer 
neuen  Zahlengattung  an.  Man  weiss  nun  im  Voraus,  dass  f(x) 
keine  algebraische  Function  sein  darf,  weil  schon  bewiesen  ist, 
dass  jede  algebraische  Gleichung  durch  complexe  Zahlen  aufge- 
löst werden  kann,  und  es  bleibt  daher  nur  übrig  sich  im  Gebiete 
der  transscendenten  Functionen  umzusehen.  Ich  will  nun  zeigen, 
dass  wenn 

^11  1  1 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  1  +  f(x)—Q  oder  f(x)——  1  keine 
Wurzel  von  der  Form  u  +  bi  (wo  t=V — 1)  besitzt. 

1.  Beschränken  wir  uns  vorerst  auf  reelle  Werthe  von  x,  so 
sind  drei  Fälle  möglich,  nämlich  :r>0,  #«=ö  und  xKfi-  Für  x>0, 
d.  h.  für  ein  positives  x,  bleibt  nun  aber  immer 

wie  man  sogleich  ersieht,  wenn  f(x)  unter  der  Form 

1  1 

'(ar)— x(x  +  l)  +  (*+2)(a:+3)  +"" 

dargestellt  wird,  und  daher  ist  die  Gleichung  f(x)=  —  l  für  ein 
positives  x  offenbar  nicht  zu  erfüllen.  Eben  so  wenig  kann  x=0 
eine  Wurzel  derselben  sein,  weil  /"(())  =ao  also  nicht  =  —  1  wird. 
So  bleibt  denn  nur  die  Möglichkeit  übrig,  dass  eine  negative  Zahl, 
—  |  etwa,  der  Gleichung  genügte,  so  dass  für  x=—  £  die  Be- 
ziehung 


m 


(-!)"+ 1      (-l)^a  }  (-1)*» 

(-1)^4-1        (-1)*»+»  _ 
+  -|  +  2w+l  +—  |  +  2m+2  +  — 

statt  finden  roflsste.  Man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  £  hier 
keine  ganze  Zahl  sein  darf,  weil  sonst  ein  Glied  der  Reihe  un- 
endlich werden  würde,  und  dass  folglich  nur  ein  zwischen  zwei 
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ganze  Zahlen  (etwa  m  und  t»-f  1)  fallendes  £  der  Gleichung  ge- 
nügen konnte.  Setzen  wir  daher  £z=m  +  g,  wo  p  einen  positiven 
ächten  Bruch  bezeichnet.  Die  Gleichung  2)  gebt  dann  in  die  fol- 
gende über: 


(-1)"  (-1)"»+' 


,  .  (-!)"+»  ,         ,  (-1)*" 

+    l-_p     +    2-o    + +  w-p 

m — o+l     M — p+2  ^"wt—p+3  J 

Multiplicirt  man  beiderseits  mit  (— und  nimmt  darauf  die- 
jenigen  Glieder  zusammen,  deren  Nenner  nur  in  dem  Vorzeichen 
von  p  differiren,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 

^        p  +  ^-p^a2-^"1" +  m*~o* 

Hier  müssen  wir  unterscheiden,  ob  m  gerade  oder  ungerade  ist; 
im  ersteren  Falle  transponiren  wir—  auf  die  rechte  Seite  und 
schreiben  folgendermassen: 

f  2  (  (m— f)2— oa  ~~  wT^v) 
Q  Q 

Diese  Gleichung  enthält  aber  einen  offenbaren  Widerspruch  'io 
sich;  sämmttiche  auf  der  linken  Seite  in  Klammern  eingeschlos- 
sene Differenzen  sind  nämlich  positive  Grossen,  und  mithin  ist 
auch  der  Gesammtwerth  der  linken  Seite  positiv;  dagegen  ist  die 
rechts  vorkommende  Differenz  0  —  1  negativ,  weil  0  einen  ächten 
Bruch  bezeichnete.  Daher  kann  die  Zahl  m  keine  gerade  Zahl 
sein. 

Für  ein  ungerades  m  stellen  wir  die  Gleichung  3)  in  folgender 
Form  dar: 
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•  *  •    *  V(m-2)*  -  oa  ~~  (m— 1)»  -  q  V  + 

Hier  sind  wieder  alle  auf  der  linken  Seite  vorkommenden  Diffe- 
renzen positiv  und  überhaupt  der  Gesammtwerth  der  linken  Seite 
positiv,  während  rechts  eine  negative  Zahl  steht.  Da  sich  diess 
widerspricht,  so  folgt,  dass  «1  auch  keine  ungerade  Zahl  sein 
kann.  —  Fassen  wir  nun  alles  Bisherice  zusammen,  so  ergiebt 
sich,   dass  die   Gleichung  f{x)=i  —  \   keine  reelle  Auflösung 


.>.... 

II.  Wir  haben  nun  noch  zu  untersuchen,  ob  die  complexe 
Zahl  x  =  a±bi  eine  Wurzel  unserer  Gleichung  sein  könnte.  Da 
Oberhaupt 

 1  a+n^bi 

ist,  so  hat  man  unmittelbar 

w   «  1 1    ,  <»-f2 

x.r_J_         b  b  T 

+ 1  La*+ü*  ~  («  +  1 )»  +  4»  +  (a  +2)»  +  6»  J 

und  wenn  diess  = — 1  sein  soll,  so  müssen  gleichzeitig  die  Glei- 
chungen 

4)  _f.___JL±JL.  +_£+?__  -_, 

5,  _Al  ...  *  _n 
°'  a*  f  6*"~(a+l)H6*  +  (a+2)*  +  6*  "  U 

statt  finden.   Die  zweite  Reihe  convergirt  nun  immer  und  ihre 
ist 

1 

b 


n*  +  6*' 

•  ti  , 

dagegen 

.      b  b  , 

also  im  Allgemeinen  eine  von  Null  verschiedene  Grösse.  Nur  in 
swei  Fällen  liesse  6ich  die  Gleichung  5)  erfüllen,  wenn  nämlich 
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entweder  o=0  oder  a~<x>  wäre;  aber  in  beulen  Fällen 
die  Gleichung  4)  nicht.   Für  6=0  käme  man  uimlkh  auf 

zur fick,  was  für  reelle  a  (und  nur  solche  werden  betrachtet)  ein 
Widerspruch  ist,  wie  wir  aus  I.  wissen;  im  zweiten  Falle  «  — oc 
dagegen  würde  die  Gleichung  4)  in  0=  — 1  ubergehen,  was  sich 
abermals  widerspricht.  Die  Iiieichungen  4)  und  5)  können  daher 
nicht  zusammen  bestehen,  d.  h.  es  giebt  keine  reellen  a  und  b, 
fär  welche  f(a+bi)=. — 1  werden  konnte.  Hiermit  ist  denn  der 
Nachweis  geliefert,  dass  die  transscendente  Gleichung 

keine  Wurzel  von  complexer  Form  besitzt.  Es  lassen  sich  an 
diese  Thatsacbe  noch  mancherlei  Consequenzen  anknüpfen,  die, 
wie  es  scheint,  nicht  ohne  Interesse  und  Brauchbarkeit  sind.  Da- 
von ein  ander  Mal. 


» .  ■  .■  ■(  i 4 
•i  *•  . 


Heber  die  höheren  »ifferenzial- 
quo  Hentern  der  Tangrente. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö  milch 


an  der  Universität  zu  Jena. 


I  . 


Obgleich  man  die  höheren  Differenzialquotienten  der  Tangente 
schon  auf  mehrere  verschiedene  Weisen  entwickelt  hat,  so  ist 
doch  vielleicht  die  nachstehende  Ableitung  derselben  nicht  über- 
flüssig, weil  sie  auf  einem  sehr  einfachen  Verfahren  beruht,  wel- 
ches den  Resultaten  eine  besondero  Eleganz  verleiht.  Bezeichnen 
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< 

wir  tiberhaupt  den  inten  Differenzialquotienten 
<p(x)  mit  D*<p{x)t  so  ist 

1 

7)tan.T= — s—  =  tan2*  -{•  1  * 
cos**  T 

ferner: 

LPtanx—  2tan*.Z)tan* 
=  2tan*(tan**+l) 
=  2tana*  +  2tau*. 

Weiter  bat  man 

D«tan*=2.3tan**.Z>tan*  +  2Z)tan* 
=(2.3tan**-|-2)Dtan*, 

und  wenn  (Ür  ZJtan*  wieder  tan4*  +  l  gesetzt  wird: 

Z)nan*=6tan«*  +  8tan»*  +2. 

Eine  nochmalige  Üifferenziation  gicbt 

D*tanx  =  6.4tana*.  Dtaox  +  8.2tan*.Z>tan* 
=  (6.4tana*  +&2tan*)  (tan**  + 1) , 

d.  i. 

D*  tan  *  =  24tan6*  +  40tana*  +  16  tan* .  ( 

Man  sieht  auf  der  Stelle  wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen 
lässt  und  zwnr  mit  einer  Leichtigkeit,  die  wohl  bei  keiner  ande- 
ren Entwickelungsweise  anzutreffen  sein  dürfte.   Ueberhaupt  ist 

1)  ZJ^tan* 

m  mm 

=  £0tan»»+  lx  -f  l^tan»-  lx+ £4tan«»-a*  +  

wobei  die  mit  E  bezeichneten  Koeffizienten  blosse  Zahlen  sind.  ' 
Eine  Recursionsformel  fiir  dieselben  ergiebt  sich  leicht,  wenn 
man  die  Gleichung  1)  poch  einmal  differenzirt  und  die  so  ent- 
standene neue  Gleichung  mit  derjenigen  zusammenhält,  in  welche 
die  obige  überseht,  sobald  man  m+1  an  die  Stelle  von  m  treten 
lässt.   Man  findet  so  erstlich 
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[mm  tm  ~m 

(m+l)£^tan-a:-Km— l)EÄtan—*x+(wi— 3)  £^tai»«- -**+..  J 

X[tan«*  +  1] 

=2(m  +  l)£0tan»+**+  ^(m+l)£0+(m-  l)i^J  tan** 

+  [^(m-l)£a+(m-3)i;^  tan"—  *x  +  ; 

andererseits,  wenn  man  m-f  1  für  wi  setzt,  aus  der  Gleichung  1): 

Z^  +  itanar 

=£0  tan«+*ar  +      tan^x-f  £4  tan"»-**-*-  

Bezeichnet  man  mit  £  eine  gerade  Zahl,  und  vergleicht  bei- 
derseits die  Koeffizienten  von  tanm~*'f*j»,  so  ergiebt  sich  die 
Recursionsformel 

2)  lT=(m-*+l)Iu  (m -  A+3)E*-2  , 

mit  deren  Hülfe  sich  eine  Tafel  der  Koeffizienten  E  leicht  berech- 
nen lassen  würde. 

Eine  independente  Bestimmung  der  fraglichen  Koeffizienten 
ergiebt  sich  auf  folgendem  Wege.  In  meiner  Differenzialrecbnung 
ist  S.  108.  Formel  (1)  und  (2)  gezeigt,  dass  für  ein  ungerades  m 

(— l)i(»-i)Z>»tan.* 

p      cos(m-f-l)j       ™  cosmx        m      cosfrn— l)ar 
z=Jm+1   COS-+  *x         "  cos**  +  *  Jm~1  cos—  *x  " 

und  fflr  ein  gerades  m 

(  —  l)t"*/>"tanj: 
m      sin(m  -f  1)*    07  sinmar  _  „"»      sin(m —  1)* 

=Jm+l    COS«***  C^~*  +  1    COS*-»X  - 

ist,  worin  die  mit  J  bezeichneten  GrOsseo  mittelst  der  Formel 

3)  J,=(p-])oP*-(p-l)i(p--l)* 

+  (p-Ds(f»-2)"-(^-l)i(p-3)"+  •••• 

berechnet  werden;  verwandelt  man  nun  die  einzelnen  Glieder  der 
eben  citirten  Difsrenzialformeln  in  Reihen,  indem  man  die  bekann- 
ten Formeln 


--- 
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cosox 


qx 

.  -  =  tjf0~  0a  tan**  +  q4 tan4*  — 


sin  od: 


cos«* 

benutzt,  und  bringt  man  endlich  die  so  entstehenden  Gleichungen 
auf  die  Form  der  Gleichung  1),  so  findet  man  ohne  Muhe 

4)  %  =  ( - 1 )  i *  £ (m  +  1         i  -2W !  Jm  +  2*(ro-l)*- 2JL , 

wo  das  Bildungsgesetz  unmittelbar  klar  ist. 

So  wie  die  Gleichung  1)  in  Worte  Übersetzt  die  Aufgabe  ent- 
hält, die  höheren  Differenzialquntienten  der  Tangente  durch  die 
Potenzen  der  Tangente  auszudrücken,  so  kaiin  man  aüch  die  um- 
gekehrte Aufgabe  stellen:  die  Potenzen  der  Tangente  durch  die 
Differenzialquotienten  der  letzteren  auszudrucken.  Diess  giebt 
folgende  kleine  Rechnung.  Zunächst  bat  man  wegen  DUox 
=  tan**  +  l  umgekehrt  ? 

tan*  x —  D  tan  x  —  1 , 

folglich  durch  Differenziation 

•2  tan  x  (tan»*  + 1 )  =  ff*  tan  x : 

und  hieraus 

tan3*=  i /J*tan x  —  tan x . 

i  • 

Wiederholte  Diferenziation  giebt  hier 

1 

3  tan»  x  (tan**  + 1)  =  ^  ^3tan  *  ~"  D     x  ' 

und  wenn  man  die  ffir  tan**  gefundene  Gleichung  davon  abzieht: 

1  4 
tan4*=^  Z)'tan*  —  ^Z>tan*-f  1 . 

Differenzirt  man  aufs  Neue,  so  kommt 

1  4 

4tan»*(tan*r  f  1)  =  g- Man*- ~  ß*tan* 


'  9 
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oder 

1  1 

tan5*  +  thn9x=2£D*tanx—  ^  Z>*tun  x , 

und  hieraus  fliesst  durch  Snhtraction  der  (ur  tan'or  gefundenen 
Gleichung 

tan* />*Un  j:  — ^  Z>*tan#  +  tan x. 

i 

Man  übersieht  auf  der  Stelle  den  weiteren  Fortgang  dieser  Rech- 
nung und  zugleich  das  Gesetz,  welches  sich  darin  ausspricht; 
man  hat  nämlich 

5)  tanrox 

M  M  "*  _ 

=  ülDm-ltsaix^  H%D™- 3  tan  x  +//4Z>»- »tan  x—  

und  diese  Former  ist  allgemein  richtig,  wenn  man  D°tanx=tanx, 
^-1tanor=l  setzt,  wie  sich  aus  der  Vergleicbung  mit  den  bis- 
herigen speziellen  Fallen  ergiebt.  —  Um  eine  Recursionsformel 
für  die  mit  H  bezeichneten  Koeffizienten  zo  erhalten,  differensiren 
wir  die  Gleichung  5);  es  wird  dann 

ro  tan»— 1  x  (tan'ar -f 1) 
s=  SjX^tanx  -  HtD" -*t&n  x  +  U^-^x^  .... 

w 

oder 

tan*  + 1  x  +  tan"  - 1  x 

|   'm  1    m  1  **> 

=  —  ffi  D»  tan*  —  —  //3  Om-atan x\~-Ub  DM~*  tan  x— .... 

Schafft  man  tan"»-1*  auf  die  rechte  Seite  und  bildet  darauf 
die  Reihen  für  tanm+1x  und  tan"»-1*  nach  der  Analogie  der 
Gleichung  5),  so  findet  man  durch  Koefiizieotenvergleiebung  die 
Recursionsformel 

»4-1        1  m  m 

6)  Hk  =  -JJk  +  Hk-2* 

worin  k  eine  ungerade  Zahl  bezeichnet.  Eine  independente  For- 
mel fiir  die  Koeffizienten  H  habe  ich  noch  nicht  entdecken  kön- 
nen; die  Aehnlichkeit  der  Gleichung  6)  mit  der  Recursionsformel 
für  die  Fakultfitencoeflizienten*)  lässt  übrigens  vermuthen,  dass 
das  Bildungsgesetz  jener  Koeffizienten  äusserst  verwickelt  ist. 


*)   Setzt  man  nämlich 

m  \  m 
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Die  vorhin  ausgeführte  successive  Berechnung  von  tan*jr, 
tan'x,  tan4*,...  mit  Hülfe  der  höheren  Diffcrenzialquotienten  von 
tana;  ist  noch  in  so  fern  von  Vortheil,  als  man  leicht  die  unend- 
lichen Reihen  für  die  Potenzen  der  Tangente  dadurch  erh&lt.  Man 

7t  7t 

hat  nämlich  für  ein  zwischen  —  2und  +  J  '*e8en^es  * 

tanx:±z     1.2      B**  +   l.i.iU  +  10'^  +  "' 


folglich  durch  Differenziation  und  nachherige  Subtraction  der  Einheit: 

2         17  62 

8)  tan*^=j:*  +  jj  x4  +  ^  ^  +  315  *•  +  -••» 

ferner  durch  Differenziation,  Division  mit  2  und  nachberige  Sub- 
traction der  Gleichung  7): 

231 

9)  tan»x= +      ^  +  ••••  5 

weiter  durch  Differenziation,  Division  mit  3  und  Snbtraction  der 

8): 


4 

10)  tan4*— -f-  

■ 

was  sich  leicht  genug  fortsetzen  lSsst. 


•o  verwandelt  «ich  die  Gleichung  6)  in  die  folgende 

m-f  -  im  m 
Gk    =Gk  +  mGk—z  . 

Au«  der  Gleichung 

(l+0j)(l+lx)(l+2J-)...  J-) 

leitet  man  dagegen  lehr  leicht  die  Recursionsformel 

ah,  welche  mit  der  vorigen  für  G  die  auffallendste  Aelinlichkeit  hat. 
Die  Koeffizienten  ff  hilden  daher  gcwiMermaMen  Fakultätencoeffizienteu 
einer  höheren  (zweiten)  Ordnung. 
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Wir  wollen  von  diesen  Formeln  noch  eine  Anwendung  zeigen. 
Es  sei  /*(*)  eine  Function,  welche  sich  (Kr  alle  innerhalb  eines 

Gewissen  Intervalle»  i=:0bi8z=£  enthaltenen  x  in  eine  Reihe  von 
er  Form 

-  /p(x)=><0+i41s+Xt*«+.... 
verwandeln  lägst,  so  ist  für  £>tana?>0: 

/"(tan x) =A0  +  Ax  tanar-f^  tan2  x  \-  A5  tan* x  -f ... , 

und  wenn  die  Bedingung  *>  — der  obigen  Bedingung 

nicht  widerspricht,  so  kann  man  für  taux,  tanaar,  tan'a:,  etc.  ihre 
Werthe  aus  den  Gleichungen  7),  8),  9)  etc.  Substituten  und  da- 
durch die  eilige  Gleichung  in  eine  andere  von  der  Form 

f(tHnx)=a0+alx+aix*+a9x*+ 

Hieraus  folgt  weiter 


1  1 

/"(tan  x)  dx=za0x  +  ^  a,  x*  +  j  a%  x*  + 


oder  für  ar=Arctanx: 


J  1+** 


=  j  a0  Arctan  z  -Ky  «i  Arc*tan  z + ^  o2 Are* tan  z  -f- . .. , 

wovon  man  öfter  Gebrauch  machen  kann    So  ist  z.  B. 

.     .    r*tan2.r  r^tan4* 
co.(rUox)=l-  _nr  +  TB:r.-„.. 


-I  — jr  r*[.t*  +  |««J- ......  ] 
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and  dies«  gilt  für  alle  x  von  jt=—  ^  bis  x  =  ^-  Es  folgt  weiter 
daraus 


und  fiir  :r=Arctanz: 


■  fco 

=*-  ff  ^'+ir,  6  >-  »*)**- 


reo.«, 

=  ArctaD  i  —     r* Are8  tan  z  +  j3      r4  —  ra^)  Are4  tan  z-  ... 

Diese  Reihenentwickeluiig  bat  den  nicht  «»erheblichen  Vor- 
theil, für  alle  z  von  i—~  <x>  bis  2  =  +  <x>  zu  gelten,  denn  erst  wenn 

z=oo  geworden  ist,  hat  x  den  grössten  Werth  (nämlich^-*)  er- 

reicht,  den  es  Oberhaupt  annehmen  darf. 

Nicht  minder  leicht  wurde  es  sein,  ganz  ähnliche  Reihen  für 
die  Integrale 


oder 


f  *in(rtan*)  <*4r  und  J* er*<~*  dx 


7+?*  U»V  TP 


zu  entwickeln,  was  nun  keiner  weiteren  Auseinandersetzung  mehr 
bedarf. 
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XXffl 

Noch  ein  Wort  über  die  Fuss'gche 

Ellipse. 

■ 

Von  dem 

-Herrn  Dr.  Augast  Wiegand, 

Oberlehrer  an  der  Realschale  zu  Halle. 


In  dem  1.  Hefte  des  12.  Thells  d.  Archivs  erwähnt  Hr.  Prof. 
Afcger  S.  41.  etae  Ellipse»  Ober  welche  Fuss  eine  Abhandlung 
unter  dem  Titel:  „Observationes  circa  ellipsin  cjuandam 

Jtrorsus  singularem",  geschrieben  habe.  Es  war  mir  interessant 
Üeselbe  Ellipse  wieder  zu  finden,  deren  Untersuchung  ich  zum  Gegen- 
stände des  Osterprogrammes  hiesiger  Realschule  vom  Jahre  1846, 
natürlich  ohne  die  Existenz  der  Fuss'schen  Abhandlung  zu  ahnen, 
gemacht  hatte.  Da  der  Gegenstand  eiumal  zur  Sprache  gebracht 
worden  ist  uod  sich  namentlich  recht  wohl  zur  Uebung  för  An- 
Tanger  eignet,  so  mögen  hier  noch  einige  Bemerkungen  darüber 
Platz  finden. 

Die  Entstehung  der  Curve  habe  ich  allgemeiner  aufigefasst 
als  Fuss,  und  gesagt:  „Wenn  man  die  Abscissen  eines  lkrtwes, 
dessen  Gleichung  jra+y2=r2  ist,  um  das  n  fache  der  zuge- 
hörigen Ordinalen  vermehrt,  so  Ut 

< 

idie  Gleichung  einer  Ellipse  etc.,  während  Fuss  sich  mit  der  ein- 
maligen Abtragung  begnügt. 

Ist  o  der  Neigungswinkel  der  grossen  Axe  gegen  die  Abscisse, 
so  ist 
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also  för  n  =  l : 

tg«=4<vs-D. 

Die  Ordinate  des  Hauptaxenendpunktes  ist  demnach  das  grös- 
sere StOck  der  nach  dem  goldenen  Schnitte  getheilten  Abscisse. 

Die  allgemeinen  Werthe  fär  die  Halbaxen  sind 

2r 

a—   ,  .  , 

VW*-» 

» 

Betrachtet  man  n  als  veränderlich,  so  druckt  die  Gleichung 

eine  unendliche  Anzahl  von  Ellipsen  aus,  deren  Hauptaxen- 
endpunkte  (und  auch,  da  die  Hauptaxe  für  ein  negatives  n  in  die 
Nebenaxe  umschlägt,  Nebenaxeoendpunkte)  eine  Curve  cum  geo- 
metrischen Orte  haben,  deren  Gleichung 

ist  Dieselbe  theilt  die  Kreisperipherie  in  vier  gleiche  Theile  und 
hat  die  an  die  Eudpunkte  lies  auf  der  Ordinatenaxe  liegenden 
KreUdurch messe r«  gezogenen  Tangenten  zu  Asymptoten.  Sie 
berührt  und  schneidet  zugleich  die  Ordinatenaxe.  Ihr  asymptoti- 
scher Kaum  ist  =  also  gleich  dem  Erzeugungskreise  und 
gleich  dem  Inhalte  der  Ellipse  für  »—  l. 

Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  hingegen  ist  eine  Curve, 
deren  Gleichung 

ist.  Sie  hat  natürlich  dieselben  Asymptoten.  Der  Durchschnitts- 
punkt dieser  Curve  mit  dem  Erzeugtin gskreise  hat  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  dem  Kreishainmesser  und  der  Seite  seines 
eingeschriebenen  Zehnecks  zur  Abscisse.  Die  Tangenten  im  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  an  beide  Zweige  der  Curve  bilden 
mit  der  Abscissenaxe  Winkel  von  45°. 

Der  asymptotische  Kaum  dieser  Curve  ist  =4r2,  also  gleich 
dem  Quadrate  über  dem  Durchmesser  des  Erzeugungskreises.  , 
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Heber  die  Gleichgewichtslage  einer 
Magnetnadel,  die  unter  dem  Einflüsse 
eines  Magneten  steht,  und  über  mag- 
netische Curven. 

k  I 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  and  Physik  an  der  höheren  Bürgerachnle  an 
Sinsheim  bei  Heidelberg. 


$.  j. 

Auf  der  Geraden  AB  (Taf.  VII.  Fig.  8.)  nehme  man  zwei  Punkte  iV 
und  S  an,  ziehe  um  dieselben  mit  dem  beliebigen  Halbmesser  a  Kreise; 
errichte  in  einem  Punkte  P  der  Linie  AB  eine  Senkrechte,  welche 
die  beiden  Kreise  in  W  und  V  trifft;  ziehe  sodann  von  den  Mit- 
telpunkten S  und  iV  nach  den  Punkten  W  und  V  gerade  Linien, 
die:  eioh  im  Punkte  K  schneiden.  Man  soll  nun  die  Lage  des 
Punktes  K  bestimmen. 

Man  halbtre  SN  in  M ,  nehme  M  als  Anfangspunkt  der  Coor- 
dtnaten,  MN  als  positive  Seite  der  Axe  der  x,  eine  Senkrechte 
in  Mt  die  nach  oben  gerichtet  ist,  als  positive  Seite  der  Axe  der 
y,  und  sei  MN=L,  MP=b;  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises 
um  N: 

(x-L)*  +  i,*=a*,  (1) 
die  des  Kreises  um  S:  ,    .  >  t 

(*+L)*+y«=a*.  <S) 
Die  Gleichung  der  PV  ist 

*=*>  ,  (3) 


Die  Linie  (3)  trifft  den  Kreis  (1)  im  Punkte  K  dessen  Coordi 
naten  sind: 

Theil  XII.  21 
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6,  ±  Vo»-.(6-L)*, 

wo  das  untere  Zeichen  für  einen  ähnlichen  Punkt  F  unterhalb 
AB  gilt.  Dieselbe  Linie  trifft  den  Kreis  (2)  in  dem  Punkte  W, 
dessen  Coordinaten  sind: 

b,  i  Va*-(6+L)V 
Die  Gleichung  der  Linie  NV  ist: 

die  de*  Linie  «IT: 

•  .  .   ^  *,   

■%  M  r*  —  — i  ■  -  • 

-  .*y=  0  +  Z;     (*+Z)<   :-  :  ^ 

Diese  zwei  Linien  (4)  und  (5)  treffen  sich  Im  Punkte  K,  des 
sen  Coordinaten  also  sind: 

L  V a*-(b+L)*  .  L  V 
^  _         A  +  L        +        6— X 

X      — »  —  ■   Ii 


(6) 


V  a*-(b—L)*  \ra*~-{b+L)*' 
 l=Z  6+X 

_  2IVo»~  (6+Z)5  .  V qg—  (6— X)« 
^        V  Qg-  Co— L)s  Va*-(6+£)« 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  Gleichungen  dieGrosseo,  so  erhält 
man  dt«  Gleichung  der  Curve,  in  der  alle  auf  ähnliche  Weise  gefun- 
dene Punkte  K  liegen,  welche  Curve  magnetische  Curve  ge- 
nannt werden  möge,  aus  einem  Grunde,  der  bald  angegeben  wer- 
den wird. 

Iiis  , 

Aus  der  ersten  Gleichung  (6)  folgt  zunächst: 

■* 

(b  -f  L)  V  «9-  (6-L)*=  (b-L)  Va*-(o+Z)».  ; 

setzt  man  diess  in  die  zweite,  so  erhält  man  nach  einigen  leich- 
ten Reductionen: 

Eben  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  in  (6): 
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und  wenn  man  dies«  wieder  in  die  zweite  setzt  und  reduxirt: 

Zieht  man  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  von  einander  ab,  so  er- 
hält man  endlich : 

21»  X  +  L  _   *~L>  ms 

welches  nun  die  Gleichung  der  gesuchten  magnetischen  Curve  ist. 
Diese  Gleichung  kann  man  auch  schreiben: 


=  (*+£,)  Vy*+(x-L)*  -  (*-L)\V+(*+I<)a > 

und  sie  wird  befriedigt  durch  y  =  0  und  x  =  dfc  »  «o 
dass  die  magnetische  Cnrve  durch  die  Punkte  iV  und  S  geht. 
Da  mit  dem  Werthe  von  a  auch  die  Curve  sich  ändert,  so  giebt 
es  unendlich  viele  magnetische  Curven,  die  alle  durch  N  und  S  ge- 
hen, so  dass  NS  als  eine  Art  semeinscbaftlicber  Axe  auftritt 
Setzt  man  a  =  ao,  so  ist  die  Gleichung  der  magnetischen  Curve: 


d.  h. 

{x+L)y=±{x-L)yt 

welche  Gleichung  fiir  «=0  allgemein  befriedigt  wird,  so  dass  die 
magnetischen  Curven  rar  ein  unendliches  a  zur  Axe  der  x  werden. 

Da  die  Gleichung  (0)  unverändert  bleibt,  wenn  man  — y  statt 
y,  oder  — x  statt  x  setzt,  so  folgt  daraus,  dass  die  Curve  durch 
die  Coordinatenaxen  in  vier  congruente  Theile  getheilt  wird.  Fflr 
x—^z  L   erhält   man  übrigens   ausser    y  =  0   auch    noch  y 

=  £  aÄ— 4JL*;  so  dass,  wenn  a>2L,  dem  Werthe  x=±L 
zwei  Punkte  (resp.  8)  der  Curve  entsprechen.    Für  x—Q  erhält 

man  i/=i  V  a% — U1,  so  dass  immer  a>JL  sein  muss,  was  man 
auch  aus  der  Art  der  Entstehung  der  Curve  begreifen  vird. 

Eine  andere  merkwürdige  Eigenschaft  jeder  magnetischen 
Curve  besteht  auch  darin,  dass  die  Differenz  der  Cosinus  der 
Winkel,  welche  zwei  von  einem  Punkte  der  Curve  nach  den 
Polen  N  und  5  gezogene  Gerade  mit  der  Axe  der  x  machen, 
constant  ist. 

Heisst  nämlich  der  Winkel  KNB=  tp,  KSBz=<p',  so  ist 
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woraus,  nach  ({)): 

coso/ —  cos qp ~   ^  .  (lü) 

welche  Gleichung  den  genannten  Satz  enthält. 

Wenn  die  Linie  JY5  und  ausserhalb  ihr  irgend  ein  Punkt  im 
Räume  gegeben  ist,  so  kann  man  durch  denselben  leicht  die  ent- 
sprechende magnetische  Curve  ziehen.  Man  lege  nämlich  durch 
ISS  und  jenen  Punkt  eine  Ebene,  nehme  die  Coordinatenaxeo  wie 
oben,  und  seien  c,  d  die  Abscissen  des  fraglichen  Punktes  in  der 
Ebene,  welche  nun  Ebene  der  xy  ist,  so  findet  sich  der  Halb- 
messer a  nach  der  Formel: 


2L  c  +  L  c  —  L 


»      Ve/*+(c  +  X)*  VrfH(c—£)2' 
so  dass  die  Gleichung  der  magnetischen  Curve  ist: 

(12) 

L  +  x  x  —  L  L  +  c  c— L 


OD 


V j>+{L+x)*    V>« V rf*+(*+X)*~  V («-  L)* 

Da  der  Halbmesser  a  aus  (11)  bekannt  ist,  so  hat  die  Verzeich 
nung  auch  keine  Schwierigkeit;  es  ist  nämlich: 

„=2t.  ^TO^.V^c-^ 

(c+X)  (c—L)«  -  (c-X)  V d»+  (c+L)* 

Für  tl=0  und  c  =  !L  wird  a  unbestimmt,  wie  sich  diess  von 
selbst  versteht,  da  alle  magnetischen  Curven  durch  N  und  S 
gehen. 

Sucht  man  aus  der  Gleichung  (9)  den  Werth  von  g| ,  so  fin- 
det er  sich : 

3y  y[(,y2-K^-H>)g)«-(vaf(^X)»)i1 

3*  -  (or-Xj^+^+^^-^+LXyH^-I')1)« "  w 

Bildet  man  nun  die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Curve  im 
Punkte  (x,  y),  und  sucht  den  Durchschnittspunkt  derselben  mit 
der  Axe  der  x,  so  fiudut  man  als  Abscisse  des  letzteren: 

r  (yH(*+ L)*)i  +  (y»  -I-  (x-L)*)l 
'J '  (y»  +  (ar+XW-Qy»  +  (^- L)*fl  ' 


■ 
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Da,  wie  wir  bald  sehen  werden,  ea  von  Wichtigkeit  ist,  die 
Tangente  an  eine  magnetische  Curve  ziehen  zu  können,  deren 
Axe  NS  ist,  so  kann  man  aus  dem  erhaltenen  Resultate  leicht 
folgende  Constructioo  ableiten,  wenn  man,  wie  kurz  vorher,  einen 
beliebigen  Punkt  im  Räume  annimmt,  in  dem  die  fragliche  Tan- 
gente gezogen  werden  soll. 

Nachdem  die  Ebe'ne  der  xy  gelegt  und  die  Coordiuatenaxen, 
wie  angegeben,  gewählt  worden,  nehme  man  auf  der  Axe  der  * 
einen  Punkt,  dessen  Abscisse: 

'         T  id*+{c+L)*)l+{d*+(c-L)*)l  . 

ziehe  von  diesem  an  den  ersten  eine  Gerade,  so  ist  diess  die  ver- 
langte Tangente. 

Nach  diesen  vorläuügen  Betrachtungen  wenden  wir  uns  nun 
zur  eigentlichen  Aufgabe,  nämlich  der  der  Bestimmung  der  Lage 
einer  Magnetnadel,  welche  unter  der  Einwirkung  eines  Magneten 
steht,  vorausgesetzt,  die  Nadel  könne  sich  frei  um  ihren  Schwer- 
punkt bewegen. 


$2. 

Se!  in  Taf.  VII.  Fig.  9.  NS  ein  fester  Magnet,  dessen  Länge  =2£,  M 
seine  Mitte;  sei  ferner  meine  um  ihren  Mittelpunkt  Cbewegliche  Mag- 
netnadel, deren1  Länge  =2/;  N,  n  die  Nord-,  <$,  r  die  Südenden. 
Man  lege  durch  N,  &,  C  eine  Ebene ,  welche  als  Ebene  der  .ry 
betrachtet  werde,  die  Axe  der  x  gehe  durch  C,  parallel  mit  iV$ 
und  in  der  Richtung  NSt  die  Axe  der  p  sei  gegen  NS  gerichtet, 
so  dass  C  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist.  Nun  ist,  wenn 
er,  ß,  y  die  Winkel  sind,  welche  Cs  mit  den  Coordiuatenaxen 
macht,  die  Entfernung: 

Ns=z  V  (o— I^-Zcos  a)a  +  (6-/cos  ^)H(fcosv)»  =  Q , 
Nn=z  V  (a— iVf/cos«)9+(6+/cös/5)»+(/cosy)»=r; 
Ss=  V  (a+L-~lcosa)*  +  (b-lcosß)*+{k<>8y)*=tl , 
Sn=  V  (a-hL+Zcosa)*  +  (6+7cösiS)a+(/cosy)*==r1 ; 

wenn  a,  b  die  Coordinaten  des  Punktes  M  sind. 

Ist  nun  A  die  Stärke  der  gegenseitigen  Anziehung  oder  Ab- 
stossung  in  der  Einheit  der  Entfernung,  so  wirken  folgend« 
Kräfte: 
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I)  auf  i  die  Kraft  +4'  °»ck  N*>  <leren  Richtung  mit  den  Azen 

a — L — (cosa    b—l  cosÖ  /copv 
Winkel  bildet,  deren  Cos  =2  -i  ,   , 

c-flr- /cos« 


auf  i  die  Kraft  -^5,  deren  entsprechende  Cos  =  — 

b—i cosß      Itony  . 
(fi  Qi 


II)  anf  n  die  Kraft         deren  entsprechende  Co»  =-  yfco8c, 

6+/co8/3  (coey , 
 ~'     r  ' 

auf  n  die  Kraft  +^»  deren  entsprechende  Cos  =  —  » 

h+lcosß  /cosy 
 ,        r  • 

Bildet  man  nun  die  drei  Gleichungen  des  Gleichgewichts  für 
den  Fall  eines  festen  Punktes  (Poinsot,  Elöraens.  116.)*  und 
reducirt,  so  sind  dieselben: 

Ucosß         I-i-, -1}  -i/cotf        J,+  i,^ 

/A  I1        1         1         M  A 


Aus  der  ersten  Gleichung  (15)  folgt,  da*  und  6  nicht  Null  »iuü: 

cosy=0,  (16) 

oder 

I 

Wäre  die  letztere  Gleichung  richtig,  so  wäre  4*ie  zweite 

1     J      l       1  n 

was  unmöglich  ist,  da  o,  r,  o, ,  rt  positiv  sind.  Also  hat  (16) 
Statt,  d.  Ti.  die  l\adel  liegt  in  der  Ebene  durch  N,  S,  C.  Für 
dienen  Fall  ist  ferner  cosß=sina.    Alsdann  ist: 
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^  i1        1         *  * 

(««m«-6cos«)}?  +  ;5--,-~- 

,1     1      1      li  (  =  0,  (17) 


welche  Gleichung  den  Werth  von  «r,  und  somit  die  Gleichgewichts- 
lage der  Nadel  bestimmt. 

Nehmen  wir  /  so  klein  an«  dass  man  seine  Länge  vernach- 
lässigen kann,  so  folgt  aus  (17): 

lg«  —  ]  j 

~  (a-l)(6H(a+I)s)J-(«+I)(6H(fl-W       1  ' 
wodurch  a  gegeben  ist. 

» 

Man  verlege  nun  die  Coordlnatenaxen  parallel  mit  sich  selbst 
in  M,  Bur  ändere  mau  die  Richtung  ihrer  positiven  Theile,  «o  sind  a,  b 
alsdann  die  Coordinaten  von  Ct  während  a  die  Lage  der  Nadel 
«r»3»fbt  Diese  Lag«  bildet  nun  die  T*«gent*  an  eine  Cotve,  die 
durch.  C  geht,  und  deren  Differenzialgleichuog  sich  fiudet,  wenn 

mau.  in  (18)  a^x,  tga=^  setzt,  so  das«  die 

zialgleichung  derselben: 


y  { (ya+(*+ L)*)\  -  (yH  {x-L)*)\  \ 

(x-L)  (yH(*  +  LW  -  (*+L)(yH(*-  W ' 

welche  Gleichung  genau  mit  (14)  {ibereinstimmt.  Die  Gleichung 
der  fraglichen  Curve  ist  also  (9),  wenn  a  darin  eine  willkührliche 
Constante  bedeutet.  Die  Curve  ist  also  die  durch  C  gehende  mag- 
netische Curve,  deren  Axe  NS  ist..  Construirt  man  also  auf 
die  in  §.  I.  angegebene  Weise  die  Tangente  im  Punkte  Can  diese 
Curve,  so  giebt  diese  Tangente  die  Lage  der  Magnetnadel  an, 
immer  vorausgesetzt,  das«  die  Länge  der  Magnetnadel  verschwin- 
dend klein  sei. 

Nimmt  man  also  die  Hypothese  eines  Erdmagneten  an»  *o 
kann  man  die  Ebene  des  ipag'netischen  Meridians  in  einem  Punkte 
der  Erde  leicht  finden.  Durch  die  beiden  Pole  des  Erdroagneten 
und  den  gegebenen  Punkt  denke  man  sich  eine  Ebene  gelegt, 
zeichne  in  derselben  im  gegebenen  Punkte  (§.  1.)  die  Tangente  an 
die  durch  denselben  PunKt  gebende  magnetische  Curve,  und  lege 
durch  diese  Tangente  und  den  Mittelpunkt  der  Erde 
so  ist  diese  die  Ebeue  des  maguetischen  Meridians. 
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Ueberhaupt  ist  man  nach  den  in  §.  1.  gegebenen  Formeln  im 
Stande,  die  jJage  einer  kleinen  Magnetnadel  in  Bezug  auf  einen, 
auf  sie  einwirkenden  Magnet  zu  finden ,  in  welchem  Tunkte  des 
Raumes  um  den  Magneten  die  Nadel  angebracht  werde,  voraus- 
gesetzt, dass  nie  frei  um  ihren  Mittelpunkt  beweglich  ist. 


Drei  materielle  Punkte,  die  auf  einer 
Oeraden  liegen,  adelten  sich  an  nach 
den   umgekehrten  dritten  Potenzen 
.ihrer  Entfernungen  von  einander. 

Von 

Herrn  H.  Eggers, 

Studirendea  der  Mathematik  so  Berlin. 


Es  seien  auf  einer  festen  Geraden  drei  mit  den  Massen  m., 
m*,  rn*  behaftete  Punkte  gegeben,  welche  einander  anziehen  nach 
den  umgekehrten  Cuben  ihrer  Entfernungen  von  einander.  Man 
soll  den  Ort  eines  jeden  als  Function  der  Zeit  darstellen. 

Die  drei  Coordinatcn  dieser  drei  Punkte,  von  einem  Punkte 
auf  derselben  Geraden,  dessen  Coordinate  wir  x  setzen  wollen, 
abgerechnet,  seien  respect.  x. ,  x%,  x*;  so  dass  ihre  respectiven 
Entfernungen  vom  Anfangspunkte  des  Coordinatensystems  sind: 

■ 

x-\-Xi,  x-{-xt,  x-\-x%. 

Bestimmt  man  die  Anziehung  eines  jeden  Punktes  auf  die  beiden 
übrigen,  so  sieht  man,  dass  dieselben  durch  nartielle Differential- 
quotienten derselben  Function  (u)  respect.  naen  xt,  x%,  x%  darge-  » 
stellt  werden,  wo  u  folgenden  Werth  hat: 
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J(*i^ra)a+(^-*i)a+(*i-*i),l  1 
und  also  unabhängig  von  der  Coordinate  x  ist. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind  demnach 
folgende : 


&{x\x{)_hu 

a«(^f)_8ii 
- 


• •••••• 


..2. 


Von  den  sechs  Integralgleichungen  dieses  Systems  wollen  wir  in 
diesen  Coordinaten  nur  zwei  ableiten,  welche  der  Satz  von  der 
Erhaltung  des  Schwerpunkts  giebt.  Mit  Hülfe  dieses  Integrals 
können  wir  dann  das  System  Gleichungen  (2.)  in  zwei  Differen- 
tialgleichungen mit  zwei  Variabein  transformiren  und  aus  diesen 
die  vier  noch  Gbrigen  Integrale  bestimmen. 

Wenn  man  alle  drei  Gleichungen  (2.)  addirt,  so  erhält  man 


identisch;  folglich  auch  Iii 

»h — 5^5— *  +         3^5     +m> — sä — =ü' 

woraus  durch  zweimalige  Integration  folgende  beiden  Integrale 
erhalten  werden: 

/     .       ,     \fa  ■      &r,        dx%        Bxs  „ 
(mi+wt+iw,)  ^  Twi-^"  +  OT2"g^+w,a"^  ~a  «*• 

und:  .  v 


fa+mi+mjx  +mkxl+m*xt+.mt0g  =  at+ß   4. 


wo  o  und  /?  die  Constanten  der  Integration  bezeichnen. 

Ueber  den  bis  jetzt  noch  willkflhrlichen  Punkt  x  wollen  wir 
nun  so  verfügen,  dass  er  der  Schwerpunkt  des  Systems  ist.  Das 
giebt  uns  zwischen  den  Coordinaten  xx,  xt,  xt  folgende  Be- 
dingung: 

mxxx  -\rtn^c%\m%xz  ~®  

so  dass 
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Mx=at  +  ß 

I 

wird,  wo 

M—mx  -f  >n»+w3 

bedeutet. 

Die  Gleichung  (4.)  benutzen  wjr  nun,  um  eine  Variable  zu 
eliminiren,  was  durch  die  folgende,  EulerVhe,  Substitution  ge- 
schehen kann,  indem  wir  zwei  neue  Variable  gt  und  o»  vermittelst 
6  nachher  zu  bestimmenden  Constaoten  einführen: 

,  *>=öa*i+6,?*' 

Die  sechs  Constanten  alt  6„  Ag,  a,,  63  wollen  wir  zunächst 
so  wählen,  dass  die  Gleichung  (4)  identisch  erfüllt  wird,  was  fol- 
gende zwei  Bedingungsgleichungen  giebt: 

«161  +  m%b%  + 111363= 0  j  ~ 

Ferner  wollen  wir  die  Bestimmungen  treffen,  dass  in  dem 
Integral  der  lebendigen  Kraft  die  Coefificienten  der  Quadrate  der 
Geschwindigkeiten  einzeln  =1  werden  und  der  Coeföcient  des 
Products  der  Geschwindigkeiten  verschwindet,  wodurch  wir  noch 
folgende  drei  Bedingungen  erlangen: 

■ ! 

wti^*  +  m«V  +  wi»63a?s=  1 } ' 
miai^i  +  w*aOa^a+m3a3^3  =  0  9. 

Mit  Hülfe  dieser  Bedingungsgleichungen  lassen  sieh  die  neuen 
Variabein  leicht  als  Functionen" der  alten  darstellen;  man  hat  nur 
nöthig,  das  System  Gleichungen  (6.)  der  Reihe  nach  mit  n^ax, 
nttoa,  1113Ö3  zu  multipliciren  und  zu  addiren,  und  es  eben  so  mit  mfa, 
ro»6s,  7/1363  zu  mächen  und  dabei  auf  die  Gleichung  (&)  Rücksicht 
7.11  nehmen     Man  erhält: 

<y4  =z m1  b\Xi  -f-  wz62x^  ^-  m^b^x^  j 

Um  nun  die  Differentialgleichung  (2.)  zu  transformiren,  machen  wir 
zunächst  die  Bemerkung,  dass  aus  Gleichung  (5.)  sich  ergiebt: 

5^T=0,  folglich  das  System  (2.)  in  dieses  ubergeht: 
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du  \ 


d2xi  du 


»  ••••  


II. 


Man  hat  nun: 


>   Ii     |      l   '  ■ 


du      du   dffr      du  8o«  du  du 


du     du        ,  8«  8u 


.61 

*. 

Ab 


9m     8u  80,     8ti  8«,  du  .      ,  8» 

8^=8^  •^^  +  SS•$^  =  ,,,•*  8^  +  "»*•  8^  ' 

Multiplicirt  man  mit  den  zur  Seite  stehenden  Factoren  und 
addirt  die  drei  Gleichungen  jedesmal,  so  erhält  man: 


du        du         du  du 

du     .   du  .   du  .  ,  du 

Multinliciren  wir  also  die  Gleichung  (II.)  resp.  mit  ot,  o2»  °j 

und  6|,  &»,  69  und  addiren,  so  ist  die  Transformation  vollendet 
und  wir  erhalten: 


8%  8m 


»  « 


wo  die  Ausdrücke  auf  der  Unken  Seite  mit  Hülfe  der  Gleichung 
(10.)  hergeleitet  sind. 

Das  Integral  der  lebendigen  Kraft  finden  wir  bekanntlich, 

do/i  •    '  da 

wenn  wir  die  Gleichung  (13.)  respective  mit  -4~  un^  "^  mujtipli- 
ciren  und  addiren.    Es  ist  folgendes: 

ift-)"+i(5fir-+»  * 

Nultipliciren  wir  ferner  von  den  Gleichungen  (13)  die  erste 
mit  9t,  die  zweite  mit  gt  und  addiren,  so  ergiebt  sich: 
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8*7»  ,     8V»_     9m'  du 

Der  Ausdruck  rechts  giebt,  nach  einem  bekannten  Satze  über 
homogene  Functionen,  —2«.   Bemerken  wir  nun,  das«  allgemein 


ist: 


— 2~W  ~\BtJ  1 


transformiren  darnach  die  linke  Seite  der  Gleichung  (15.)  und  drü- 
cken auf  der  rechten  Seite  u  durch  seinen  aus  Gleichung  (14.)  ge- 
zogenen Werth  aus,  so  erhalten  wir: 

oder  nach  Fortlassung  der  gleichen  Glieder  beiderseits : 

l       BP  ' 


woraus : 


und: 


2" — ^^-i^-^-*— ^  =2Af -f- A,   10. 

£[ftH*1  =  *HM+A„  17. 


»  ■ 


wo  A,  und  h0  die  lntegrationsconstanten  bezeichnen. 

Das  vierte  noch  fehlende  Integral  lässt  sich  schliesslich  durch 
folgende,  auch  sonst  gebräuchliche,  Substitution,  leicht  finden. 
Wir  setzen  nämlich: 


yi=rcos<jp ,  yi=rsing»;  18. 

» 

so  wird: 

•  ■  i 

In  r  und  q>  ausgedruckt  nehmen  die  drei  gefundenen  Inte- 
grale (14.),  (16.)  und  (17.)  folgende  Form  an: 

|r*==A<»+M+*i,  20. 
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>p*g&T|=..+  fc_^.rt,H4,  ,1. 

Ii 

wo  ^(9)  dt«  Function  von  <p  bezeichnet,  welche  als  Factor  von 
—  ^erscheint,  wenn  man  u  durch  r  und  <p  ausdrückt;  es  ist: 

/vteN  mintx  ,   CTaffl3 

A9V   |  (fl! w/^cos^+^-ÄO  üinoii«  ^  ( oa)  cos?  +  (ö*-£s)sin<p  {* 

•  tn3  ni| 


( («s  -  oi  )cos<p  +  (63— o,  )sin9>  J* 

Aus  der  Gleichung  (21.)  wollen  wir  jetzt  alle  Functionen  von 
r  eliroiniren  und  dadurch  die  Variabein  t  und  <p  separiren.  Aus 
Gleichung  (19.)  und  (20.)  ergiebt  sich: 

r*=2(A<HA,*+A„),  r*=4(A/HA,<+A„)« 


r*=4(A/HA,<+A„)«j 


,  Mulüpliciren  wir  jetzt  Gleichung  (21.)  mit  2r*  und  setzen  die 
Werthe  aus  (22.)  ein,  so  finden  wir: 

*(ÖV<£)'=-a*>+2*v 

woraus : 

(?A<  +  A,)*+4(A<*+A,t  +  AJ*.  =-  />(*)  +  4A(A*  +  A,<  +  AJ 
und,  nach  Fortlassen  der  gleichen  Terrae  zu  beiden  Seiten: 

:  4(A«»+A/<+Aj*(^)a=4AAÄ-A/«-A<P), 
und  hieraus  endlich  die  letzte  Quadratur: 

fi(hf + U + K)  =f^Ahhll-k*^m  Ä 

wo  das  Integral  links  leicht  auszuführen  ist  und  auf  arc.  tangens 
fuhrt,  das  rechts  aber  ein  Abelsches  ist,  denn  die  Function  unter 
dem  Wurzelzeichen  fährt  mindestens  auf  den  sechsten  Grad,  wie 
man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  statt  sin 9  und  cos 9  die 
taog(qp)  einfuhrt. 

Es  ist  jetzt  noch  übrig ,  die  sechs  Cooefiicienten  der  Substi- 
tution zu  bestimmen.  Es  sind  dazu  fünf  Gleichungen  zwischen 
denselben  gegeben,  man  kann  also  über  einen  Cooefiicienten  noch 
willkührlicb  bestimmen  und  diese  Freiheit  dazu  benutzen,  Elimi- 
nationsgleichungen von  möglichst  niedrigem  Grade1  zu  erhalten. 
Dies  habe  ich  auf  folgendem  Wege  auszuführen  gesucht: 
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Wegen  der  Form  der  Bedingungsgleichunsen  (8.)*  die  dieselbe 
ist  wie  die  der  Gleichung  eines  dreiaxigen  Ellipsoids,  auf  seine 
Hauptaxen  bezogen,  wurde  ich  auf  den  Gedanken  geleitet,  für  die 
sechs  CoelBcienten  solche  Winkelfunctionen  einzuführen,  dass  die 
beiden  Bedingungen  (8.),  nämlich: 

.Tma*=l,  £mb*=l 

identisch  erfüllt  und  sie  selbst  durch  die  drei  noch  übrigen  Bedin- 
gungsgleichungen bestimmt  werden  konnten,  so  dass  Ich  also  nur 
drei  neue  Uobekannte  einzuführen  hatte.  Dies  erreichte  ich  durch 
folgende  Substitution: 

cos  O  .  cos#, 

sindcnso       ,      sin^  cosa> 

V  tn2  V  tt'z 

sin&sinoo       ,         sih^t  sin  ar 

DieseWerthe  erfüllen  die  Gleichungen  2ma*=l  und  <£w?öa==l 
identisch  und  &lt  oj  werden  dann  bestimmt  dadurch,  dass  sie 
den  drei  Gleichungen: 

£ma=0,  £mfc=0,  £mab=0 

genügen  müssen,  die  identisch  mit|den  Gleichungen  (7.)  und  (9.) 
sind.   Man  erhält: 

«  i  ■ 

Vwi  cosfr  -f  ( Vmi  cos  09  +         sin«)  sin#  =  0 , 

V  i»!  cos'O]  +  (V  Wa  cosca  —  V" mjsino^sin^::^. 

cosäcos^  -f  sindsin$1cos2<»:=0; 

welche  Gleichungen  leicht  folgende  form  annehmen: 

Vnti  +  (V  wiacosa»  -f     »i3sin<0)tang&=O  25. 

V  «i  +  (V      cos  (o  — " V"m^sin»)  tang^^O  26. 

1  +  taogd.tangO,  .cos2o>— 0  27. 

Um  zunächst  e»  zu  bestimmen,  zieht  man  leicht  folgende 
Gleichung: 

1  m 
tang#  tang&t  —    cog2»  "*"     cos*»  —     sin1» ' 

woraus: 

Mi  (cosaa  — sin*»)  +  m^cos*»— r»3sin5o>r=0, 
(m,  +  wI)cos,u  —  (m,  -f-  wa)sin4»  0 ; 
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28. 


woraus  : 


-  <s 


I  -1 


sinm 


fWt-f  mg 


....  29. 


Diese  Werthe  in  (25.)  und  (2&)  eingesetzt,  ergeben  leicht: 

t    o  _  V ufa -Ulf).  ^t 

V  wafa  +»*)+  V  ms  fa  +714)  ' 
Vwifa+^f) 


tang^  =— 


V  mafa  +  »/»s) —  V^«s  fa  +  tiLj) 


■Ii 


Man  siebt,  dass  die  ganze  Substitution  immer  eine  reelle  ist. 
Entwickelt  man  nuo  nocn  sin  cosfr,  sin&i,  cosIK,  so  erhält 
man  folgende  Werthe  für  die  sechs  Substitutionscoefficienteo : 


"'-Vm.a+T«)* 

"»-Vi 


"  .1. 


I  ■ 

»•  »• 


T^fa+IBj) 


;/?2(l  +  T*)fa-f  iW) 


r  ■ 


^1  = 


,/i3(l  +  T*)fa  +  ;if)' 
1 


mt(l+Ti»)fa+itf)' 
V  »».(l-fT^fa+ilf) 


■  ■  -*fl 


.    I  1 
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Uebrniffsaufgaben  für  Schüler. 

Aufgaben  aus  „The  Mathematiciao." 

Mitgetheilt  von  dem   Herrn  Doclor  Augott  Wiegan  d,   O berieh r er 

an  der  Realschule  zu  Halle. 

(Fortsetzung  voo  XVIII.) 


1)  Sind  a,  b,  c,  d  vier  harmonische  Strahlen,  and  «,  ß,  y 
die  drei  Winkel,  «eiche  bezüglich  n  und  bt  c  und  <£,  6  und  e 
einschliessen ,  so  ist 

cos  (a  +  y)  cos  (/3-+y)= cos    +  . 

2)  Ist  r  der  Radius  de«  in  ein  Dreieck  beschriebenen  Krei- 
ses, und  sind  rlf  r%,  r3  die  Radien  dreier  anderer,  von  denen 
jeder  zwei  Dreiecksseiten  und  den  enteren  Kreis  berührt,  so  fin- 
det folgende  Relation  statt: 

3)  Sind  plf  Q2 »  °s*  P*»  Qs*  Q«  die  Radien  der  Kreise,  welche 
in  die  sechs  Dreiecke  beschrieben  sind,  die  entstehen,  wenn  man 
die  Spitzen  eine»  Dreiecks  mit  den  Mittelpunkten  ihrer  Gegen- 
seiten verbindet;  sind  ferner  rt ,  ra,  rs  die  Radien  der  drei  äusse- 
ren Berührungskreise  und  r4,  r^,  rÄ  die  Radien  der  Kreise,  welche 
in  die  Dreiecke  beschrieben  sind,  die  entstehen,  wenn  man  die 
auf  einander  folgenden  Ecken  der  über  den  Dreiecksseiten  be- 
schriebenen Quadrate  verbindet,  so  findet  folgende  Relation  Statt: 

£      Q£ —  • 
Q  r 

4)  Wenn  ein  Tetraeder,  dessen  sechs  Kanten  o,  6,  c,  d, 
e,  f  sind,  von  drei  Ebenen  so  geschnitten  wird ,  dass  jeder  Schnitt 
einen  Rhombus  bildet;  so  findet,  wenn  mlt  m+,  mg  die  Seiten 
der  Rbomben  bezeichnen,  folgende  Relation  Statt: 

1       1  ,  1  _1  ,  1  1111 

+  +  3  +  7  + 

5)  Wenn  jede  Ternion  nicht  anstossender  Seiten  eines  Sechs- 
ecks eineu  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  hat,  so  haben 
auch  die  Diagonalen,  welche  zwei  gegenüberliegende  Winkel- 
spitzen verbinden,  einen  gemeinschaftlichen  Durchscbnittspunkt. 
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Ueber  Asymptotenchorden. 

Von 

Herrn  O.  Bermann, 

Candidaten  des  höheren  SchularaU  an  Coblonx. 


§.  1.  Zieht  man  von  der  allgemeinen  Kegelschnitts-Gleichung 

(1)      y*-f  2a^  +  /&r»  +  2)y+2d*  +  f==0 

(2)      tf*+2axy  +  ßx*=:0, 

die  Gleichung  eines  Systemes  zweier  den  Asymptoten  paralleler 
and  sich  im  Anfangspunkte  schneidender  Graden,  ab,  so  bleibt 

(3)  *y+o*+*«=o 

für  diejenige  Grade,  welche  die  Durchschnittspunkte  dieses  Sy- 
stems mit  dem  Kegelschnitte  unter  sich  verbindet  und  die,  da  die 
Gleichung  der  Berflhrungschorde  des  Anfangspunktes  (oder  der 
Polaren,  die  den  Anfangspunkt  zum  Pole  hat)  yy+  8x-j-t=z0  ist, 
dieser  in  der  halben  Entfernung  von  ihrem  Pole  parallel  sein  wird! 
Obgleich  daher  im  eigentlichen  Sinne  bloss  bei  der  Hyperbel  von 
einer  Asymptoten chorde  die  Rede  sein  könnte,  werden  wir 
dennoch  aie  unter  (3)  dargestellte  Grade,  welche  sich  nach  dem 
zuletzt  Gesagten  für  jeden  Kegelschnitt  leicht  construiren  lässt, 
unter  diesem  Namen  allgemein  betrachten. 

Eliminirt  man  eine  der  Variabein  zwischen  (1)  und  (2),  so 
ergeben  sich  als  Coordinateo  der  Durchschnittspunkte: 

Theil  XII.  m 
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welche  Werthe  fflr  die  Hyperbel,  wo  a* — ß>0,  reell,  für  die  El- 
lipse, wo  «*— /KO,  imaginär,  för  die  Parabel  eindeutig  sind. 

Bei  der  Ellipse  ist  die  Asymptotenchorde  die  Halbirungslinie 
des  Tangentenpaares  eines  beliebigen  Poles,  und  daher  beim  Kreise 
mit  der  Chordalen  des  letzteren  identisch.  Bei  der  Parabel,  deren 
Asymptoten  in  unendlicher  Entfernung  der  Axe  parallel  sind,  fallt 
das  System  (*2)  in  einen  einzigen  Durchmesser  zusammen,  wie 
auch  die  Gleichung  desselben  zeigt,  indem  sie,  da  aa=0,  in 
(w  |  cur)2  =  0  übergebt:  die  Asymptotenchorde  ist  bei  ihr  also  die 
Tangente  im  Durchschnittspunkte  jenes  Durchmessers*),  woraus, 
da  sie  die  Entfernung  zwischen  Pol  und  Berfihrungschorde,  also 
auch  das  zugehörige  Tangentenpaar  halbirt,  der  Satz  (in  Hr.  Prof. 
Plücker's  „Analytischen  Entwicklungen "  §.  269.)  folgt: 

„Zieht  man  von  einem  Punkte  ih  der  Ebene  einer  Parabel 
Tangenten  an  dieselbe  und  legt  durch  denselben  Punkt  einen 
Durchmesser,  so  ist  die  Berübrungschorde  parallel  4er  Tangente 
im  Scheitel  des  Durchmessers  und  also  auch  den  zugeordneten 
Ordinalen  desselben.  Das  zwischen  dem  beliebigen  Punkte  und 
der  Berührungschorde  liegende  Stück  des  Durchmessers  wird  im 
Durchschnitte  mit  der  Curve  balbirt." 

$.  2.  Haben  Kegelschnitte  dieselben  y  und  £,  so  schneiden 
sie  sich  in  zwei  festen  Punkten  der  Ordinatenaxe  oder  berühren 
sie,  wenn  yl —  e  =  0,  in  einem  festen  Punkte.  Aus  Gleichung  (3) 
folgt,  dass  in  diesem  Falle  sich  auch  die  Asymptotenchorden  in 
einem  festen  Punkte  derselben  Axe  schneiden,  dessen  Coorjjlina- 

  1  £ 

teil  or  =  0,  y==  -y—  oder  für  den  Berührungsfall  xz=0,  y=  —  \y 
sind.    Mit  andern  Worten: 

„Die  Asymptotenchorden  aller  durch  zwei  feste  Punkte 
x>v  gehender  Kegelschnitte  schneiden  sich  für  einen  Pol, 
* '      welcher  auf  der  durch  diese  Punkte  bestimmten  Graden 

liegt,  in  einem  festen  Punkte  derselben." 

Für  y  oder  d=0  wird  die  Gleiehung  der  Asymptotenchorde 

  1  £    )  £ 

xsz— y->  resp.  y=  Deuten  wir  dieses  geometrisch,  so 

erhalten  wir,  dafür  y=Ü  die  Ordinatenaxe,  für  die  Abadsseo- 
axe  die  Curve  iu  zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  gleich 
weit  vom  Anfangspunkte  abstehenden  Punkten  schneidet,  auf  Hy- 
perbeln angewendet,  den  Satz: 

„Zieht  man  zu  Punkten  desselben  Durchmessers  einer  Hyper- 
bel als  Polen  die  Asymptotenchorden,  so  sind  dieselben  dem  zu- 
geordneten Durchmesser  parallel." 


*)    Die  Coordinatcn  dic«e«  Punkte«  «ind: 

t        oy—t'  n/-i 
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m»  i  Schneiden  »Ith  Kegelschnitt  in  vier  i'e^lcn  Punkten,  so  lassen 
sie  sieh  «tun  h  &  +  fiät  ==4)  darsteUen  l  wo  p  eine  beliebige  Con- 
stante,  ß  =  0,  ß,^ü  die  Gleichung««  zweier  Kegelschnitte  be- 
zei ebnen.  Nehmen  wir  für  Ä  =  ü  die  ullgemeiue  Gleichung  (1) 
und  aecentuiren  zur  Unterscheidung  die  Coostanten  von  ii,  =(), 
so  sind  die  Asymptotenchorden  dieser  Kegelschnitte  für  den  An- 
fangspunkt als  Pol  durch 

oder 

ausgedrückt,  schneiden  sich  demnach  alle  in  demselben 
Punkte,  dessen  Coordinaten  sich  als  Durchschnitt  der  beiden 
Asymptotenchorden  von  '£=0  und  Äj=0  ergeben: 


(cfr.  „Entwickelungen"  $.380.). 

Dasselbe  eilt  naturlich  von  den  zugehörigen  Berti  brungschor- 
den:  die  Coordinaten  ihres  Durchsehnittspunktes  sind  doppelt  so 


Sind  y  und  Ö  oder  /  und  ö'—O,  so  werden  diese  Coordina- 
ten unendlich,  d.  h. 

„Liegt  der  Pol  im  Mittelpunkte  einer  der  durch  vier 
(III)     feste  Punkte  gehenden  Kegelschnitte,  so  sind  die  Asym- 
ptotenchorden einander  parallel." 

Ist  e  =  £'=ü,  d.  h.  wählt  man  zum  Pole  einen  der  vier  festen 
Punkte  selbst,  so  reduciren  sich  obige  Coordinaten  auf  \x=0, 
y  =  0,  d.  h.  der  fragliche  Punkt  ist  selbst  Durchschnittspuukt  der 
Asymptotenchorden  (und  der  Berührungschorden) ,  wie  auch  daraus 
erhellt,  dass,  wenn  der  Pol  auf  der  Curve  selbst  liegt,  diese 
Linien  sich  auf  die  Tangente  in  demselben  Punkte  reduciren. 
Hieraus  gebt  zugleich  hervor,  dass,  wenn  man  den  Pol  in  einem 
der  durch  vier  feste  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  verschiebt, 
jene  Durchschnittspunkte  sich  mit  den  zugehörigen  Tangenten  und 
in  einer  gleichfalls  durch  die  vier  Punkte  gehenden  Curve  bewegen. 

Wählt  man  zwei  durch  dieselben  vier  Punkte  gehende  Grade, 
was  auf  dreifache  Weise  geschehen  kann,  zu  Axen,  in  welchem 
Falle  man  also  bloss  lu<rv=0  zur  Gleichung  (1)  zu  addiren  hat, 
um  alle  möglichen  durch  diese  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte 
darzustellen,  so  unterscheiden  sich  letztere  (cfr.  „Entwickelun  - 
gen*'  §.264.)  bloss  durch  das  veränderliche  et  und  haben  demnach  auch 
eine  und  dieselbe  Asymptoten-  und  Berü'h- 
}  '  rungschorde  des  Anfangspunktes,  d.h.  eines  der 
drei  Durchschnittspunkte  jener  sechs  Graden  als  Poles. 

22* 
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Hierauf  erfindet  sich  die  folgende  einfache  Construction  einer 
gemeinschaftlichen  Tangente  an  zwei  sich  in  vier  Punkten  schnei- 
dende Parabeln  :  Vom  Durchschnittspunkte  zweier  durch  dieselben 
vier  Punkte  gehender  Graden  aus  ziehe  man  für  jede  der  beiden 
Parabeln  einen  Durchmesser.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte, 
wo  diese  Durchmesser  die  zugehörigen  Parabeln  schneiden ,  ist 
die  zu  construireude  gemeinschaftliche  Tangente. 

Addirt  man  zu  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  die  eines  Sy- 
stemes  von  zwei  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Graden 

ro  »/*  f  2n.ry  +  pjr2  =  0 , 

so  bleibt  die  Gleichung  der  Asymptoten-  und  Berührungschorden 
un  geändert.  Das  vorhin  Gesagte  erweitert  sich  also  zum  folgen- 
den Satze: 

„Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  Secanten 
eines  Kegelschnittes,  so  haben  alle  durch  vier  Durch- 
schuittspunkte ,  wovon  je  zwei  auf  derselben  Secante 
liegen,  gehende  Kegelschnitte  eine  und  dieselbe  Asyni- 
ptotenchorde  (und  ßerührungschorde)  in  Bezug  auf  jenen 
Punkt  als  Pol." 

Aehnliche  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  haben 
dieselben  a  und  ß;  zieht  man  die  Gleichungen  zweier 
derselben  von  einander  ab,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass 
/    die  resultirende  gemeinschaftliche  Chordale  immer  durch 
(VI)     den  Durchschnitt  zweier  Asymptotenchorden  dieser  Kc- 

i;elschnitte  für  einen  beliebigen  Pol  gehen  muss.  Zwei 
*ole  bestimmen  demnach  die  Chordale.  Sie  ist  für 
solche  Paare  ähnlicher  Kegelschnitte  der  geometrische 
Ort  der  Durchschnittspunkte  der  Asymptotenchorden 
ganz  beliebiger  Pole.  Für  die  Parabel  z.  B.  giebt  dies 
den  Satz: 

„Hat  man  zwei  sich  schneidende  Parabeln,  deren  Axen  pa- 
rallel sind,  und  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  zu  diesen 
eine  dritte  Parabel,  so  vereinigen  sich  die  in  den  Punkten,  wo 
sie  die  heideu  Curven  trifft,  an  letztere  gezogenen  Tangenten  auf 
dem  gemeinschaftlichen  Durchmesser  beider  Parabeln/' 

§.  3.  Das  im  vorigen  Paragraphen  Gesagte  Ifisst  sich  auf 
Systeme  zweier  Graden,  indem  wir  solche  ebenfalls  als  Kegel- 
schnitte in  der  allgemeinen  Gleichung  (l)  einbegriffen  denken  kön- 
nen, unmittelbar  übertragen,  was  der  eigentliche  Gegenstand  die- 
ser Abhandlung  ist 

Ein  solches  System 

+  «i  x — y , )  (y +«vr  -y£  *)  = 
V1  \  (ai+a»)^y  +  a^x*  -  (yx  +  yjy  -  (aiya  +  (hyx)x+yxy%  =  0 


*)  tfi  «nd  y%  bezeichnen  ofTenbnr  die  Segmente,  welche  die«e  Ge- 
raden von  der  Ordinatcnaxe  abschneiden. 
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hat  zur  Aaymptoteuchorde  de«  Anfangspunkte» 

eine  Grade,  welche  sowohl  durch  den  Durchschnitt  der  Lioien 
^  +  02.^—^2=0  und  y-f  o,.t  =  0,  als  auch  der  Linien  y-\-axx — yx 
=  0,  y  -\-u%x~Q  geht.  Deuten  wir  dies  geometrisch,  so  sehen 
wir  d;iss  sich  die  Asvmptotenchorde  eines  Systemes  zweier  Ge- 
raden Rir  einen  beliebigen  Pol  (Taf.VIII.  Fig.  1.)  als  die  Vcrbin- 
dingungslinie  pq  derjenigen  Punkte  ergieht,  wo  die  von  diesem 
Pole  der  beiden  Graden  des  Systemes  parallel  gezogenen  Linien 
diese  seihst  schneiden.  Sind  daher  für  die  beiden  Graden  als 
Coordinateiiaxen  die  Cnordinaten  des  Poles  x0,  yQ,  so  ist  die 
Gleichung  der  Asymptotenchorde ,  als  einer  Diagonale  des  Coor- 
dinatefiparallelogra'mras , 

(5)  = 

yo  ^o 

die  der  zugehörigen  ßerübrungschorde  y=z-J^x,  ho  dass  diese 
eine  der  ersteren  im  Anfangspunkte  parallele  Linie  ist.  —  Für 
jr=0  gibt  Gleichung  (4)  «  =  -^^-,  einen  von  aunabhängigenWerth, 

der  für  constante  yx  una"  y%  constant  ist.  Hieraus  ergibt  sich  das 
im  folgenden  Paragraphen  weiter  Entwickelte,  die  Uebertragung  von 
(I)  des  vorigen  Paragraphen.  Sind  die  beiden  Graden  einander  pa- 
rallel, so  seien  ihre  Gleichungen  y=yt,  y=y»;  die  Asymptoten- 
chorde des  Anfangspunktes  hat  dann  die  Gleichung  y=  ^ 

und  ist  daher  eine  Parallele  zu  denselben.  In  der  Figur  (Taf.VIII. 
Fig.  2.)  sind  AB,  CD  die  primitiven  Graden  des  Systems,  P 
ist  der  Pol,  57*  die  Asymptotenchorde,  und  man  hat  die  Propor- 

tion  l*m:tnn  =  Pq:Pn.      Ist  y^—nyXt  so  erhält  man  y—^^yi. 

Für  »  =  — 1,  in  welchem  Falle  der  Pol  in  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  Parallelen  des  Systemes  liegt,  existirt  keine  Asymptoten- 
chorde; für  n=-|-l  oder  U\~y*y  wo  also  beide  in  eine  einzige  Linie 
zusammenfallen,  halbirt  die  Asymptotenchorde  die  Entfernung  der- 
selben vom  Pole. 

§.  4.  Die  Uebertragung  des  Hauptsatzes  (I)  in  §.  2.  auf  gerade 
Linien  gibt  das  Folgende: 

„Schneiden  sich  Systeme  zweier  Graden  in  zwei  festen 
Punkten,  so  schneiden  sich  auch  ihre  Asymptotenchorden  in  Bezug 
auf  einen  beliebigen  Punkt  derjenigen  Graden ,  welche  durch  jene 
beiden  Punkte  bestimmt  ist,  auf  derselben  Graden  in  einem 
festen  Punkte" 


od 


er 


„Errichtet  man  auf  einer  und  derselben  Basis  (AB)  (Taf.  VIII. 
Fig.  4.)  beliebige  Dreiecke,  nimmt  in  derselben  oder  deren  Vcr* 
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larigerunfr  einen  Punkt  (P)  an ,  von  dem  an*  man  mit  deu  beiden 

übrigen  leiten  der  Dreiecke  Parallelogramme  bildet,  so  schneiden 
sich  diejenigen  Diagonalen  derselben,  welche  nicht  durch  P gehen, 
in  einem  festen  Punkte  (p)  der  Basis." 

Als  Coordinaten  dieses  Durcbschnittspunktes  ergeben  sich, 
wenn  man  die  gemeinschaftliche  Basis  als  Ordiuatenaxe  annimmt, 
nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 


■ 

■  * 

was  auch  dann  noch  gültig  ist,  wenn  die  beiden  Graden,  statt 
mit  der  Basis  ein  Dreieck  zu  bilden,  einander  parallel  sind. 

Dies  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Asymptotenchorde 
zweier  Parallelen  für  einen  beliebigen  Pol  zu  construiren: 

Man  lege  (Taf.  VIII.  Fig.  3.)  durch  letzteren  eine  die  beiden 
Parallelen  schneidende  Graue,  ziehe  durch  die  beiden  Durch- 
schnittspunkte n  und  q  zwei  beliebige  sich  schneidende  Linien 
und  construire  die  Asymptotenchorde  des  Systeines  derselben  für 
den  gegebenen  Pul  P.  Durch  ihren  Durchschnitt  m  mit  der  zu- 
erst gesogenen  Graden  ziehe  man  eine  den  beiden  gegebenen 
parallele  Linie,,  welche  die  gesuchte  ist. 

Denkt  man  sich  auf  derselben  Basis  Paare  von  Dreieckeu  so, 
dass  eine  Seite  des  einen  die  Verlängerung  einer  Seite  des  andern 
ist,  so  erhält  man  den  folgenden  Satz: 

„Hat  man  beliebige  Dreiecke  (Taf.  V III.  Fig.  5.),  die  eine  ge- 
meinschaftliche Winkelspitze  haben  und  deren  Grundlinien  durch 
einen  festen  Punkt  gehen,  so  werden  die  Diagonalen  aller  der 
Paare  von  Parallelogrammen,  welche  man  auf  die  Weise  erhalt, 
dass  man  von  einem  Punkte  derjenigen  Linie  aus,  welche  die  ge- 
meinschaftliche Winkelspitze  (ß)  rnit  dem  festen  Punkte  (A)  ver- 
bindet, Parallelen  zu  den  Seiten  jeuer  Dreiecke  zieht,  durch  einen 
festen  Punkt  (p)  gehen,  welcher  auf  derselben  Linie  (AB)  ' 


Fallen  auch  die  Grundlinien  dieser  Dreiecke  (der  Richtung 
h)  in  einander,  so  reducirt  sich  dieser  Satz  auf  den  folgenden; 

„Zieht  man  durch  den  Scheitel  (ß)  (Taf.  VIII.  Fig.  6.)  eines 
Dreiecks  (ABC)  beliebige  Linien  und  ihnen  parallele  durch  einen 
willkuhrlich  angenommenen  Punkt  (P) ,  so  werden  die  Diagonalen 
der  von  diesen  Linien  einerseits,  von  der  Basis  und  einer  ihr 
durch  jenen  Punkt  parallel  gezogenen  Linie  andrerseits  gebilde- 
ten Parallelogramme  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen, 
welcher  mit  P  und  dem  Scheitel  des  Dreiecks  in  derselben  Ge- 
raden liegt." 

t  ■  ■  * 

,  ^Beschränkt  man  diesen  Satz  auf  die  Seiten  des  ersteren 
Dreiecks,  so  folgt: 

„Zieht  man  (Taf.  VIII.  Fig.  7.)  von  einem  beliebigen  Punkte 
au*  Parallelen  zu  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks,  so"  bilden  die 
Diagonalen  der  dadurch  entstehenden  Parallelogramme  ein  neues 
Dreieck,  dessen  Winkelspitzen  auf  denjenigen  Graden  liegen. 
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welch«  die  drei  Winkelspitaen  de»  primitive«  Dreieck«  mit  jenem 
willkührlich  angenommenen  Punkte  (P)  verbinden" 

oder 

„Zieht  man  aus  einem  Punkte  einer  der,  parallelen  Seiten 
eines  Paralleltranozes  Parallelen  zu  den  beiden  andern  Seiten,  so 
liegen  der  Durchschnittspunkt  beider  letztem ,  der  Diagonalen  der 
entstehenden  zwei  Parallelogramme  und  der  gegebene  Punkt  in 
gerader  Linie." 

Folgendes  ist  der  analytische  Beweis  desselben  Satzes: 

Die  Gleichungen  der  drei  Seiten  seien: 

für  AB.x-a=Q, 
AC:y-b=0, 

...  •  . 

dann  sind  die  der  Systeme 

ABund  AC: (x-a){y-b)=xy-ay-^x\ab^) , 

AB  und  BC:  (x-a)(y— mx-*)=ma*-xy+uy +{n-am)x-an  =  0, 

ACund  ß^(y^)(y-ma:--»t)=y*~m^r-(6+i.^4-Ä^  +  *»=0; 

mithin  die  ihrer  Asymptotenchorden : 


■  I 


n  —  am 


6-1-1»  m 

\, 

Coordinateu  von 

iv     t\'t,-.  r,       b—n  i 


also  Gl.  von 


PA:(l)  .v-^=0, 


PB:(\l)  y  ^-*=°> 

bni 

PC.{\\\)  y-j—;*-0 
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Subtrahirt  man  nun  Gleichung  (1)  von  (2),  so  rasultirt  Oll), 
»  »  »,  (1)  „  (3).  „  (II), 
»  „        (2)  »    (3),         „  (I); 

woraus  das  zu  Beweisende  folgt 

Denkt  man  sich  anf  derselben  Basis  Paare  von  congruenten, 
in  entgegengesetzter  Richtung  liegenden  Dreiecken,  so  ergibt 
sich  der  Satz: 

„Hat  man  beliebige  Parallelogramme,  die  eine  gemeinschaft- 
liche Diagonale  haben,  und  denkt  sich  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  letzteren  Parallelen  zu  den  Seiten  jener  gezogen,  so  entste- 
hen Parallelogramme,  die  in  vier  kleinere  getheilt  sind,  und  es 
schneiden  sich  die  Diagonalen  der  entstehenden  kleineren  Paralle- 
logramme, sowohl  derjenigen,  die  von  zwei  Seiten  und  zwei  Thei- 
lungslioien,  als  auch  derjenigen,  die  von  drei  Seiten  und  einer 
Thcilungslinie  eingeschlossen  sind,  auf  einem  und  demselben 
Punkte  der  gemeinschaftlichen  Diagonale. " 

,  In  Taf.  VIII.  Fig.  8.  ist  dieser  Satz  für  ein  einzelnes  Parallelo- 
gramm dargestellt:  im  ersten  Falle  liegt  der  Durcbschnittspunkt 
in  der  Verlängerung  der  Diagonale,  im  zweiten  innerhalb  des  Pa- 
rallelogrammen (P  bedeutet  in  beiden  Fällen  den  Pol,  ABCD 
das  von  den  beiden  Systemen,  von  denen  wir  ursprünglich  aus- 
gingen, gebildete  Parallelogramm). 

Die  zweite ,  in  6.  2.  folgende ,  die  Hyperbel  betreffende  Aus- 
sage gibt  in  ihrer  IJebertragung,  da  einer  Hyperbel  ein  System 
zweier  sich  schneidenden  Graden  entspricht,  uen  Satz,  dass  die 
Diagonalen  eines  Parallelogrammes  sich  gegenseitig  halbiren. 

§.  5.  Durch  vier  Punkte  lassen  sich  drei  Systeme  von  Linien- 
paaren die  Seiten  und  Diagonalen  eines  Vierecks  (mit  coneaven 
Winkeln)  legen.  In  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  (P) 
(Taf.VIH.  Fig.  9.)  als  Pol  schneiden  sich  also  die  drei  Asym- 

Etotenchorden  dieser  Systeme  in  einem  einzigen  Punkte  (/>)*)• 
>a,  wenn  der  Pol  in  einer  der  Graden  eines  Systems  liegt,  die 
Asymntotenchorde  des  letzteren  mit  dieser  Graden  selbst  zusam- 
menfallt, wie  auch  aus  Gleichung  (5)  erhellt,  indem  diese  für 
jro=0  oder  y0=ö  in  jr=0,  resp.  y  =0  übergeht,  so  müssen  in 
unserem  Falle  (Taf.  VIII.  Fig.  10.),  wenn  der  Pol  in  einer  Seite 
oder  Diagonale  des  Vierecks  liegt,  auch  die  beiden  andern  Asym- 
ptotenchorden sich  in  derselben  schneiden.  Liegt  endlich  der 
Po  in  einem  der  Durchschnittspunkte  der  Diagonalen  oder  der 
gegenüberstehenden  Seiten,  so  haben  die  drei  Systeme  eine  ein- 
zige gemeinschaftliche  Asymptoteochorde.  Wfihlt  man  s.  ß.  den 
Durcbschnittspunkt  der  Diagonalen  zum  Pol,  so  bat  man  den 
Satz: 


*)    Vier  einander  in  vier  Punkten  schneidende  Grude  lassen  eich 

auf  dreifache  Weise  so  xwei  com  Iniliren ,  so  das«  man  also,  wenn  man 

jedesmal  die  Diagonalen  sieht,  für  einen  und  denselben  Pol  drei  Ter-  . 
•chiedene  DorrhschnitUpunbte  der  Asymptotenchorden  erhält. 
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„Zieht  man  (Taf.IX.  Fig.  11.)  vom  Durchschnitts  punkte  der 
Diagonalen  eines  Vierecks  aus  Parallellinien  zu  den  Seiten  der- 
selben Figur,  so  schneiden  sie  die  Verlängerungen  der  Seiteu  in 
vier  Punkten,  die  in  gerader  Linie  liegen." 

Man  hat  also  dreimal  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte. 

Ist  das  Viereck  ein  Paralleltrapez,  so  muss  jede  dieser  drei  ge- 
meinschaftlichen Asymptotenchorden  eine  dritte  Parallele  sein. 
Also  hat  man  den  Satz: 

„Zieht  man  (Taf.  IX.  Fig.  12.)  vom  Durchschnittsptmkte  der 
Diagonalen  eines  Paralleltrapezes  ans  zwei  Parallelen  zu  den  bei- 
den einander  nicht  parallelen  Seiten  der  Figur,  so  schneiden  sie 
die  Verlängerungen  dieser  Seiten  in  zwei  Punkten,  deren  Verbin- 
dungslinie eine  dritte  Parallele  zu  den  beiden  der  Figur  ist" 

Es  gründet  sich  hierauf  auch  eine  zweite  Construction  der 
Asymptotenchorde  eines  Systems  zweier  Parallelen  für  einen  ge- 
gebenen Pol: 

Seien  nämlich  AB  und  CD  die  beiden  Parallelen,  P  der  ge- 
gebene Pol,  der  zwischen  denselben  oder  ausserhalb  liegen  kann, 
so  ziehe  man  von  ihm  aus  zwei  beliebige  Linien,  verbinde  die 
Punkte,  worin  sie  das  System  schneiden,  mit  einander  und  ziehe 
von  dem  Durchschnittspunkte  dieser  Verbindungslinien  aus  zwei 
Parallelen  zu  den  durch  P  gehenden  Graden.  Die  Diagonale  des 
auf  diese  Weise  entstandenen  Parallelogramms  ist  die  gesuchte 
Asymptotenchorde. 

Bei  einem  Parallelogramme  lässt  sich  keine  solche  denken, 
indem  dann  der  Durchschnittspunkt  der  Diagonale  in  die  Mitte 
zwischen  zwei  Parallel linien  fällt,  also  der  Ausnahmefall  eintritt. 

§.  6.  Es  ergibt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  folgende  Tan- 
gentenconstruetion  an  einen  Kegelschnitt  in  einem  gegebenen 
Punkte: 

Man  nehme  auf  der  Curve  vier  Punkte  an,  lege  durch  diesel- 
ben zwei  Systeme  von  Graden  und  ziehe  zum  gegebenen  Tan- 
gentialpunkte  als  Pol  die  Asymptotenchorden  derselben.  Die  Ver- 
bindungslinie ihres  Durchschnittspunktes  mitdem  gegebenen  Punkte 
ist  die  gesuchte  Tangente. 

Denken  wir  uns  einen  von  zwei  Parallellinien  durchsetzten 
Kegelschnitt,  so  werden  für  den  Punkt,  wo  sich  die  durch  ihre 
Intersectionen  gezogenen  Sehnen  schneiden,  als  Pol  der  Kegel- 
schnitt und  dieses  System  eine  und  dieselbe  Asymptotenchorde 
haben.  Nähern  sich  die  beiden  Parallelen  einander,  so  nähert 
sich  auch  eines  der  erwähnten  Secantenpaare  immer  mehr  Tan- 
genten des  Kegelschnittes.  Fallen  sie  endlich  zusammen,  so  geht 
jenes  System  in  eine  einzige  Grade ,  die  Beruhrungschorde,  über; 
dann  muss  nach  K.  3.  (Schluss)  die  Asymptotenchorde  eine  der- 
selben  in  der  halben  Entfernung  vom  Pole  parallele  Linie  sein. 
Weil  aber  dieselbe  jetzt  auch  Asymptotenchorde  des  Kegelschnit- 
tes ist,  so  folgt  hieraus  das  im  Anfange  der  Abhandlung  aus  der 
Gleichung  Gedeutete,  dass  sie  bei  jedem  Kegelschnitte  der  Be- 
rührungseborde  in  der  halben  Entfernung  vom  Pole  parallel  ist. 
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An«  dem  Satze  (11!)  des  §.  2.  ergibt  sich ,  wenn  wir  ihn  auf 
einen  Kreis  und  Systeme  von  Geraden  anwenden: 

„Zieht  man  (Taf.  IX.  Fig.  13.  I.)  vom  Mittelpunkte  eines  Krei- 
ses als  Pol  die  Asymptotenchorden  zu  den  Seiten  und  Diagonalen 
eines  in  denselben  beschriebenen  Vierecks,  so  laufen  diese  ein- 
ander parallel." 

Geht  eine  Diagonale  durch  den  Mittelpunkt,  so  sind  die  bei- 
den übrigen  Asymptotenchorden  diesem  Durchmesser  parallel. 

Ist  das  Viereck  (wie  in  Taf.  IX.  Fig.  13.  II.)  ein  Paralleltra- 
pez,  so  sind  diese  Asymptotenchorden  den  beiden  parallelen  Sei 
ten  desselben  parallel. 

Bei  einer  oder  zwei  Seiten  des  Vierecks  kann  mau  statt  der 
Sehnen  auch  Tangenten  an  den  Kreis  nehmen,  wodurch  sich  der 
Satz  modilicirt. 

§.  7.  Der  Hauptsatz  (V)  des  §.  2'.  lässt  sich  ebenfalls  unmit- 
telbar auf  grade  Linien  übertragen  und  lautet  in  dieser  Ucber- 
tragung  folgendermassen: 

Legt  man  (Taf.  IX.  Fig.  14.)  durch  zwei  Grade  beliebig 
viele  sich  in  einem  Punkte,  dem  Pole  P,  schneidende  Linien,  so 
werden,  wenn  man  die  Diagonalen  der  entstehenden  Vierecke  bis 
zu  ihrem  Durchschnitte  mit  denjenigen  Linien  verlängert,  welche 
man  vom  Pole  aus  den  zusammengehörigen  Diagonalen  parallel  geto* 
gen  hat,  alle  diese  Durchschnittspunkte  auf  einer  und  derselben 
Graden,  der  gemeinschaftlichen  Asymptotenchorde,  liegen,  die, 
im  Falle  der  Parallelität  jener  beiden  Linien  eine  dritte  Parallele 
ist  und  sich  überhaupt  in  jedem  Falle  unmittelbar  a  priori  als 
Asymptotenchorde  des  gegebenen  Systeme*  selbst  construiren 
lässt.  Da  unter  diesen  Verhältnissen  auch  die  Polare  aller  auf 
Systeme  gerader  Linien  reducirter  Kegelschnitte  eine  und  dieselbe 
Grade  und  in  unserer  Figur  nichts  anders  ist,  als  die  durch  den 
Durchschnitt  der  beiden  Graden  des  gegebeneu  Systems  der 
Asymptotenchorde  parallel  gezogene  Linie,  welche  nach  dem  Frü- 
heren alle  Durchschnittspunkte  der  Diagonalen  unter  sich  enthal- 
ten muss,  so  haben  wir  folgende  Sätze: 

J)  Zieht  man  von  einem  Punkte  aus  Secanten  durch  zwei 
Gerade,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  Diagonalen  der 
entstehenden  Vierecke  auf  einer  und  derselben  Geraden.  Sind 
jene  zwei  parallel,  so  ist  es  auch  diese. 

2)  Zieht  man  (Tu  f.  IX.  Fig.  15.)  von  einem  innerball)  eines 
Winkels  liegenden  Punkte  (P)  aus  beliebige  Linien«  wovon  also 
je  zwei  die  Schenkel  in  vier  Punkten  treffen,  so  liegen  die  Durch* 
schnittspunkte  der  Verbindungslinien  dieser  letzteren  auf  einer 
und  derselben,  durch  die  Winkelspitze  gehenden  Geraden  (Cni), 
welche  parallel  der  Diagonale  des  von  den  Schenkeln  und  dem 
Punkte  JP  ab  viertem  Eckpunkte  gebildeten  Parallelogramm  es  ist. 

3)  Zieht  man  (Tai.  IX.  Fig.  10.)  von  einem  wiJIfctihrlfohen 
Punkte  aus  nach  einer  festen  Linie  (AB)  beliebige  Gerade  und 
vervollständigt  die  dadurch  entstehenden  Dreiecke  zu  Parallelo* 
gramraen,  so  liegen  die  vierten  Winkelspitzen  derselben  in  einer 
Geraden  (mn),  welche  der  gegebenen  (AB)  narallel  ist. 


# 
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Aus  «lern  in  (VI)  §.  2.  von  ähnlichen  Kegelschnitten  Gesagten 
folgt,  da  man  Systeme  von  Parallellinien  mit  Hyperbeln  uml  hnter 
sieb  zusaiumeuordnen  kann,  wo  dann  diejenige  Diagonale  des  ent- 
stehenden Parallelogrammen,  welche  die  beiden  Durch*«  hnitts- 
puuktc  des  ersten  S\ stems  mit  dem  zweiten  unter  sieb  verbindet, 
die  Stolle 


derselben  I Vi 
gonaje  schneiden. 

Setzt 
der  Geraden 


der  Chordal en  vertritt,  dass  die  As\mptotcnch<>r<l<-u 
ür  einen  ganz  \\  illkiihrlicbcn  Pol  sich  auf  dieser  Dia 

neiden. 

man  zur  Abkürzung  z.H.  I.  1.  für  dm  Durchschnittspunkt 
in  I  mit  der  Geraden  1,  so  hat  mau  in  Taf.  IX.  Fig.  17: 


Die  Verbindungslinie  von    I .     mit  III.l, 

„    II. 3  mit  III. 2, 
1.2  mit  II.] 


t  • 


schneiden  sich  in  einem  Punkte,  oder  man  erhält  allgemein  den 
Satz: 

„Theilt  man  (Taf.  IX.  Fig.  18.)  ein  Parallelogramm  durch 
zwei  den  Seiten  parallele  Linien  in  vier  kleinere ,  so  gehen  die 
Diagonalen  dieser  letzteren  und  die  dazwischen  liegende  des  erste- 
ren  entweder  durch  einen  und  denselben  Punkt  oder  sind  ein- 
ander parallel",  eine  Verallgemeinerung  des  durch  Taf.  VW. 
Fig.  8.  I.  versinnliehten  Satzes. 
iK-'  /e.|  Mu .  if.-t  i      •  • 


•     •   »    MM  i    ■  1 

•»ib  r-i  :tc,.  r  ,..       ihM  ...  r     •» ••.    •,       •  •>..(.;    -u/  . 

Es  würde  zu  compllcirt  sein,  die  allgemeine  Gleichung  der- 
jenigen Curve  zu  entwickeln,  welche  von  den  Asymptotenchorden 
eines  Kegelschnittes  umhüllt  wird,  wenn  sich  inr  Pol  ebenfalls 
auf  einem  Kegelschnitte  bewegt.  Den  ersteren  Kegelschnitt  wol- 
len wir  die  EMrectrlx,  den  letzteren  die  Bahn  des  Poles  nennen. 
Wir  wissen  aus  §.  2.,  dass  die  in  Rede  stehende  Curve  immer 
durch  die  Punkte  geht,  wo  die  Bahn  die  Directrix  schneidet. 

Ist  die  Directrix  ein  System  zweier  Geraden,  so  hat  man, 
wenn  y\=f{x{)  die  Bahn  des  Poles  darstellt,  aus  den  beiden 
Gleichungen 

y         x  » 
und  ihrer  ersten  Differenzialgleichung 


Xi  zu  eliminiren,  um  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden. 

Hat  die  Bahn  die  Gleichung  xy  =  azt  d.  h.  ist  sie  eine  Hy- 
perbel» welche  das  System  der  beiden  Graden  der  Directrix  zu 
Asymptoten  bat,  so  findet  man  auf  diese  Weise  für  die  gesuchte 
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Curve  die  Gleichung  xy=^,  woraus  erhellt,  dass  sie  eine  der 

vorigen  parallele  Hyperbel  mit  denselben  Asymptoten  ist  uod  von 
letztereu  bloss  halb  so  weit  absteht,  als  jene. 

Hat  sie  die  Gleichung  einer  Parabel  y*  =  px,  so  ist  die  der 
Curve  ,y*= — &px,  verhält  sich  also,  bei  vierfachem  Parameter, 
im  entgegengesetzten  Winkel  ganz  analog  zu  den  beiden  Gera- 
den der  Directrix,  d.  h.  hat  die  eine  zur  Tangente,  die  andere, 
durch  den  Tangentialpunkt  gehende,  zum  Durchmesser. 

Für  den  Kreis  y«+x«=l  resultirt  die  Curve 

Für  eine  Gerade  y  =  ax+b  ergibt  sich  die  Gleichung  der 
Parabel 

(y  +  a*)*— 2Ä(y— ax)  +  6* =0, 

welche  das  System  der  Directrix  in  den  beiden  Punkten  tangirt, 
wo  es  von  der  Bahn  de*  Poles  geschnitten  wird. 

Wird  in  diesem  Falle  6—0,  d.  h.  geht  der  Weg  des  Poles 
durch  den  Anfangspunkt  (seine  Gleichung  wird  y  —  ax)y  so  ist 
die  Gleichung  der  eingehüllten  Linie  y=z  —  ax .  in  diesem  Falle 
laufeu  aber  die  Asyraptotenchorden  parallel  oder  schneiden  sich 
in  unendlicher  Entfernung.  Cm  also,  wenn  die  Linie  y— ax  ge- 
geben ist,  die  Gerade  «  =  —  nx\n  für  einen  beliebigen  Coordi- 
natenwinkel  und  ein  beliebiges  n  zu  construiren,  hat  man  bloss 
die  Asymptötencborde  eines  ihrer  Punkte  zu  verzeichnen;  ist  die 
Gerade  y=aar  +  m  gegeben,  so  lege  man  durch  den  Punkt,  wo 
sie  die  eine  Axe  schneidet,  eine  Parallele  zu  der  andern  und  ver- 
fahre sodatin  ganz  wie  vorhin  für  diese  neue  Axe,  d.  h.  man  cou- 
struire  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  das  Coordinaten- 
parallelograram  und  ziehe  die  andere  Diagonale  desselben. 

Es  ist  demnach  (cfr.  §.  3.)  die  Linie  y——ax  die  Polare  eines 
jeden  Punktes  der  Linie  y  —  ax,  welche  Beziehung,  wie  sich  durch 
Construction  des  Coord'matenparallelogrammes  für  einen  beliebigen 
Punkt  der  ersteren  leicht  geometrisch  nachweisen  lässt,  reeiprok 
ist,  und  wir  können  folglich  die  durch  Taf.IX.  Fig.  14.  und  Taf.  IX. 
Fig.  15.  vorgestellten  Satze  in  einen  allgemeineren  zusammenfassen, 
derin§.64der  „Entwicklungen"  aufgeführt  ist.  Doch  auch  dieser 
letztere  lässt  sich  noch  erweitern.  Nimmt  man  nämlich  die  beiden  Gera- 
den y  —  axt  y= — ax  zu  Coordinatenaxen ,  so  werden  die  ur- 
sprünglichen Axen  sich  jetzt  eben  so  zu  einander  verhalten ,  wie  jene 
früher,  und  daher  auch  durch  die  Gleichungen  y=bx,  y=—bx 
dargestellt  werden,  wo  b  leicht  aus  a  zu  berechnen  ist'4).  Alles 


*)  Ea  rcdticirt  «ich  diese«  nämlich  auf  die  trigonometrische  Lösung 
der  Aufgabe:  Wenn  die  beiden  Winkel  gegeben  sind,  welche  die  eine 
»iagonale  eine«  Parallelogramme«  mit  den  Seiten  bildet,  die  analogen 
der  andern  Diugonale  so  berechnen.  »» 
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dieses  lässt  sich  durch  Construction  des  Coordinatenparallelogram- 
mc8  und  seiner  Diagonalen  ohne  Mühe  geometrisch  zeigen.  — 
Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich  der  Satz: 

„Die  Diagonalen  eines  Parallelogrammes  und  die  durch  ihren 
Durchschnittspunkt  den  Seiten  der  Figur  parallel  gezogenen  Ge- 
raden bilden  ein  System  von  vier  Linien ,  welches  die  Eigenschaft 
hat,  dass,  wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  dersel- 
ben aus  zwei  Gerade  zieht,  welche  entweder  die  beiden  zu  jeder 
Seite  zunächst  liegenden  oder  die  erste  und  dritte,  nach  dersel- 
ben Richtung  hin  auf  sie  folgenden  Linien  in  vier  Punktenschnei- 
den, die  Durchschnittsnunkte  der  Verbindungslinien  der  letzteren 
Punkte  auf  der  zweitfolgenden  liegen."    (Taf.  IX.  Fig.  19.). 

Dieser  Satz  muss  auch  dann  noch  gelten,  wenn  diese  Ver- 
bindungslinien parallel  sind.  Betrachten  wir  in  Taf.  IX.  Fig.  19.  das 
Dreieck  Omn ,  dessen  Basis  mn  offenbar  in  q  durch  OB  halbirt  ist, 
so  erhalten  wir,  da,  wenn  mV  dieser  Basis  parallel  gezogen  ist, 
die  Geraden  m'n  und  mn'  sich  in  einem  Punkte  p  der  Halnirtings- 
linie  Og  schneiden,  den  bekannten  Satz  (Magnus,  Sammlung 
von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen 
Geometrie.  §.  8.): 

„Bewegt  sich  auf  einem  gegebenen  Dreiecke  eine  Gerade  so, 
dass  sie  fortwährend  einer  Seite  parallel  ist  und  verbindet  man  die 
Endpunkte  der  letzteren  mit  den  Punkten,  wo  jene  die  beiden 
andern  Seiten  schneidet,  so  ist  der  Ort  des  Durchschnittspunktes 
dieser  Verbindungslinien  eine  gerade  Linie,  welche  den  Halbi- 
rungspunkt  jener  Seite  mit  der  gegenüberstehenden  Winkelspitze 
verbindet" 

L&sst  man  die  bewegliche,  der  Basis  parallele,  Linie  die  bei- 
den andern  Seiten  des  Dreiecks  halbiren,  so  hat  man  den  Ele- 
mentarsatz, dass  die  drei  Seitenhalbirungslinien  des  Dreiecks  sich 

in  einem  Punkte  schneiden. 

i 
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Theoreme*  generali x  qui  conduisent 
ä  la  resolution  des  equations  simul- 
tanees  du  premier  degre» 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningue. 

•  t 

1 1  - 

-  *  t 

■ 

• 

Lorsqu'on  aura  un  nombre  quelcono.ue  d  equatioos  entre  un 
pareil  nombre  d'inconnues,  ou  pourra  eliminer  autant  d'inconnues 
qu'on  voudra,  et  il  restera  cnfin  une  equation  dans  lauuelle  il  o'y 
a  qu'une  seule  inconnue  qui  sera  determinee  par  cette,  equation.« 
La  metbode  qu'on  suit  »rdinairement  pour  resoudre  des  equations 
lineaires  devient  inipraticulde  pour  un  grand  nombre  d'inconnues, 
puisqu'il  faut  repeter  le  meme  procede  autant  de  fuis  qu'il  y  a 
d'inconnues.  D'ailleurs  eile  ne  conduit  pas  ä  une  expression  ge- 
nerale des  inconnues.  Or  ce  sont  des  expressions  generales  qa  on 
cherche  dans  l'analyse.  C'est  pour  cela  que  M.  Cauchy  a  ex- 
pose  une  autre  metbode  dans  son  Cours  d'analyse  Part.  1. 
chap.  III.  La  valeur  des  inconnues  y  est  representee  par  le  rap- 
port  de  deux  produits  dont  les  fni-teurs  sont  des  binomes  au  nom- 
bre egal  a  ——q —  »  lorsque  u  est  le  nombre  des  inconnues.  Cette 

expression  est  tres  simple ,  mais  il  faut  obserrer  que  ces  pro- 
duits ne  sont  pas  pris  dans  le  sens  ordinaire:  pour  que  re  rap- 
port  donne  la  valeur  exaete  des  inconnues,  il  faut  developper  les 
produits  et  remplacer  dans  chaque  develonpement  les  exposant 
des  lettres  par  des  indices.  On  ne  pourra  aonc  guere  protiter  de 
cette  metbode ,  ä  moins  qu'on  ne  soit  prealablement  parvenu  ä  I'ex- 
pression  generale  des  developpements  nommes. 

A  cause  de  cet  inconvenient  j'ai  quitte*  cette  route  pour  en 
suivre  une  autre,  qui,  en  principe,  se  rattache  plus  ä  la  marche 
tracee  par  Bezout,  et  que  l'on  rencontre  souvent  sous  le  nom  de 
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methode  des  multiplieatcurs.  I)  apres  cette  metbode  on 
iiiultiplie  chnque  equation  par  me  quantite  indeterminee ,  et,  apres 
avoir  pris  la  Komme  de  toutes  les  equations,  on  detcrmine  les 
quantites  de  maniere  qu'il  ne  reste  qu'une  seule  des  ioconnues. 
Les  equations  propres  ä  determiner  les  quantites  imleterininecs 
etant  du  premier  deijre  par  rapport  a  ces  quantites,  et  leur  noin- 
bre  etant  im  de  moins  qnc  eelni  des  equations  donnees,  od  con- 
coit  <ju'en  repetant  le  meine  procede  on  parviendra  ä  la  deter- 
mination  des  inconimes,  toutes  les  f'ois  que  le  nombre  des  equa- 
tions est  Ii  mite.  Mais  en  laissant  ce  nombre  arbitraire  on  rencontre 
plnsienrs  obsfacles.  si  Tun  vent  trouver  par  cette  yoie  l'exifression 
generale  des  inconnues.  En  tachant  de  surmonter  ees  ohstaeles 
je  suis  parvenu  a  quelques  tht-ureines  reman|unbles  par  leur  ge" 
neralite.  Je  m'oecuperai  d'abord  de  ces  theoremes  pour  revenir 
ensuite  a  la  resolution  des  equations  lineaires. 


1 1. 

Soit  n  un  nombre  entier  et  positif.  Supposnns  que  cbaran 
des  lettres  A,  k ,  tn,  px  .q  represente  un  des  nombres  1,2,3,.... n. 

Faisons,  pour  abreger, 

Ulli      •-••••.!  n  ,    ■•     ..  . 

(1)  EpApzs  E     Ap~Al+At+/ii+.t.  +  A*  •• 

p=i    • .  'i'  i.  i  .'  i-  \  .  \  <tu>'<> . 

Posons 

2p  Pp,mQp,k  —  Hm,k,       2q  Pm,qQk,q~  Jm,k\ 

on  aura,  quelque  soit  üm, 

Em  EpPp,m(jp,ktom~  Em  //wi,iOm»  ,     . .  lt 

et 

Zk  Em  Ep  Pk,k  Pp,m  QP,k  fi>m~  Ek  Em  Pk,k  Um,k  Üm  ! 

mais  des  equations  postfes  on  tire 

EkPh,kQp,k=Jh,P; 
donc  la  prec&lente  se  chantjera  cn 

Em  Ep  Jh,p  Pp,m(5m  =S  Ek  Em  Pf,,k  Hm,k  Ö«, . 

Posons  de  plus 

//*,<r  — 0,     ffm,m=  (J , 

»  .    «  '  •  i  •  •;  I  t|  I,  Ii  H 

h  et  k  etant  des  nombres  distinets ,  et  C  etant  indepeodant  de 
m,  on  trouvera 
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Em  £?  Jh,p  Pp,«Ö»,=  C  2m  Ph,m  Sm , 

et,  si  Ton  fait 
il  suivra 

Or,  üm  <^tant  arbitraire,  l'äquation  prece^lente  subsistera  quel 
que  soit  <jpp:  il  faut  donc  qu'on  ait 

Jh,k=0,  Jm,m=C; 

ce  qui  conduit  au  theoreme  suivant 
Theoreme  I.  Soit 

£PPPtk  QP,k=0 ,      2P  P,,m  QP,m  =  C, 

A  et  k  4tant  des  nombres  distiocts  et  C  Itant  ind^pen- 
dant  de  m;  on  aura  de  memo 

*fJ\t«*.f=0.  £,Pm>qQm,i=C. 

Supposons  que  <r,  0  representent  des  norobres  entier«  y  com- 
pris  le  zero,  m-\-nß  representera  un  nombre  entier  quelconque, 
de  maniere  qu'on  poura  faire  m  +  n^=a.  Maiotenant  si  les  lon- 
ctions       Fmf  assujetties  ä  la  condition 

fm+u=fm*  Fm  +  n=  Fm, 

ont  entre  elles  la  relation 

fm=Fm, 

on  aura  aussi 

fm^nß=Fm^nß, 

OU 

fa=F„. 

Donc  on  aura 

Theoreme  II.  Si  o  represente  un  nombre  entier  et 
m  un  des  nombres  1  ,'2,3, -..w.   Si  Ion  a 

/"rn+»=/"m  ,  Fm+n=Fm, 

et 

fm=Fm  ; 
on  aura  plus  g4neralement 
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§.  II. 

Soient,  pour  tout  ce  qui  suit,  «,  m,  m',  hm,  km,  pm,  tfm,  r, 
Ti>  *»  «'»  *i  des  nombres  entiers  et  positifo  assujettis 

aux  cooditions 

{  it  +  l>m>0,   w  +  l>ro'>ro— 1; 

Vw+1>A»>0,  »+1>*.,>0,  m+l^M),  nt+l>7„>0; 
(9   j  n>r>0,  «>r'>r-i,  r>rt>0; 

/  n^-l>*>0,  »-1>,'>,--1,  5>#1>0; 

1  n— 2>O0,  n-2>f><-l,  r>«i>0. 

Posons,  pour  abreger, 

_  mm 

f 

m 

Cette  fooetion  C7P,  liee  aux  conditioos 


m 


(4)  ^p=^pm,  l»»+t,...P^+"', ...f., 

r  H-l 

(5)  ü,  =      +pr+i ^  Pr+a t  pHi _Pnt 

;ra  appel^e  fon 
lement  la  fonction 


sera  appelle  fonction  distribule  par  rapport  ä  p.  Pareil- 


(6)  Up,q=UPmt  Pm+1,...p„,  ?m,  ?„,+,,...?„ 

■ 

sera  fonction  distribuee  par  rapport  a  pt  q,  si  Ton  a 

m  m 

^  \Vp,,=  üpmt  J»W  +  1,...PII|.  +  «',...PB,  1m,  Vm+l,...1n, 
im  m 

\Vp,9=Upmt  rm+l,...pn,  •w+«BI+l,...fw.+",,...%, 

II  est  evident  par  ce  qui  precede  ce  que  sera  une  fonction 
distribuee  par  rapport  a  p,  y,  A,  k,...  Ces  fonctions  distribuees 
jouissent  Je  plusieurs  propnetes  dont  nous  allons  signaler  quel- 


En  vertu  du  theoreme  II.  les  equations  (4)  et  (7)  subsisteront 
ögalement  lorsqu'on  substitue  ä  pm,  Pm+i». ../*>,  Om>  qm+n.qn 
des  nombres  entiers  quelconques.  Ii  cn  sera  de  meme  par  ra'p- 
port  ä  pr+i  ,..*pn,  qr\-i>  —  qn  dans  les  equations  (7)  et  (ö),  mai» 

Tbcil  XII.  23 
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* 

les  lettres  pr,  o>  daos  les  memes  equations  doivent  rester 
jetties  aux  relations  f2),  puisque  poar  eile«  les  conditions  du 
th^oremo  II.  ne  sont  pas  remplies.  Uoe  pareille  extension  sera 
applicable  ä  plusieurs  des  equations  suivaotea ,  et,  comme  le  th^b- 
reme  II.  sufGra  pour  indiquer  dans  quel  cas  cette  extension  sera 
permise,  il  ne  sera  pas  necessaire  de  le  rappeler  pour  chaque 
formale. 

L'4quatiou  (5)  fonrnit  le  moyen  de  reauire  la  fonction  U  ä  V 

n 

et,  par  suite,  ä  U.  En  effet,  soient  am',m  et  «m-,«  des  nombres 
entiers ,  doot  am,m  verilic  la  condition 

(9)  m'  +  I>oB.^>0; 

alors  am;m  -f  m' am>,m  pourra  representer  tout  nombre  entier.  Donc 
il  sera  permis  de  poser 

(10)  «iW- 1  ,m  +  pmr=  ftm',m  -f  m'  Umr,m  ; 

et,  si,  en  particulier,  on  suppose  a„,w  — 0,  et  qu'on  fait  am~i,m 
=  0,  on  aura  encore 

■ 

pm  =  OmtM  • 

A  l'aide  de  ces  relations,  jointes  aux  equations  (3),  (4),  on 
d^duit  aisement  de  l'equation  (5) 


an,m  I 


(11)  Vr-Uam,m>  Pm,+l>  rm.U9Mp9=V* 
et,  si  Ton  pose  en  outre 

(12)  (m'  +  l>>^"'»"»^0,  6 m'-i  ,m -f  qm'=bm',m + m'ßm'.m 
)  bm—\  »m—  0 ,    ßm,m  ==  0 

e*tant  des  nombres  entiers,  on  trouvera  egalement,  au 
moyen  des  Equations  (6),  (7),  (8), 

(13)  ^V,«,  Pm.U  ,  ...P„  V,«,  »m  +1 , ...  »,,„. 

Suivant  les  relations  (2)  on  a 

2*-f  2>p.-f />h-i>1, 
et,  loraque  0  repr&ente  0  ou  1,  on  a  de  meine 

2*+2>Z.fl+,0>l: 
on  pourra,  par  suite,  determiner  kt  de  maniere  qu'on  ait 

pi+p.+i=*«  +  l+*0, 

d'ou  Ton  tire 
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De  plus,  on  a 
donc  od  pourra  poser 
ce  qui  donnera 

Ed  observant  qu'en  vertu  des  relations  (2)  l'equation  (5)  sub- 
sistera  si  l'on  change  r  en  *,  on  en  deduit 

•  «4-1 

ou,  suivant  lequation  prece^dente, 

et,  ayant  egard  ä  lequation  (4),  on  aura 

En  se  servant  de  retour  de  l'equation  (5),  qui  subsistera  en- 
core  si  Ion  change  r  en  i  +  l,  U  suivra 

•  «4-* 

mais  on  a 

donc  il  viendra,  en  egard  ä  l'equation  (4) 

•  «4-4 

Vp^p.+'+r^+p^,  p^, ...i».. 

Nous  avons  deja  remarque*  qu'en  vertu  du  theoreme  II.  il  sera 
perniis  de  substituer  un  nombre  entier  quelconque  a  pr\  \  daus 
l'equation  (5),  en  y  joignant  que  Ton  a 

#  +  2>Pi  +  d>0, 
on  deduit  de  la  precddente 

•  «4-1 

t 

et,  snivant  les  suppositions  faites  ci  dcssus, 


342 

En  y  appliquant  encore  l'equation  (5) ,  on  obtiendra 
Or,  od  a  pose* 

dou  ' 

1—10; 

donc,  ä  l'aide  de  l'equation  (4).  on  arrivera  enfin  a 

^p=  fP.+Ml-i,  >-P.+1,  p.+1+p^,  pHs,.,.p.. 
De  cette  equation  on  dlduit,  non  seulement 


encore 

ü*«V,|,«'+i,'«'+»,...Pii 
ou,  suivant  l'equation  (U), 

(14) 

^P=^P#,PH.1,...P,,+P-,+1-i,   i-P.<+lf  P,+14fV+»,  P^,..^,. 

Nous  ferons  dans  la  suite  on  frequent  usage  de  cette 
tion,  c'est  pour  cela  que  nous  remarquons  qu'en  vertu  du  tiöö- 
reme  II.,  joint  aux  equations  (3)  et  (4),  eile  subsistera,  lorWon 
tsubstitue  des  norobres  entiers  quelconques  a 

P»>  P»+i »•••/>•' i  p«, 

■  > 

mai«  quil  faut  que  le  nombre  entier  p,+1  te8te  lie  ä  la  relation 
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§  Hl. 


4  '  ♦ 


(15)  P=zPp,j=Pp  '  p        n  n 

une  fonction  distribuöe  par  rapportä  p,  q;  on  aura,  oon  seulemeot 


•  « 


(i6)  ;«Ls 

7  r  rjl 

mais  encore,  suivant  l'equation  (14), 

(17) 

Däterminons  la  fonction 

,  - 

ra  m 

par  les  equations 

(ö  =  (— 1)  W*H-*(P.+f  .)+..+<«-l)(pll+«ll) 


(18) 


r  r 


De  ces  gqnations  on  d&tait 

(19)         "=-S'^'—  .W-**' 

\'a=2rt2r  £,  PPlpo; 

>     .  .  

puis,  en  observant  quil  soit  des  equations 

Ö==°PIf  rt,...Pn,  9|,  ««,...»m  fr 

on  tire  de  l'equation  (19) 
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rfi_r±l 

equations  qui,  conjointemeot  avec  les  deux  prtfctfdentes,  sont  reu- 
ferraees  dans  les  suivantes: 


m 


(20)      )G)  =  üp"'  *»+i,~.«wH,r.-*i  «i. 

Im  m 

doü  l'on  conclut,  eo  vertu  du  theoreroe  IL,  qu'il  sera  perraia  de 
substituer  de»  norabres  entiers  quelconques  kplt  Pt*» -P»*9i* 9*>-9u 
dans  les  equations  (18)  et  (19). 

SubstituoDs    en  consequence  pv+i  +/>r  +*— 1»  1 — + 
Pr+%+pv+9  äpr  +  1,pr  +  a.  P'  +  s  «»  ensuite  ör+^+tfr  +  »— »» 
1— tfr+t»  9«'+s  +  9«'  +  »  a  V  +       '+»»  dan*  »««l11*0011 

t    t-i  i 

observons  que,  suivant  les  equations  (17),  P,  ....  P  restent 
inaltörees  par  ces  substitutious,  et  que,   suivant  l equation  (18) 


od  a 
i  ' 


o=—  öPj,  pä, ...*«,  *i,  «»»...vK+i-1,  H+i^ihH^Hi »».«■; 
on  obtiendra 

ü=  —  öpt+1,pr+t,..pr +i+Pr  +»-|t       +»»*r  ^i^H  »»p<'  +4>p«>,i 
t±i  r+J 

ou,  en  combinant  ces  equations  avec  les  deux  precedentes, 

(21) 
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Lorsque  la  fonction  F,  aatiafait  a  lequation 

FP=Fp+m 
od  verifiera  aisemeot  la  formule 

pour  tont  nombre  entier  ct.   En  vertu  de  cette  formule  lequation 

ne  aera  paa  alterte,  si  Ion  aubstitue  —  1,  1  — 

+/»•.+»  ÄP«.»  P«4i»  8l  ontre  cette  •*UDgt'tut«M|  °« 

remplaceg,,,  q*A\>  9«. 4a  Par  tf«i+0«.4-i— V»r4i+?Ma 
dans  I'equation  precedeote,  on   reconnaitra  que  dans  le  aecond 

•i  Ii 
membre  ö  se  changera  en  —  ü  par  la  premiere  Substitution  en 

«i 

vertu  des  equatioos  (21),  puia  —  w  deviendra  de  retour  u  par  la 

seconde  Substitution ,  de  maniere  que  le  facteur  ö  restera  le  meine 

par  la  double  Substitution.  Le  lacteur  P  oe  changera  non.  plus 
suivant  les  equatioos  (17).    En  observant  encore  que  Ton  a 

et  ayant  egard  au  theorerae  II.  et  aux  equations  (16) ,  on  trouvera 
sucessivement 

p*,4i+p«i4a>  p«i 4 }»•"'"»  1  '»i4i»  '«.4-1 +*««4a»  V-t-«»—*» 

•,4i 

=P.l  4»-Ft,+1A.+i  +^,4iA,43»'p*^+^V+i>,*.4ifV.^  4*»~f« 

•i4a  'A* 
=  P«,+*4Pt,+a,    '.,+s,..p«,    ,i+*+V4>»   V4«»-f»  =  ' 

et 

f*'«.4-i+p«.4a»  p*»+s» -p»»  V4i+V+a»  V+s»  ••*«=  ' 

doü  il  8uit  que  par  la  double  Substitution  le  produit  P  P  ne 

changera  pas.  Enfin,  les  autres  facteura  P,  P,...P  ne  conte- 
nant  pas  »,„  p^+t,  9»,»  7«,4i»  7*14»»  resteront  les  meines. 

On  voit  donc  que  par  les  substitutions  indiquees  le  second  membre 
ne  changera  pas,  taudisque  le  premier  membre  deviendra 
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od  aura  par  consequent 

(23) 

W— Üfi+4.M  •••,«,+'«»+l~1f1~»«,+l»f«i+l+f«i+t»,«i+ti»A- 

On  demontre  de  la  memo  maniere  l'equation 
•t*  *i2 

ö==ö-».+».  '«f3. ...N,  "-fi.  «i  +  V 

et,  pnisqu'il  suit  des  «Squations  (19)  que  la  fonction  o  est  in- 
dependante de  qlf  on  aura  eocore 

HL9 

d'oü  Ton  conclut  que  (■>  sera  egalement  independante  de  qt.  Main« 

tenant  il  suit  de  l'equation  (23)  que  o  sera  independante  de  ?«,+a 

toutes  les  (o'is  qu'elle  est  independante  de  q,t  et  7-,+«.   Or  6> 
est  independante  de  ylf  oa:  donc  eile  en  sera  pareillement  par 
rapport  a  qs,  q4f...q,^z  ou  par  rapport  ä  q9,  94—V-+i>  puis- 

quon  a  «>«i  >  1.    En  y  joignant  que  ö  est  independante  de  91, 

r-j-i  ' 

011  en  conclut  que  <•>  est  independante  de  qx ,  qi,...qr-  Donc 
lorsqu'on  pose 


't1  rt-1 
P  =  ü, 


(24)         P  —  —  Prm  f   |im+i  f  >m  f9f  qm  f  f|-+i  §4>>  ?||  f 

l 

'-Vfi»  M**~p"»  l,2,3,...r,  Vh,  Vh. 


ou 


m  m 

P  =  Ö, 


1  1 


si  Ion  fait  en  oatre  p=ü. 

II  suit  de  ce  qui  precede,  en  ayant  egard  aux  eqnations  (18), 

(19),  (20),  »(21),  (24),  que,  lorsque  p  sera  detennintf  par  le» 
equations 
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(25) 

on  aura  de  meine 


r-t-l  r  r 

^Pr^rSr+i  i *n»r»9r|  i ,  —  *w  PPf,  pr-f  i  ,...*'»,  r  ,  'r+i » t 


(26) 


r+l  r  r 

p=  2^p, 


/m  m 

%         \P~ PPm,  Pm+i  »...',in'+m'»..'  *n,  'm>  *ro+i  >  •••  *»t 
*  Jm  m 

[P=Ppm,  PB,+I,...Pn,  «m,  «m+l,...W+m',...»»; 

(28) 

P  =  ~  Pl'„  P,4  !,...Pn,««,  «•  f i •  -V  +  V+! "V-V+i .  V+1+V+«.  V+»v..'«. 

Ajoutons  que  par  suite  de  la  formule  (22),  od  deduit  de  l'equa- 
tion  (26) 

et,  en  observant,  que   p   est  iode'pendant  de   </,,  on  en  tire 


aussi 


'^P^P.^-H  ,..Pn,«.+Vh  ~  ,..*nPp  «>p«+l  v  .«V«+V|-l'"M«+l  »••'«• 

Puis,  lorsqu'on  cbange  p^i,  en  1— +  dans 
la  premiere  de  ces  equations,  et  q^.lf  q,+2  ,en  \—  7*±> 
+  oVf«  daua  l  autre,  U  viendra,  en  proütant  des  equations  (17),  (28), 

P  =  —  P   1-P.+1 ,  P.+X+P.+«,  P.4.3  ,  ...  Pn ,         ,  «1+2  » •••*«  • 

P  =—  P  p.+1,p,-h,...  ,P»,  ^Vh»  Vfi+V*»  Vs-»,»: 

et,  comrae  des  relations  (2)  il  suit 

2>Pl>0,  2>gi>0 

de  maniere  que  pl=l*  ft=l,  on  deduira  de  la  premiere  des 
e'quations  (25) 

P=—  ^>1-Plt  I», ...l»B>f1,  «„•••««» 

P=    Ppt  ,P»,...P».        »  'i  *».•••*«» 
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equatioos  qui,  jointes  aux  deux  precödentes,  donneront 

jr  r 
<r  r 


rl*r » Pr+i » •  P«  > 1  'r » 'r+'r-|  i  ,  »•••'«• 

Posons,  pour  abreger, 
on  aura  suivant  (26) 


r  r 


En  vertu  de  l'equation  (22),  certe  öquation  ne  sera  pas  alte^> 
Tee  en  rempla^ant  pr,  pr\\  par  1— pr,  f»r+J>rfi*  Faisant  cela  et 
observant  quc,  selon  les  equations  (16),  (29)  jointes  au  theor.  IL, 
on  aura 

r 

A-Pr,  Pf+Pr+l,  »r,  *r+i'»—f« 

"~    Pr  f  i ,  Pr4  2 , ...  P« ,  VH+i ,  *r+a ,...*«, 
r  r 
Pi-pr,  rr+j»r+1,  pr+a,...pB,  fr,  tr+1,...  f,,="~P» 

U  viendra 

"=*-2Ml  2Pf  ^Pr+i ,   Pr-hs,  ...P„,  Ir+*H ,  »rf»,  •»  P?' 

donc  on  aura 

i 

w  —  —  CO 

d'oü 

0=0 


(30)  0=l?pr+iPpr+i  >  Pr+a>  #  P||>  ?rfVfi,  Vn,.  .*nP- 
Ajoutons  que,  lorsqu  on  fait 

fr +  yr^=*r+i +1^+10, 
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6  etant  0  ou  ]  suivant  que  or +o>-fi  est  inferieur  ou  supe- 
rieur  ä  r  + 1 ,  il  faut  que  qr \*  et  kT\\  soient  des  nombres  distinct*. 
puisque  qr  n'est  ni  0  ni  r  +  J.  Sous  cette  condition  l'equation  (30) 
se  reduira  ä 

9  * 

r+i  r+1 
(31)       0=^pr+1  ^Pf+1,  Pr+a,...P»,  *r+1,  Ma»"'f»^' 

Posons  enfln 

n-t- 1  n  n 

on  aura,  suivant  l'equation  (26)» 

n-fl  n  n —  l  i 

P^P.^P»-!  PP»,nPP»-i  ,P»,%-i,"tV- !,!»,,,«„., 

ou,  suivant  l'equation  (22), 

w+1  n  n—  1  Ii— 1 

P=^ii^i-1  n  P*  ~P^^ 

Mais  des  equations  (16)  on  deduit 
n  »—i 


«- 1  i» 

P  P  .+]»„.  9-  n  =  P p 


l-P„_,  ,  P^+P«,  f«-!  ,  n~^PB,  9—,  , 

> 

et,  4  l'aide  des  equations  (27),  (29),  on  trouvera 

u—  i  n— i  n— 1 

Pl-P«-,  ,P»-^+P«,  Vn-i,n=~"PP|.-i,P»,'»-i,"=:Pp»,-1,P»,|-»B-i,;f«-1 

donc  l'equation  precödente  se  reduira  ä 

■+1  n  n — l  n— 1 

P=2'P«-SPB_1'>Pn,»»-1PP»_,,P|.,|-«i.-i,'»-iPPii-i,  P»,  »"»«-i,  f«-,  . 

ou,  a  cause  de  l'equation  (26), 

«_H  ■  n 

P  =  2:P«PPn,         Pp«,««-,  . 

■  •  • 

Nous  avons  par  consequent 

n       n  n  n 

2»«P»ii,»Pv=:  £pnPfn^  Pp»,'«-!  , 

d'oü  il  suit  que  la  somme 

n  n 
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sera  ind^pendante  de  7»,  et  si  Von  pose 

•+1  n  n 


on  aura  ausM 


n+l  i»  n  n  n 

equation  qui,  jointe  ä  l'equation  (26),  donnera 

p=2:Pwpp. 

Suivaot  cette  equation  et  1  equation  (31)  011  aura,  par  suite, 

p=xMl  J>p. 

r4 t  r+i 
0  =  ^r+i  ^r+i  ,  Pr+a  , ...  P« ,  *r+i ,    *r+* , ... «»  P ' 

*r+i  et  9,0-1  etant  des  nombres  distincts,  et  p  ötant  independant 
de  yr+i:  donc  on  aura  de  meine,  en  vertu  du  theoreine  f., 

P=*,r+1/*P, 

Ar+i  et  />r+i  ötant  des  nombres  distincts,  de  sorte  qu'on 
faire 


/>r  +  />r+i=Är+i  +  r+llf, 

tj  etant  0  ou  1,  ce  qui  changera  1  equation  precödente  en 

0=='2:»r+i  ^r+Pr+i,  V+i  ,  »•••«»  P' 

Ajoutons  encore  que,  puisque  des  relations  (2)  U  suit  /»i  =  l, 
flrj=l,  on  aura,  en  vertu  de  l'equation  (1), 

2?p>p=2:,>p; 

et,  par  suite, 

P=*,>P 


■ 
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En  combinant  celle-ci  a  l'equatloD 
on  trouvtra  eafin 

mfl  m  m 

P=-z,,#>p. 

Ed  resumant  les  resultats  auxqaels  nous  sommes  parvenus, 
od  pourra  4noocer  le  theoreme  suivant. 

Theoreme  III.  Soit  n  od  nombre  eotier  et  positif. 
Soient  m,  r,  *,  m',  s',  des  oombres  eutiers  assujettis 
aus  conditions 

n  +  l>m>0,  n>r>0,  n-l>*>0, 
n  +  l>m'>ro— 1,  »i-l>,'>,— 1. 

Soit 

mm  in 

uDe  fonction  distribuöe  par  rapport  ä  p,  Determi- 
nons  les  fonctioos 

Ii -f- 1        in      fli  m 

P  et  P=Pp,9  =  Ppfn,  Pm+l,...F„,  7„,  »m+lJ...?l. 
par  les  equations 

( Aw-i)*»+t»)-i-**-+f»)+-+(«-*)(i»«+f«) 

(32)  ] 

'  ^to^to^to+i,  •Ph)W,'to+i,... ?n  PPin,  P«-^..^«,  w,  »m+i,  ...»„  . 

• 

On  aura 

m  to 

|P=^PTO,   P»+l»  •..'»'+'"',  —  P«,  »TO,  »TO  +  1  ,...*» 
TO 

^P»»  ,  P»+ 1 ,  ...P«  ,  »m  ,  »TO-f  i  ,  •••  'mr+,n',  ...  »n , 
"Pr  ,  Pr+Pr+| ,  Pr-H » •  •  •  *•  >  f r  »  »r+i ».  •  .»n 

r 

=="~^Pr,Pr+i,  ... *V  1~»r ,  »r+»r-f  i ,  »r+*  , ...  »• , 


(33) 


(34) 
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( *  • 


(37) 


(  I  i  V^^r+i  ^rf ! ,  Pr+a ,...*«,  «rH-+i  ,  «r+2»  •••«»  P 

— ^r+l  *V*Pr+i ,  M  9 »  ••  • P»  » Vfi ,  Vf*  , . .       P  * 


■ 

'+1 


m+i  m  m  m  i»t— i  j  i 

2:,,  pmp.\.i>p. 


TO  TO 


§.  IV. 


II  suit  du  tbeoreme  prec^dent  que ,  lorsque 


m  m 


TO 


represente  une  fonction  distribuee  par  rapport  ä  p,  q,  et  qu'on 
determine  les  fonctions 


S'et  <S=5P,, ==£,„.,  PmH,...Pn,  «»,  f»+1....t. 

4  . 


(38) 


par  le«  equations 

.        .....  .. 

m    i  m  to 

*2'P,n^ii.,P|»+l>...Pn,",,*«+i  ,...*»/^P  ,P»+i, 

on  auca  pareillement 

m  m 
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—  ~^}pr,  Pr+l,...P„,  ^i^VH+i,«»-**,. 

(41) 

■ 


T42) 


~  VPr+pr+i  ,Pr+», ...  P«  ,  Vf-i  ,*r+a,  ...*n  » 


(43) 


d^£PmQ<n=2Pm£Pmi ...    q  o ...  Q<n 

m  m  mm— i  i  i 

=  Z*m  Q  ^^m  ^m-!  "  ^  ^.Q  »•  G<ß  • 


Maiotenant  faisons,  pour  abreger, 

M        Ol  ffl| 


m  m 

et  posons 

77i  m 


r44) 


On  reconnaftra  que  V  sera  une  fonction  distribuee  par  rap- 
port  k  k,  p,  q,  et,  en  vertu  des  equations  (36),  (37),  (43),  on 
aura 

m  4-i  mm 

0=^2^  c/u, 

d'oü  Ton  deduit  encore,  en  ayant  egard  ä  l'equation  (22), 


< 

i 
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■  • 

P~~~~Pp« » p«+i , ...  p*      + 1 -1, 1-P*'i  i  ,p«'+i  +P«'+a»  p«*+f  1 1 

=—Ppi»p.+i,...pii,         +v+i~v~v+i  ,v+i+v     4  3>...  ta , 

r^^Pr+i^Pr+i,  Pr+«,...P»,  «r+*r+i ,  «r+a»  •••'«" 

— *«r+l    Pr+'r+i  ,  Pf-f», ... P« ,  *r+i ,  »r+a  •  ••  f» 

m-H  mm  m  m—t  i  i 

P=2;P*        =  *P»  ^Pm-,  -  £*  P 

m  m  mm— i    1  i 

=  Ä   />P=2,„   <g.       ....  -2,,  P  P...Pp. 


§.  IV. 

■ 

II  «uit  du  theorerae  precedent  que,  lorsque 

mm  m 

Q=Qp,9=  QPm,  Pm+1,...Pn,  imt  «w+1,...»w 

une  fonctioi 
de'tenninc  les  fonctions 

S'et  (5=5,,  ,=3)^  ,m,  9m+l,...«„ 

par  les  dquations 

(38)  •  •  ■  " 

<h  =  *> 

m4|  TO  m 

*  =  ^Pm  ^Pm ,  Pm+i ,  ..  P» , " ,  »m  +l  , ...  "n®*    ,Tmi  l  ,  r..  P, f ",f •  +l ,  •»«. 

on  auta  pareillement 

■ «  * 

m  m 

<0==<öPm,  Pm+i,  ...Pm»+"',...P»,  ?m  ,«,*  +  ,,...  «! 
m 

=  ®P    ,  P«t+i  ,...P»,  «m,  »m+|  .  •.«!»'+ 


represeote  une  fonction  distribuee  par  rapport  ä  p,  q,  et  qu'on 
let> 


'  1 
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r 

<Q=—  <Di-pr>  Vr\Pr^l9Pr^%t...Vn^ti  fr|lf...fB 
*  (41) 

■*«Vfi,  ...IV  +*Wi~  l,l^+i^.4  i+P.'+a.P.' f8,...Pn,«*Vfi, 

U-^"r+1  Vpr+1,Pr+^,...P|It  fr+frfl,fr+Sf...f,<a 

_  v      r#  '+1 
9r+1  VPr+Pr+i,Pr+a,...Pn,*r+1  <"» 


r42) 


m-f  i  m  m  mm- 1     i  i 

(&=2PmQ(ü=£Pm£Pm^ ... ZPx  QQ...Q& 

mm  mm— i  l  i 

Maintenant  faisons,  pour  abreger, 

m      bi  m 

USS  Vk**  =  Ukm,km+t  ,...*n,Pw,P»+i,..  Pn,«m,  «m+i,«. 
mm  m 

tt  =  U*,p  ,  «  =«*m  ,*M  +1  , ...  *n  ,  Pm ,  Pm  +  f  , ...  Pn  , -f.  f,m  +,  ,  ...f.  , 


(43) 


et  posoDs 


m  m 


U=PP)kQ<,k, 

fu  =  pPtk ai,.* ,  u=p  <ä. 

On  reconnattra  que  Ü  sera  une  fonction  distribu<Se  par  rap- 
port  ä  U,  p,  q,  et,  en  vertu  des  equations  (36),  (37),  (43),  on 
aura 

0  =  2'Pr+1  ^r+V+i,  *p+«,...fr«,Pr+i,Pr+a,...P»,  «r+i,«r+«»  .»  «■  ^' 
in+i  mm 

d'oü  Ton  deduit  encore,  en  ayant  egard  ä  l'equation  (22), 


> 
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in  4-1  m  |  m 

De  plus,  si  Too  fait,  pour  abreger, 

(46) 

m'  m 

(46) 

m'  m 

a»,',m,  bm  ,m  etant  assujettis  aux  conditions  (9),  (10),  (12),  on 
tirera  des  deux  precedentes 

Ce  n'est  pas  tont:  en  observant  que  des  equations  (34),  (35),  (40), 
(41),  (44)  il  suit 

r  r 
•  « 

et  ayant  egard  ä  l'equation  (22),  on  döduit  aisemeot  de  l'equa- 
tion  (45) 

- 

* 

% 

d'oü  Ton  tire,  noo  seulement 


Ensuite  on  trouvera,  an  moyen  des  equations  (1),  (22), 
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V+i     *r'+i,V+*,...*n,°r'+l,r,J,r'4*»«1'«,  *r*+l  ,r,V  »« 

V  f t    V         +1 ,  V  4« , ... *« ,  V  +! , r,  V  +a, ...PB,V  +i,r,V 

—  ^V+V+i.V-Hl,.  •*«»<,r'+i,r^r'+2,...PR,»r'  +  i,r,V+a,...*ii 

  £        .  TT 

*f  +1»V  +av..<r»,V+1,r,Pr'  +2»-Pn,*r'+i,r,V 

dooc  oii  aura,  en  vertu  des  equationts  (45),  (46), 

.r=  7V,r  +  Är'+j  >r; 

puis,  eu  observant  que  <$m',ni  =  <Sm,m  et,  par  suite,  ^+,„.=  5,, 
ll  viendra 

\r>Tr>,r  =  Sr,r 

Od  aura  par  consöqucnt,  non  seulement 

Tr-,r-Trtr=(r'-r)Sr,r, 

raais  encore 

/ro'.wi—  2,w,w=(m/— m) 

ce  qui  conduit  a 

^Pr„  Tm  ,m=  Epm  Tm,m  +  (W»; — Vi)  £pm  Smjn  , 

ou,  fluivant  lequation  (47), 

2pm  Tm',m  =  (ro'-m  +  1)  £p  Smjm, 
et,  en  particulier, 

£P|W  7Vi,m=(n--m+])  2PmSmtm; 

d'ou  encore 

(48)  (n— m)/  ^»  Äm»m ~  {n—m  +  1)/  ^  7"'m'  ; 


ayant  pose\  pour  abreger, 

m/  =  l  .2. 3...  m. 
Remarquons  que  Ton  a,  suivant  lequation 


Thdl  XII. 
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pour  tout  nombre  entier  et:  donc  on  pourra  determiner  a  de  ma- 
ntere  qu'on  ait 

et,  8i  Von  determine  la  fonction 

\  5 

par  I'äquation 

m  „ 

on  aura  en  nieme  temps 
(49)  5=Ä  U*  anm  »  . 

p 

m 

d'oü  Ton  voit  que      sera  independant  de  hm,  Am+i»»*.  A*,  et,  en 

m 

observant  que  &A,p,f  est  une  fonction  distribuee  par  rapport  a 
A,  p,  q,  il  resulte  que  AT  en  sera  pareillemeot  par  rapport  ap,  q. 

Maintenant  on  tire  de  lequation  (4G) 

t„,„ = ä,.,  ...  a„       , f  ..„a, 

equation  qui  par  l  equation  (49)  se  r«Sduit  ä 

m  m 

Tn,m  —  £kn  •••  £km  K  U , 

ou,  K  ne  contenant  pas  kmt  *mn, ...*„, 

Si  donc  on  determine  los  fonctions 
«+ 1      «•     m  m 

Ä  et  »=Äp,9=»pw,pM+1,..<P|| ,flm,9m  f  l, 
par  les  eqnations 

fn+l  «4-| 

Ä=U 

(50)        {rn  , 


I  ■ 
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US 

il  viendra 

1  m  m 

ij^TiT!  T*'m  ~  K  * ' 

tandis  que  lequation  (47)  donnera 
ce  qui  change  lequation  (48)  en 

m4- 1  mm 

(51)  &=ZPmKX. 

Ajoutons  cnfin  que  Ton  tire  de  la  seconde  des  equations  (44) 

or  oo  a 

|bJ>t=:(_l)(P  +*  ^2(*'f no»B+*B), 
et  par  saite 

i 

donc  on  aura 

et  Ton  voit  que  U  est  ind^pendant  de  kXt  d'oü  U  suit 

que  l  equation 

donnera 

(52)  Ä  =  il=p. 

En  comparant  les  equations  (51),  (52),  jointes  ä  1'observation 

m 

que  AT  rcprlsente  une  fonetion  distribuee  par  rapport  a  p,  q,  aox 
relations  posees  dans  le  theoreme  III. ,  U  r&ultera  que  &  dfyend 
de  K  de  la  liie'me  maniere  que  p  de  P ,  ou  que  &  se  d^duit  de 
P  en  changeant  P  en  K;  ensorte  que  les  equations  (33),  (34), 
(35),  (36),  (37)  subsisteront  en  remplacant  P  par  K  et  p  par  &. 

Remarquons  encore  que,  lorsque  les  fonetions 


et   1^=  %?p,9  —  ^r»,, 


2*» 


Digitized  by  Google 


seront  d&erminees  par  les  equations 
on  aura  suivant  les  equations  (51),  (52), 

«4-  \        m         m      f  m 

d'oü  il  suit,  en  vertu  des  equations  (50), 

iß   2k     ...2k  tt. 

iO  —  (w__m  +  Kn    Kn-i  *m** 

On  conclut  donc  que  reciproquement  les  Equations  (50)  subsiste- 
ront,  lorsqu'on  aura  pose*  les  equations  (51),  (52). 

En  eliininant  U  et  tt  ä  laide  des  equations  (44) ,  les  formu- 
les  trouvles  conduisent  au  theoreme  suivant. 


7n  m 


Theoreme  IV.  Soient  Pp,q,  Qp,qdes  fonctions  distri 
budes  par  rapport  ä      q,  et  deternünoiis  la  fonctijon 

tn      m  tn 

K  —  Kp,9=  KPm  f  Pfn+i  f  m,9 , 7m , ?ro+,  . ... »» 
par  Tequation 

'  m  mm 

K=Z„nPP,hQq,h; 

m 

alors  K  ne  dtfnendra  pas  de  hm,  hm  \x  ,...hn,  et  eile  sera 
une  fonction  distribuee  par  rapport  ä  p,  q. 

Dätermino ns  de  plus  les  fonctions  p,  pP,9,  <B,  <Dp,f 
par  les  equations  (32),  (38j.    Faisons,  pour  abrögcr, 


m 


et  posons 

n+l  n+ln-f-i 

R=P01, 

m  |  »»  m 


■ 
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> 


On  aura 


1       )     m  ||  m  m 


ou  S  se  deduit  de  p  en  changeant  P  en  i£.  Recipro- 
quement,  lorsque  X  se  deduit  de  Pen  remplacant  Ppar 
Ä,  en  sorte  quun  aura  les  deux  dernieres  equatione, 
les  deux  equations  precedentes  suivront  en  conse- 
quence. 


§.  V. 


La  soiume  multiple  dans  le  second  membre  de  IVquation  (53) 
contiendra  plusieurs  termes  egaux  ä  cause  des  Equations  (34), 
(35),  (40),  (41).  Le  nombre  de  ces  termes  sera  precisement  e"al 
k  (n — m-fl)!:  dose  cette  ^quation  n'aura  atteint  la  forme  la  plus 
simple  que  lorsque  le  diviseur  (n— m  +  1)!  aura  disparu. 

Detenuinons  ä  cet  effet  le  nombre  entier  /«  par  les  equa- 
tions 

(54)  /„  =  n+l,  lr^=lr  +  krix\ 

et,  ayant  fait,  pour  abreger, 


♦ 

in  m 


posons 

Mr',r  =  £        £   ...      £        £  TD, 

ou 

(55)  ArV,r=<PMl  £  V, 

<!>„,  ötant  uo  sigoe  d'operation  determine  par  l'equation 

(56)  <f™=2:         £     ...  £  . 
En  posant  de  plus 

r 

(57)  iVII,r=  <PrX>, 
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ou,  suivant  (54),  (56), 

.Vn,r=<I>r+1  £     V  =  Qr+i  2  V, 

fcr=l  k=\ 

et  ayant  4gard  ä  la  formule 

P==*         P=*  P=* 

od  trouvera 

(58)  Jfv  +  Mn-X,r  +  ...  +  J*r,r=  <Pr+,  <S      V . 

Ensuite  on  rä-tfiera  aisement  les  deux  formales 

(59)  \£  ^4,,,=  2:  \s  Jw. 
p=lj=l  p=lf=l 

JI=/  «=P  »=/  9=1— V 

(60)  2:   2AP,q^£    £  AP+q,,, 

P=l  9=1  P=l9=l 

/  ätant  un  nombre  entier  et  positif.  Ajoutoos  que,  les  diffe>ences 
et  £q  etant  egales  ä  Kumte,  p,  /— p,  q  representeront  des 
nombres  entiers  et  positifs,  et  daos  la  formule  (59)  iU  serout  lies 
aux  conditions 

1>P>0,  />/-p>0,  l-p>q>0. 

Donc  dans  I  expression 

£        £    ...  £  V 
ou,  ce  qui  revient  au  meme, 

0rX> 

Im  et  km  seront  des  nombres  entiers  et  positifs  verifiant  les  con- 
ditions 

(61)  Im  >  km  >  0,  /r'+l  >  lf  >  0; 

et,  en  vertu  de  la  formule  (511)  jointe  a  l'4qtiation  (54),  l'expres- 
sioo  precedentc  ne  sera  pas  alteree,  si  dans  la  fooction 

deux  termes  consecutifs  de  la  suite 
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seront  permutes;  et  puisqu'ou  pourra  repeter  la  perrautation  au- 
tant  de  fois  qu'on  voudra,  il  sera  permis  de  permuter  deux  ter- 
raes  quelconques. 

Si  maintenant,  en  observant  que  lr>  —  lT>+i — Xv+i ,  oo  deduit 
de  Tequation  (55) 

$ 

(62)    Mr^Or^S  l^+i+*r+*r-V+,.*r+l,W«*-. 

d»  « 
ou 

oii  reconnaitra  qu  il  sera  permis  de  permuter  dang  l'expression 

£      *>•'+*+*.+'.-',< +a>         W  -  *■ 

du  second  membre  de  l'equatton  precedente  deux  termcs  de  la 
mite 

Donc,  en  permutant  £,41  et  Av+a,  et  observant  que  par  cela 

/«>  4a — /« = h  +  k+i  a  + ...  +  Av  4a 
ne  sera  pas  altere,  il  viendra 

*• 

Puis,  comme  Art  +  /« — f«'+a  se  chaneera  en  /«—/•' 4«  lorsque 
sera  remplace*  par  on  deduit  de  la  precedente,  ä  l'aiae 

de  la  formule  (60)  jointe  ä  lequation  (56), 

ou,  suivant  les  equations  (54),  (56), 

D  apres  ce  qmi  a  e^e  dit,  cctte  equation  ne  sera  pas  alteree  si 
dans  la  fonction 
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les  terroes  de  la  saite 

,A,f2, ...  Av+1  , +^ , Ay     , ... A» 

seront  permute»  d'une  raaniere  quelconque.  Si  donc  on  remplace, 
au  raoyen  de  permutations  successives ,  les  terraes  de  cette  suite 
respectiveraent  par  les  suivantes 

AV  -f  a  f  AV  +i  >  «Vfi , ...  A*«'  ,kf,  AV  -f^  ,  --km* 

ce  qui  cbangera 

=*«+i  +  *»+a + •  •  +  *v + i  +  k<  +  a 

en 

Av+i  +Avn  +  ...-f  Äv  +  A.=A.  — 
l'equation  präcedente  se  reduira  ä 

a 

(63)   AV+1,.  =  0.XV+2-*,+  i .-'.f+1,Vf+1>.  .W. 

En  particulier  od  döduit  encore  de  l'equation  (62)  jointe  ä  l'equa- 
tion (54) 

d'oü  l'on  tire,  en  se  servant  conjointeraent  des  formules  (59),  (60), 

OU 

(64)  ^r,r=<I>rVrfl-*r,*ri*r+l^r+a,...*B. 

Avant  d'aller  plus  loin,  revenons  aux  limites  entre  lesquclles 
les  oombres  entiers  /«  et  km  sont  reserres. 

On  trouvera  d'ahord  que  les  rclations  (61)  subsisteront  ega- 
lement  pour  les  äquations  (63)  et  (64).  Or  de  lr\\  >  lr  on  deduit 
/r+a>'r  +  l,  A-+s>/r  +  '2,  etc.:  donc  on  aura  generaleroent 

Im'  >  /m  +  ro'  — m  — 1; 

et ,  comrae  on  a  km  > 0 ,  il  s'en  suit 
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d'oü 


km+lm'  —  lm—  m'— OT  >  0 . 

Puis  od  d*iuit  de  l'ioegalite 

Im'  >  /m  +  m'— m—  1, 
en  observant  que  A,  =  n-f  i, 

n  +  l>4»+n  — m  -  1, 
ou,  ce  qui  revient  au  menie, 

Od  aura  par  suite 

m'  +  2>/», 

d'ou  Ion  tire 

/»  +  m'  +  l>Am  +  /m 

et 

* 

m  +  1  >  km  +/m — /«,  —  m'-w: 
en  eorte  qu  on  ait 

(65)  m  +  l>A„  +  /^--/JB-m'.-m>0. 

m 

Attribuons  maintenant  ä  la  fonctton  V  la  propriete  de  satis- 
faire  aux  equations 

(66)  5=5*    *  . ,     *„,+•»'  *. 

(67)  *=ii-»r>  W+i ,  *r+a  ..„^ 

(68)  *>=*>*.,*.  Ii,*,- 

dans  lesquelles  £m  represente  un  nombre  entier  verifiant  la  con- 
ditio!) 

m  +  l>  j&«>0: 

ajoutons  cependent  que  de  l'eauation  (66)  jointe  au  theoreme  II. 
on  conclut  que  les  equations  (67)  et  (68)  subsisteront  egalement, 
lorsque  km  represente  un  nombre  entier  quelconque,  pourvu  que 
dans  la  premiere  kr  reate  lie  ä  la  coodition 
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r+1  >*r>0, 
et  que  dans  l'autre  Zv  +  i  soit  assujetti  ä  la  cöndition 

•Si  donc  represente  un  nombrc  entier  verinant  la  cöndition 
alors,  en  observant  que,  suivant  ia  relation  (65),  on  a 


*"  + 1  >  Av  +  /.<  m  - -  *'  -  $"  + 1  >  0 , 

et  ayant  egard  a  l'equation  (68),  on  deoiootre  aistfment  par  in- 
duction  l'exactitude  de  l'equation 


et,  en  particulier 


^+v+l-^-•'-•+^••-•+l+/.-v+,,WIM>.'^•4l+*.'+2,v+8,...*»; 

doü  I  on  deduit,  suivant  les  equations  (66),  (67), 

tandis  qu'on  tire  iuiraediatement  des  equations  (66),  (67) 
Les  equations  (63),  (64)  scront  donc  reduites  a 

«  r 

equations  qui  sont  renfermees  dans  la  seule 

r 

A  .  • 

ou,  suivant  l'equation  (57), 

ce  qui  montre  que  Mr-tr  ne  depend  pas  de  r  de  roaniere  qu'on  ait 

M;r  +  il/»-t  ,r  +  ...  +  itfr,r=  (*-r+l)  <I>r£, 

•I 

ou,  selon  l'equation  (58)  jointe  ä  l'equation  (1), 
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<I>ril^rX>  =  (»-r+l)<I>rr, 


1  I 

011  bien 


(n-r)\OrH  2:kfX>  =  (n-r+l)!0>rX>. 

Aioutons  que,  en  egard  ä  l'equation  (22),  les  equations  (66), 
(67),  (68)  subsisteront  encore,  lorsque  Je»  fonctions 


in     r  * 


seront  remplacees  par 


,  ^  — --z*  5,2:*        ...2:*  »,2:*    2;*   ..  ü 

m— 1      m  — $  im,  r-i  r— a         r,     '      •— j       »—2  ' 

mi>  rlt  slt  etant  des  nombres  entiers  et  positifs  respectivement 
Interieurs  ä  m,  r,  s.    On  aura  donc  aussi 


(n-r)!<Dr+1Är^r_i...2:*riX)  =  (n-r+l)!a>rZ*r_i 
d'oü  Ton  tire 

(n-r)\Qr+x  2kr2kr_x ...  2;*,X)=(n-r1+l)!  <Pf|V, 

et,  en  particulier, 


Öt,  cette  equation  suhsistant  encore  lorsqu'on  attribue  4  ^  la 
valeur  particuliere  nt  on  aura  de  plus 

Enfin,  en  eliminant  le  si^ne  d'opöration  Om  par  l'equation  (56), 
et  observant  que,  par  satte  de  cette  equation  jointe  aux  Equa- 
tions (1),  (54),  on  a 

*■='« 

®nz=  £   =    £      =  Zk 

et  que  d'ailleurs 

11=1, 

it  vicndra 
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On  est  donc  conduit  au  theoreme  suivant: 

Theoreme  V.  Soit  lm  un  nombre  entier  dätermine 
par  les  Iquations 

- 

Supposons  que  la  fonction 

m  m 

Batisfasse  aux  öquations 

m      m  \ 

+  ...*»+"',...*• 

r  r 
•  • 


()  11  aura 


2k  2k     ...2k  X>=    2         2     ...    2  V. 


(n-m+1) !     »    n-r-    m      "tB=i  *n  i=i  *w=i 


Oorollaire.  En  observant  que,  par  suite  des  ^qu a- 
tions  (33),  (34),  (35),  (39),  (40),  (41)  !e  produit 

im  m 
Pp.k 

jouit  par  rapport,  a  Ii  de  la  propriete  attribuee  a  la 

fonction  V  dans  le  theoreme  V.,  il  s'en  suit 

Ii  —  /  &     =/     &  =/ 

I  mm  n     n  n — i     n-\    m     mm  m 

et  le  theoreme  IV.  subsistera  par  consequent  si  l'equa- 
tion  (53)  sera  remplacöe  par 

m       n     n   n — i     n — i     m     m  m  m 

£=   2        2    ...   2:  pP,k(Dg>t. 
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Applications  des  theoremes  enonces 
dans  le  STro.  XXVIII. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningue. 


Ce  n'est  pas  mon  dessein  d'entrer  en  detail  sur  les  applica- 
tions  qu'on  saurait  faire  des  theoremes  etablis  dans  le  No.  cite; 
toutefois  il  sera  bon  den  indiquer  l'origine. 

Dans  la  trigonom^trie  spherique  on  se  propose  de  determiner 
les  relations  entre  les  cosinus  ou  sinus  des  angles  fornies  par 
tro'i8  droites  Qlt  (fo,  o3,  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  meme  plan, 
et  par  trois  droites  alf  <j2,  03  respectivement  perpendiculaires  aux 
droites  et  o3 ,  03  e*  Qi  *  Qi  e*  tto-  Si  niaintenant  on  con^oit  un 
Systeme  rectangulaire  de  trois  coordonnees  Ä,  F,  Z,  et  qu  on 
designe  par  uk,  rt,  t©A  les  cosinus  des  angles  fornies  par  la  droite 
da  avec  les  axes  X,  Y,  Z,  et  par  xki  yk,  n  les  cosinus  des 
angles  forraes  par  la  droite  0*  avec  les  meines  axes  X>  Y,  Z. 
Si  ensuite  on  designe  par  Ah,k  le  cosinus  de  langte  forme*  par  les 
droites  da  et  0*,  et  par  ZJ*,*  le  cosinus  de  rangle  forme  par  les 
droites  0a  et  0*.  Si  enlin  on  nomme  Dh,k  le  cosinus  de  I  angle 
forme  par  les  droites  qh  et  0*.  On  aura,  d'apres  les  prineipes 
de  la  geometrie  analytique,  lorsnue  chacun  des  lettres  h  et  k  re- 
presente  uo  des  nombres  1,  2,  0: 

Akfh  =  l,    Bk,k  =  l, 

Ah,k = uh  uk  +  r  a  0*  +  tc*  tot , 

Bh,k=XhXk  +  +  2A2fc  , 

Dk,k=  UhXk  +  CAyt  +  WA  ZA , 

tandis  que 

.  Z>A,*=0, 

lorsque  A  et  k  rsprösentent  des  nombres  distinets. 
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Voici  les  äquations  qui  conduisent  aux  formules  fondamenta- 
les  de  la  trigonometrie  spherique.  Dans  la  consideration  geome- 
trique  on  est  borne  par  les  trois  dimensions  de  1'espace,  mais, 
le  probleme  etant  ainsi  pose  analvtiquement,  rien  ne  s'oppose  a 
partir  de  donnees  analogues  ä  Celles  que  nous  venons  de  poser, 
avec  cette  distinction  que  le  nombre  3  sera  remplace*  par  un 
nombrc  quelconque:  ce  qui  tlortnera  lieu  ä  un  probleme  apparte- 
nant  a  ce  qu'on  pourrait  appeler  polygonom^trie  ä  degre 
quelconque,  dont  la  trigonometrie  spherique  sera  un  cas  parti- 
culier,  savoir,  le  cas  oü  le  degre  sera  reduit  au  troisieme. 

Cette  consideration  m'a  conduit  d'abord  a  la  resolution  des 
äquations  simultanees  du  preinier  degre,  et  l'analyse  de  ce  pro- 
bleme ru'a  porte  au  theoreme  III.  Ensuite,  pour  achever  la  Solu- 
tion du  probleme  de  porygouome'trie  ä  degre  cpielconqne,  je  suis 
parvcnu  au  theoreme  IV.,  puis  au  theoreme  \ . 

En  conservant  les  notations  du  No.  cite,  n  sera  un  nombre 
entier  et  positif,  //,  k,  m,  pm,  qm  representeront  des  nombres 
entiers  et  positifs,  dont  A,  U,  m  seront  inferieurs  a  n+1  et  pm,  qm 
inferieurs  ä  m-f-1. 

Soit 


m  tn 


p -PP9  —  Ppm    pm+lt...pui  1mt 

une  fonction  distribuee  par  rapport  a  p,  q,  c'est-ä-dire,  une  fonction 
lie'e  aux  cquations 

tn  tn 
r  r+l 

m'  et  r  ötant  des  nombres  entiers  assujettis  aux  conditions 

ri  +  l>ro'>wi-l,  n>r>0. 
D^terminons  les  fonetions 

n-|-l       nt      m  tn 

P  et  p  =  PP,,  =P^„  pmU,...pn.  im,  fMfi....fH 
par  Töquation 

(i)       p=(—hM'1  )>i(p,H  n  ••  ^^-'^v. 

et  par  Tun  ou  lautre  des  equations 

i  f  1  m  m 
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dont  I'idenrite  est  demonstree  par  le  theoreme  III.  On  aora  en- 
core,  en  vertu  de  ce  theor*n>e, 

■  * 


(3) 


\2PPP,h  pP,*=0, 

h  et  k  etant  des  nombres  distincts. 

A  l'aide  des  principe«  Sahlis,  od  sera  promptement  concluit 
a  la  resolution  des  equations  Unfaires 

Ed  effet,  soicnt 

«1*1  +  *i*2+-+#i^n  =  //i , 


(4) 


i  ■  •  / 

(a»*i  +  ü„;ra+  ...  +gnxn  =  Ä, 
m  equations  lineaires  entre  !es  n  inconnues 

x\ »  <a*2  »  — 

et  les  quantites  donnrfes 


Faisons 


In  n  u 

(5)  JW-2—  ^2>1  »  ^2  —  ' Vi  •  —  .72  =  ^V»  > 


........... 

n  n  n 


On  pourra  representer  les  equations  (4)  par  la  seule 

4 

d'ou  Ton  tire 


Or  des  equations  (2),  (3)  il  suit  que  la  somrne 

ZP  P,«  P/n* 
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est  egale  ä  ze>o,  lorsque  q  et  k  representent  des  nombres  dis- 

tinets,  et  qu  elle  est  egale  ä  p,  lorsque  q—k\  donc  on  deduit 
de  r^quation  preeädente 

(6)  P»*=2,#ppp,fc, 

et,  si  p  n'est  pas  egal  ä  zero 

1  ■ 

P 

ou  encore 

Xk~  n      ~  ' 

£pPp*Pp,1 

Teile  est  l'equation  qui,  ä  l'aide  des  4quations  (1),  (2),  (5),  fera 
connaitre  la  valeur  des  ioconnues  xlt  x2,...  xn.  Obsenrons  en- 
core que 

n+l  n  n 

p=£rPr„pF,, 
e*tant  independant  de  q,  on  aura  aussi 

n-4 1  n  n 

et  que,  par  suite, 

se  deduira  de  p  en  remplacant  PP,k  par  Hp. 

Supposoüa  p.  e.  qu'ü  s'agit  de  trouver  la  valeur  des  inconnues 

»  <2Ti  »  &2>  5*3  ♦  «^4 

par  la  resolution  des  equations 

"t^l  +  ^4^*2  +  ^4^3  +  d^X^=.H^  . 

Dans  ce  cas  n  4tant  egal  ä  4,  on  aura 

]  4 
**=7%  ^  Pf«»- 
P 

Or  des  equations  (1),  (2)  on  deduit,  en  ecrivant  simplement  P 
au  lieu  de  p 
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-PniP**AP4*Pi*-Pt»Pi»]+P*dPi»P**-Pk*Pi*] 

+  Pl*[P3*P4*-P**Pz«\  « 

•f-P&tlPwPi'^PixP*'*} ' 

—  P*  l  I  ^S^3»4-A,3^^4]+^[^3>a/>l^~/>l«/>5»4j 

+^3»a[  P\  >3  '>a»4~'>*»3    »4]  I 

ou 

+  ttM[f,3*^4.3-/>3*J>4*]) 

—  '>1»«{^V3L'> J'4^' 1»1 — ^3*1  ^4*4]  +  '>2»4[^>3  »1^4*3 — P**zP*>l] 

+  ^1 ,3  \  PUP»1  P4*~P**P»l]  +  P*l  [^3*  ^ *>4     ^3  »4  ^4»Ä  J 

—  P 1*4 '  P'i'i  [PwP** — Pa^P^^-^Pz^P^zP^i  ~~  P**i  P »'s] 

-f  ^sf* m—P i*iP > 

et,  euivant  les  equations  (5),  on  anra 

5 

P= <h  1 6,[c3r/4— r4r/3]  +  ä3[c4</2— c2tf4] +64[<V's  -c3</2] } 

—  !  M^i— c^d+bfadi— c3</,  J+^tarf*— c4rfjj || 
+  «3 1  bÄCidt-Csd^+bifadt— c4c/,]+A»[<V*i  -c^Jl 
—«4  tM<V*3— c3rfaJ  f6a[<r3^— Ci'U+^fo^-«**,]}, 

6 

P  =  «I  { Oal^-'^l+Cat'^— ^3^4j+^LA3^4— ^3*4]  I 
—  *1  {«»['404— «3^4] +^«["3^4—  ^304]+««fc3^4-<4c4]  } 

+  c.x  |  rf2[os64— A^l+^l  V'4— '/3  6^+62!«^- «arf4]  } 

~^l{02[Ä3'-4--C3M+*2[<3«4— «3C4J  +  r2[«a64-Ä3tf4]|; 

pu'iK  on  trouvcra  auccessivement  la  valeur  de 

4  4  4  4 

^P*  "P*  Pj».'l »   ^P*  "l».  Pp.»* '  ^p.  Hp*Pp,n  *  2Pt  ftp4  pji^, , 

en  substituant  dans  la  valeur  de  p 
Theil  XII. 
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ou  a 

ou  ä 

bx ,  6j,  63,  bit 

ou  a 

cL ,  c2,  c3,  c4, 

ou  ä 

d\,  d2t  d^t  ff4. 

Donc  on  aura  tout  ce  qu  il  faut  pour  la  determination  des  inconnues 

jcx  ,  ;ra,  x^, 

Pour  donner  unc  application  des  theoremes  IV.  et  V.,  rappelons 
nou«  qu'en  vertu  de  ces  tbeoremes  on  a 


(7)  Ä,  -  =  £ 


dans  lesnuelles  km  et  lm  repvesentent  des  nombres  entiers  et 
positifs,  dout  lm  soit  deteriuiue  par  les  equations 

/„=rt-fl,   /r+i  =      £r+i . 


et  Äp>9,  se  deduisent.de  Pj>,f  en  reinplacant  P  par  AT,  Q; 

wj  rn 

£p,q,  Qp,q  etant  des  fonctions  distrihuees  par  rapport  a  q,  dont 
Afj,,,  soit  determinä  par  l'equation 


m  m 


(8)  Kp,<  =  ZhnPP,hQq,k. 

Si  p.  e.  on  fait  7»=4,  «i=4,  p4=4,  tf4=4,  la  formule  (7) 
se  reduira  ä 


Ott 


(0)  &4*+t>*i  &4.1  +fti*<& 
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Or,  pour  n=4,  l'equation  (1)  et  ta  seconde  de$  equations  (2) 
donnent 

+  A+l»  942  [A»+2'9+3^P  +  3>9+l~A»42.9+l  A+3>9+s] 
+  A»+l»9+3  [A»+«»f  H  ^P+3»frt*— A>+*'9+2  A+3»?+l]S> 

et,  d'apres  ce  qui  a  ete  dit,  on  eu  deduit  lkp,i,  (Dj»,g  en  rem- 
placant  /*  par  J£,  Q;  en  sorte  qu'on  ait 

|B4»4=^lu[^2^^3'3~^a»3^3^]  +  ^l»2[^2»3^8»l~"Ä'2'1^3»3] 
(  '  +  ^l»3[^2»1^3»2~^2»2^3»l]' 

dana  laquelle  il  Taut  substitüer  a  KP,q  la  valeur  fournie  par  lequa- 
tion  (8),  savoir, 

(ii)      %p,q  —  A>»1  ^9'1  +  A»»2  0fl»2  +  ^P»3  $9>3  +  ^P>4  ^9»4  • 
Faisons,  pour  plus  de  commodite, 

I  4. 

4p.>l=«p«>   &J>4>2=A>.>  Qp«»3=yp«»    Qp«»4  =  fy.S 

oii  obtiendra  par  l'<5quation  (11) 

^p.»9*  =  «p.  «9.  +  *p«  fo.  +  cp.  /9.  +  <*P«  *f. 
et  l'equation  (10)  donnera 

4 

j  L      +  Ma  +     +      («3*3+6303+^3+^3  ^)  j 

+  Oi«2  +  M2+Ciya+tfiäa] 

(  —  (oaffi+Mi+^yi+'AA)  («a^+Äaft+Csys+rfa^)]  ' 
+  [0^3  +  o,    +  riy3  +  rf|Ä3  ] 

J    [(0««l+Ml  +  ^yi+'W)(«3»2+M2+C3y2+rf3^)  ) 

I  -(aa«a+6a/Ja+c,ya+</sda)(Ws«1+Ä3/J1+c3y1+^dl)]^ 
tandis  que  l'equation  (9)  se  reduira  ä 


372 

4 

x  [ft  <y**r-*fc)  f  yi  (dA  -ßA) + (Äh  -r^3>] 

X  [71  (&la3  "«2^3)  +#1  («2/3  —  y2a3)  +  «1  0'2<*3—  ^3)  ] 
+  K(«2Ä3-  *203)+«l  (Mfl-'V's)  +*1  (<*2«3— Ms)] 

4 

Ces  deux  valeurs  de  £4,^  sont  neecssairement  egale?,  et  qui 
voudrait  doiiner  la  peine  deffectucr  les  niultiplicatioiis  indiquees 
pourrait  »asMirer  de  t'identite. 

En  faiaant  w=5,  m  —  3,  on  deduit  de  la  formule  (7) 

+^iyii'/l<5l+^lfl)  (rt2^+*2iS2-|-C1)'2+</A+^2f2) 

I    '4 -  'A  <*)(yi  ^2—^1  y2) + (rfi  ^2—^1  «V  (*i  «2-«i  *2> 

*  +  (o,       <>,  ffa)  (a,  f  2 — f ,  a2). 

En  faisant  «  =  3,  m=3,  ou ,  ce  qui  revient  au  meine,  en  po> 
sant  ,/,=<),  r/a=0,  d,=0,  ö2=0,  c^O,  r2=0,  ^=0,^=0 
dans  la  precedente,  on  trouvera 

—  (ff  t  «2  -f  0t  ß2  +  C,  ya)  ((I20Ti  +  02ft  +  c^Yi ) 

+  (ci°»-«ic*)(yi«2— *iy*), 

«quation  qu'on  pourra  aisement  verifier,  et  dont  on  a  dejä  sou- 
vent  profite. 

Nous  termineroiis  ce*«  applicaüons  eu  indiquant  comment  les 
resultats  acqui.s  conduisent  aux  formules  fomlamentale»  de  la  po- 
lygonometric  ä  degre  quelconque. 

Posons 

(12)  »-,»=--*,,«■.,.&.,.. 
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(W) 


faisons 


n  n 


(14)  /*p,p=1>  Bp,p  =  1* 

et 

(15)  #a,*=0, 

lorsque  h  et  *  renresentcnt  des  noinbrcs  distincts.  Alors,  cn 
vertu  du  theoreme  IV.,  les  fonctions 

m  tn 


^*P* — ßPm,Pm  +  i,.  .|'»,9|ii»*w  +  l  »•••*» 

seront  des  fonctions  distribuees  par  rapport  ä  pt  q,  et,  suivant 
les  equations  (13),  «o  aura 

m  m         m  m 

(16)  Apfq=Ai,p,  Bp,,=Bq,p. 

De  plus  si  les  fonctions 

n  \  i       rn  m 

21  et  %i*,i='Xpm,pm+l,...Pn,'im,9m  +  l,...in, 

n-f  1  m 

He  deduisent  de  p  et  pp,,  en  substituant  A,  B  a  P,  en  sorte 
qu'on  ait 

!|  |        "•+!  m  ,m 

^P,9  =  Pp»9«  ^P,«='2'Pm^P'«  ^'' ' 
I       m|  1  mm 
#p,«  =Pp,9  »  Äp,9=  2Pm  Bp,qJ5p,i , 

on  aura  encore,  suivant  le  theoreme  IV7., 

(;&p,^2^<Bp^<B,^. 

n  n 

Or,  en  resolvant  I  equation  (12)  par  rapport  a  Q  ,  puis  a  P  par  la 
methode  exposee,  on  trouvera 
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n-fl  n  n 

et,  puisque,  selon  lequaüon  (15), 

0, 

lorsque  A  et  A-  representent  des  nonibre*  d  istin  et*,  oti  sera  con- 
duit  ä 

n+I  r  n 

P  Qk,m=L>k,k  Pk,m, 
fl+1  n  n 

<ü  Pm,k=  Dm,m<&mik\ 

d'oü 


n  n 


n  n  n 

(a»,n=B„^, 

ayant  fait,  pour  al^ger, 

r        p        r  m 
(19)  A4  =  7ifr,  lim= 


Donc  les  e'quations  (18)  se  röduiront  ä 


R      R  R 


2p,i  —  Zkn  Ap  A,  Qp,kn  Q9,kn, 

H  R         R  R 

ou,  en  observant  que  Ap,  Af,  Bp,  ß,  ne  conüennent  pas  k», 

R  RR  RR 

*p>?=  AP  A«  ZkuQp,ku  Qq,kn , 

Xp,,=BpKi£knh,knki<n', 
on  enlin,  en  egard  aux  equations  (13), 


(20) 


R  R      fl  R 

|2l|',?=ApA,l?p>,, 


R      R  R 


iX>Pt9=BpBqAp,q. 


Remarquons  encore,  qu'en  vertu  des  equations  (14),  on  de- 
duit  des  precedente« 
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- 

•  n         n    n     n  3 
^  Y&p,p  =  Ap  Ap'Ap!  , 

in  n     n  na 

et  que  de»  equations  (19)  on  üre 

n    ■  n+1 
An.         P  . 


en  »orte  qu  on  ait 

I 

(23) 


•         n  *  1 


n  n 

Aj»  Ak 

n  n 
Bn,  B* 


Si  maintenant  on  obserre  que,  par  suite  des  equations  (17) 

n     n  n  n  n 

et  (21),  2t,  A  seront  des  fonetions  de  A>  et  J&,  B  des  fonetions 

n  • 

de  /?,  leg  equations  (20)  expriraeront  des  relations  entre  A  et 

Hy  qai  representeront  )es  formules  fondamentales  de  la  polygo- 
nomätrie  ä  degre  quelconque,  auxquelles  on  pourra  joindre  i'equa- 
tion  (23), 

Si  p.  e.  011  pose  n  =  4,  il  viendra 

$p,1  =  \  Xu  *  9+1  [^F+t  f  9+2  ^P+3  »  *+3_^P+*  »  ff  3  ^P+3  ,  Ht  ] 

+  ^P+l  »Ha[^i»43 »  «+3  ^p+3  »*+l~^f4*»  »+1  <^P-f  3  » ,+s  1 

4  4  4  4  4 

+  /"Hl»H3L/»P4«»}+l  ^P+8»f+«  ^P+2»?+«^P+3«rh]U 

d'oü  I  on  deduit  jk»  .  en  substituant  B  *  A.  En  vertu  des  equa- 
tions (14),  <16),  Cil)  on  aura  par  suite 

{Ap|*=l  —  { Jp+, , p+»i*-  Jp+a,P+3la  H^P+3 .  p+iP 

444 

-f  2^1»+!  ,P4a  ^p  »2,p+S  ^p+»  ,p+|  , 

=  1  -  jl^fl  >  P         - 1  KU  >P+*P  -  l^P+3  .  P+ll* 

+  2^4,  ,p42/}p-f^,p+3  Äp4  a»  p4j  . 

Puis  I  equation  (23)  donnera- 

Aj  Aj  A3  A4 

B,    B»    «,  B4 
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et  des  equations  (20)  on  d&luit  entre  autres 

\ 

4      4       4  444  44  444  44 

4  4        4  4  4 

+  <"t»L  Ms»3^4»4— ^3»4^4»s]  1 » 

dou,  en  egard  aux  equations  (14),  (16) 

444  4  4         4  44  44  44 

Aj  Aa  B ,         j43>4  [-4,  ,3^8,4+^  *^a*]  +  [if  1*4*3  +  A%  *4t>4] 

—  4*I(2[I  — 4s»4^3»*J . 
Od  trouvera  de  la  meine  maniere  les  autres  relations. 


Prenons  encore  n=3.  Dans 


ce  cas  on  aura 


j  i  S  * 

,  9+!  2?f +a»  t+a  ~       1 ,  ?+a  Äp+ a ,  f  >, ; 
d'oü  I  on  deduit,  en  ayant  egard  aux  equations  (14),  (16),  (21), 


(24) 


VAp}a=l-MMl,p+aia, 


Puis  lequation  (23)  conduit  ä 

t  25)  =  , 

^  4 

et  les  equations  (20)  se  röduisent  ä 

B       3        3  3  .1  S  3 

Ap Ag Bptf  =  Ap+ 1  »y-f!  Ap^t^%—Ap\x  »«la^p^,^^, , 

»       9      »  S  S  .1  * 

Bp  B9      =  ßp+l ,  ,+l  Bp+i , - Äp+j ,  v+a      *»  H  i 
En  particulier  on  aura 

3      3»  *         9  .1 

Ai  Aa  Bm  —  Ja,8  A9il  —  A\yX , 

d'oü 


»       »  3 


^i»a —  -^«»3  ^s»i "~  A|  Äa^i>a » 

3  S         3  1       »  j 

^i,2=Äi»3^a  —  ßi  Ba  4Ifa. 
tSi  maintcuant  on  posc 

/la^zrcoso,  J3>1=coöA,  J14=3COsc, 
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^,3=— coaA,  ^,!  =— cos/?,  J&lt4=  — cosC, 

a,  b,  c,  A,  B,  C  etant  des  angles  qui  ne  surpassent  pas  deux 
analen  droits,  a,  6,  c  peuvent  etre  censes  representer  les  cotes 
d'uo  triangle  spherique  aont  A,  B%  C  sont  les  angles  sphertques 
opposes.    Alors  aussi  les  equations  (24)  conti uisent  ä 

Äi=sina,  Äi  =  sin6,  Ä3=sinc; 
fi,=sin^,  B*  =  sin£,  B3=sinC; 

et  les  equations  (25)  et  (26)  se  reduiseot  a 

sina     sind  sine 


t » 


sio^l    sin/?  sinC 

cos c*=  cos  a  cos    f  sin  a sin  6  cos  C, 
— cosC=  cos^l  cos/? — sin^l  sin/?  cosc , 

equations  qui ,  comme  il  fallait,  forment  les  formules  fondamentales 
de  la  trigonometrie  spherique. 

Lo;n  de  penser  que  ce  sujet  est  epuise  par  le  precedent,  je 
crois  plutdt  qu'on  arrivera  ä  des  formules  reinaruuables ,  en  lais- 
sant  varier  les  quantite*.  Pour  le  moment  il  suflira  d'avoir  indi- 
que  cette  extension. 
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Räumliche  Verhältnisse  der  Flächen 
des  zweiten  Grades  mit  Mittelpunkt. 

Von  dem 

•Herrn  Professor  Dr.  T.  Franke 

an  der  technischen  Bildongsanstalt  zu  Dreeden, 

Bedeuten  aa!,  bb',  cc'  (Taf.  X.  Fig.  1.)  irgend  drei  conjugirte, 
und  zwar  aa',  bb'  die  reellen,  cc'  den  imaginären  Durchmesser, 
und  m  den  Mittelpunkt  eines  einfachen  Hyperboloides  S,  so  ist 
bekannt, 

1)  dass  die  Durchmesser-Ebene  der  aa'  und  bb'  die  Fläche 
5  in  einer  Ellipse  E  schneidet,  deren  irgend  zwei  conjugirte 
Durchmesser  mit  der  cc'  drei  conjugirte  Durchmesser  der  Fläche 
bilden,  —  diese  Ellipse  E  heisse  Kehl-Ellipse  — , 

2)  dass  alle  Ebenen,  welche  zur  Darchmesser-Ebene  der  aa' 
und  bb'  parallel  liefen,  der  Flache  5  in  Ellipsen  begegnen,  die 
der  Kehl-Ellipse  L  ähnlich  sind»  deren  Mittelpunkte  in  die  cc1 
fallen  und  deren  zugeordnete  Durchmesser  -  Paare  in  coostantem 
Verhältnisse  stehen,  wennn  die  einen  parallel  zu  den  andern 
liegen , 

3)  dass  alle  durch  den  imaginären  Durchmesser  cc'  gelegten 
Ebenen  die  Fläche  £  in  Hyperbeln  schneiden,  welche  die  cc'  als 
imaginären  Durchmesser  der  Länge  und  Lage  nach  gemein  haben, 
deren  zugeordnete  reelle  Durchmesser  aber  mit  den  Durchmes* 
sern  d<*r  Ellipse  E  zusammen  fallen,  ( 

4)  dass  alle  Ebenen ,  welche  zur  Ebene  der  aa'  und  cc',  oder 
der  bb'  und  cc'  parallel  liegen  und  der  Kehl-Ellipse  E  begegnen, 
die  Fläche  »S  wieder  in  Hyperbeln  schneiden,  welche  unter  sich 
und  der  Hyperbel  der  aa!  und  cc',  oder  bezüglich  der  bb'  und  cc* 
ähnlich  sind,  deren  Mittelpunkte  in  die  bb',  oder  bezuglich  in  die 
aa'  fallen,  und  deren  conjugirte  Durchmesser-Paare  in  coostantem 
Verhältnisse  stehen ,  wenn  die  einen  parallel  zu  den  andern  liegen. 
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5)  dass  swei  jener  ähnlichen  Ellipsen  oder  dieser  fthnKcben 
Hyperbeln  gleich  gross  sind,  wenn  ihre  parallelen  Ebenen  vom 
Mittelpunkte  im  der  Fläche  gleich  weit  abstehen. 

Diese  Sätze,  sowie  die  Wahrheiten  überhaupt,  welche  auf 
die  sogenannten  Flächen  des  zweiten  Grades  sieb  beziehen,  geben 
aus  den  Betrachtungen  der  descriptiveo  Geometrie  hervor,  entwe- 
der mit  Hülfe  der  cylindriacben  Transformation,  wie  Oll  vier  in 
seinem  Cours  de  georaetrie  descriptive  nachgewiesen  bat, 
oder  mit  einziger  Hülfe  des  gemeinsamen  Begriffes  der  Entste- 
hung dieser  Flächen,  oder  der  Eigenschaften  des  windschiefen 
Vierecken,  wie  wir  zu  seiner  Zeit  nachzuweisen  und  zugleich  den 
Beleg  dafür  beizubringen  gedenken ,  dass  die  Methode  der  descrip- 
tiven  Geometrie  in  Rücksicht  auf  die  Einfachheit  der  Mittel,  auf 
die  Leichtigkeit  in  der  Darstellung  und  selbst  die  Allgemeinheit 
der  Resultate  mit  der  Methode  der  analytischen  Geometrie  in  die 
Schranken  zu  treten  vermag,  wenn  es  gilt,  die  Lagen  -  Verhält- 
nisse geometrischer  Gebilde  zu  untersuchen.  Für  jetzt  einige 
metrische  Beziehungen  der  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  Mit- 
telpunkt, welche  auf  obige  Eigenschaften  des  einfachen  Hyper- 
boloides sich  stützen. 

Es  sei  (Taf.  X.  Fig.  1.)  im  einfachen  Hyperboloide  £  mit 
U  die  Hyperbel  der  conjugirten  Durchmesse/  au',cc't  und  mit 
H'  eine  zur  Ebene  der  n  parallele  Hyperbel  bezeichnet,  deren 
conjugirte  Durchmesser  «a/,  yy'  zu  den  Durchmessern  oa',  cc'  der 
7/  bezüglich  parallel  liegen:  so  folgt  aus  den  Eigenschaften  der 
Kehl-Ellipsc  £,  dass 

,v  — i  am  i 

aus  der  Aehnlichkeit  der  Hyperbeln  H  und  //',  dass 

am  < 
2)  ,*,a=«'-«» 


und  aus  den  zwei  Werthen  von  ap  ,  dass 

*  ■ 

 2 

—  2  CHI  , 

3)  •  rf*  -g-i.  6j»,jt6'- 


Diese  Beziehung  gilt  offenbar  für  jede  zur  U  parallele  Hy- 
perbel //',  in  welchen  Punkt  der  Ob'  auch  der  Mittelpunkt  ^  der- 
selben falle,  wenn  nur  dieser  Mittelpunkt  zwischen  b  und  b'  liegt. 
Sie  zeigt,  dass  die  Endpunkte  y  und  y'  des  imaginären  Durch- 
messers yy1  der  Hyperbel  //'  einer  Ellipse  zugehören ,  und  dass 
daher  die  Endpunkte  der  imaginären  Durchmesser  aller 
derjenigen  Hyperbeln,  welche  zur  Hyperbel  //  paral- 
lel sind,  und  dem  Durchmesser  bb'  begegnen,  in  einer 
Ellipse  liegen,  für  weiche  bb'  und  cc'  awei  conjugirte 
Durchmesser  bedeuten. 
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Die  in  Gleichung  3)  angezeigte  Eigenschaft  gilt  für  jede»  Sy- 
stem ron  Hvperbeln ,  deren  Ebenen  zur  cc'  und  zugleich  zu  irgend 
einem  Durchmesser  der  Kehl-EHipse  E  parallel  liegen,  weil  für 
jede  solche  Hvperhel  die  in  Gleichung  1)  und  2)  bemerkten  Be- 
ziehungen gültig  bleiben.  Die  Endpunkte  der  imaginären  Durch- 
messer aller  Hyperbeln  des  einfachen  Hyperboloides  S,  deren 
Ebenen  zum  imaginären  Durchmesser  c&  dieser  Fläche  paralM 
liegen,  bilden  sonach  eine  neue  Fläche  S\  auf  welche  folgende 
Eigenschaften  von  der  Fläche  S  sich  ubertragen : 

1)  Alle  Ebenen,  welche  durch  cc'  gelegt  werden,  begegnen 
der  Fläche  S'  in  Ellipsen,  die  in  m  ihren  gemeinsamen  Mittel- 
punkt haben;  es  ist  m  sonach  der  Mittelpunkt  dieser  Fläche 
selbst,  weil  jede  Sehne  derselben,  welche  durch  m  gebt,  einer 
jener  Ellipsen  zugehurt,  und  daher  in  m  halbirt  wird. 

2)  der  Durchmesser  cc'  halbirt  jede  Sehne  der  Flache  S'f 
welche  zur  Ebene  der  Ellipse  E  parallel  liegt,  und  dem  Durch- 
messer cc'  begegnet,  eben  so  halbirt  diese  Ebene  alle  zur  cc' 
parallelen  Sehnen  der  Fläche;  es  sind  daher  die  conjiigirten  Durch- 
messer aa',  bb' ,  cc'  des  Hyperboloides,  oder  irgend  zwei  conju- 
girte  Durchmesser  der  Kehl-EHipse  E,  und  zugleich  cc'  ebenfalls 
conjugirte  Durchmesser  der  Fläche  S'. 

3)  Die  Fläche  S'  entsteht  durch  eine  Ellipse,  welche  um 
einen  ihrer  Durchmesser  cc'  sich  dergestalt  dreht,  dass  der  zu 
cc'  conjugirte  Durchmesser  bb'  immer  in  einer  Ebene  bleibt,  und 
die  Endpunkte  b,b'  desselben  eine  Ellipse  beschreiben. 

4)  Jede  Ellipse,  welcher  der  Durchmesser  cc'  zugehört,  trifft 
das  Hyperboloid  5  nur  in  zwei  Punkten,  nämlich  Tu  den  End- 
Punkten  des  zu  cc'  zugeordneten  Durchmessers;  die  Fläche  S' 
berührt  sonach  die  Fläche  S  in  der  Kehl-EHipse  E. 

Diese  Eigenschaften  zeigen  deutlich,   dass  die  Fläche 
ein  Ellipsoid  ist,    welches  mit  dem  Hyperboloid  5  die 
conjugirten  Durchmesser  aa' ,  bb',  cc'  gemein  hat,  und 
dasselbe  in  der  Kehl-EHipse  E  berührt. 

Legen  wir  nun  an  eine  der  in  der  cc'  sich  begegnenden  El- 
lipsen, z.  B.  an  aca'y  eine  Berührungs-Gerade,  welche  zum  Durch- 
messer cc'  parallel  laufe,  so  wird  diese  Gerade  Aa  oder  A'a' 
die  Ellipse  im  Endpunkte  a  oder  a'  desjenigen  Durchmessers  aa' 
berühren,  welcher  zu  cc'  zugeordnet  ist.  Die  Geraden  Aa  und 
A'a'  aber  werden  auch  die  Hyperbel  H,  welcher  die  cc'  als  ima- 
ginärer Durchmesser  zugehört,  in  den  Punkten  a  und  a'  berüh- 
ren, weil  die  Tangenten  an  den  Endpunkten  eines  reellen  Durch- 
messers zum  zugeordneten  imaginären  Durchmesser  parallel  liegen. 
Diese  Eigenschaft  bleibt  den  Berührungs-Geraden  Aa  und  A'a', 
welchem  Durchmesser  aa'  der  Ellipse  E  auch  die  Punkte  aa'  als 
Endpunkte  zugehören.  Alle  diese  parallelen  Berührungs  -  Geraden 
bilden  sonach  eine  cylindrische  Fläche  F,  welche  das  Hyperboloid 
und  das  Ellipsoid  zugleich  berührt.    Man  erhält  daher  den  Satz: 

Die  Cy linder-Fläche  /  .  deren  Leit-Curve  mit  der 
Kebl-Ellipse  E  und  deren  Achse  mit  dem  Durchmesser 
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C&  zusammenfallt,  berührt  das  einfache  Hyperboloid  & 
und  zugleich  das  Ellipsoid  S'  in  der  Kehl-Ellipse  E. 

Die  Asymptoten  mA  und  mA'  der  Hyperbel  H  schneiden  die 
Berührung« -Geraden  aA  und  a'A'  in  zwei  Punkten  A  und  A', 
deren  Verbindung -Gerade  AA'  parallel  zur  au!  liegt,  vou  dem 
imaginären  Durchmesser  cc'  im  Punkte  c  halbirt  uuu  von  der  El- 
lipse aca'  in  demselben  Punkte  c  berührt  wird,  weil  diese  Asym- 
ptoten mA  und  mA'  die  Diagonalen  desjenigen  Parallelogramme« 
bilden,  dessen  zum  Durchmesser  cc'  parallelen  Seiten  die  Hy- 
perbel oder  Ellipse  in  den  Endpunkten  des  zugeordneten  Durch- 
messers aa!  berühren ,  und  dessen  beiden  andern  Seiten  parallel 
zum  Durchmesser  aa'  durch  die  Endpunkte  des  Durchmessers  cc' 
laufen.  Offenbar  kommt  aber  diese  Eigenschaft  der  Asymptoten 
und  der  zugehörigen  Berührung«- Geraden  allen  Hj'perbeln  zu, 
welche  die  cc'  at«  imaginären  Durchmesser  gemein  haben ,  wie 
auch  der  zugeordnete  Durchmesser  aa'  in  der  Kehl  -  Ellipse  E 
liege.  Die  Asymptoten  aber  aller  der  Hyperbeln,  deren  Ebenen 
in  dem  gemeinsamen  Durchmesser  cc'  «ich  begegnen,  bilden  den 
Asymptoten  -  Kegel  F'  de«  Hyperboloides  S,  alle  Verbindungs- 
Geraden  AA'  aber  eine  zur  Ebene  der  E  parallele  Ebene ,  welche 
da«  Ellipsoid  5  im  Punkte  c  berührt,  und  die  Endpunkte  aller 
Yerbindungs-Geraden  AA'  eine  Ellipse  £',  welche  der  Kehl-Ellipse 
E  identisch  ist.    Daher  der  Satz: 

Der  Asymp  toten -Kegel  F*  des  einfachen  Hyper- 
boloides £  schneidet  die  Cylinder-Fln  che  F  in  einer 
zur  Kehl-Ellipse  E  parallelen  und  identischen  Ellipse 
JE',  deren  Ebene  das  Ellipsoid  S'  im  Endpu  nkte  c  desje- 
nigen Durchmessers  cc'  berührt,  welcher  der  Ebene  der 
Ellipse  E  zugeordnet  ist. 

Diese  Eigenschaften  der  vier  genannten  Flächen  fuhren  zu 
einer  merkwürdigen  Beziehung,  welche  zwischen  den  räumlichen 
Inhalten  derselben  statt  fandet.  Bezeichnen  wir  neralich  mit  K 
den  Inhalt  des  Asymptoten  -  Kegels  zwischen  seinem  Scheitel  tu 
und  der  Ellipse  E',  mit  E  den  Inhalt  des  halben  Ellipsoides  zwi- 
schen der  Kehl-Ellipse  E  und  der  Berührungs-Ebene  desselben, 
in  welcher  die  Ellipse  £'  liegt,  mit  C  und  H  den  Inhalt  bezüg- 
lich des  Cylinders  und  de«  einfachen  Hyperboloides  zwischen  den- 
selben Grenz-Ebenen,  «o  da««  diese  vier  Korper  dieselbe  Höhe, 
die  Entfernung  der  parallelen  Ebenen  der  Ellipsen  E  und  E\ 
haben,  und  die  Seitenflächen  der  letztern  drei  in  der  Kehl-Ellipse 
E  sich  berühren:  so  ist  zunächst  klar,  das«  eine  Ebene  P,  wel- 
che zwischen  den  Ebenen  der  E  und  E'  und  parallel  zu  diesen 
Ebenen  durchgeführt  wird,  die  genannten  Flächen  in  ähnlichen 
oder  ähnlich  liegenden  Ellipsen  schneidet,  weil  jede  derselben 
zur  Kehl-Ellipse  E  oder  zur  Ellipse  E'  ähnlich  ist  und  ähnlich 
liegt.  Ist  nun  (Taf.  X.  Fig.  I.)  hh'  der  Schnitt,  den  die  Ebene 
P  mit  der  Durchmesser  -  Ebene  aa' ,  cc'  macht,  sind  Int,  cm,  21», 
hn  die  Halbmesser  der  Ellipsen  der  Ebene  /->,  welche  der  Reihe 
nach  im  Kegel,  im  Ellipsoid,  im  Cylinder,  im  Hyperboloid  und 
zugleich  in  der  Durchmesser-Ebene  aa',  cc'  liegen,  und  werden 
der  Kürze  wegen  die  Halbmesser  Jen,  en ,  zn,  hn  der  Reihe  nach 
mit  k,  e,  c,  A,  sowie  mit  k\  e'  c',  h'  die  conjugirten  Halbmesser 
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derselben,  welche  in  der  Durchmesser-Ebene  £©',  cc'  Hegen  wer- 
den, in  gleicher  Reihenfolge  bezeichnet;  so  folgt  für  den  Halb- 
messer U  '\m  Kegel 


Nun  bestehen  aber  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Ellipsen  die  con- 
stanten  Verhältnisse 


sich  ergiebt.  Von  diesen  Producten  der  conju<;irten  Halbmesser 
und  von  dem  Conjngatioos- Winkel  a  derselben  hängt  einzig  und 
allein  der  Inhalt  der  Ellipsen  ab;  weil  aber  dieser  Conjugations- 
Winkel  a  in  jeder  der  vier  Ellipsen  derselbe  bleibt,  so  entsteht 
für  diese  Inhalte  aus  Gleichung  4) 


Theilt  man  nun  die  Lange  cm  in  n gleiche  Theile,  und  legt 


Ebene  gültig  bleiben,  selbst  noch,  wie  man  leicht  erkennt,  für 
die  Ellipsen  der  Grenzpunkte  c  und  m.  Dadurch  aber  zerlegt  man 
den  Asymptoten-Kegel,  das  halbe  Ellipsoid  und  den  Cylinder  in 
n  Elemente,  die  um  so  genauer  als  Cylinder  von  kleiner,  aber 
gleicher  Höhe  gelten  werden ,  je  grosser  die  Theilzahl  n  angenom- 
men wird.  Für  drei  dieser  elementaren  Cylinder,  die  zwischen 
irgend  zwei  benachbarten  Theil-Ebenen  liegen,  bleibt  sonach  die 
Beziehung  der  Gleichung  5)  noch  wahr,  so  dass  der  Cylinder  im 
Asymptoten-Kegel  K  und  im  Kllipsoid  E  zusammen  so  gross  sind, 
als  der  Cylinder  im  Cylinder  C.  Aus  der  Summe  der  Cylinder, 
welche  die  benachbarten  Theil- Ebenen  in  jedem  der  drei  Körper 
abschneiden ,  besteht  aber  die  Masse  jedes  derselben ,  und  weil 
die  Anzahl  der  Theil-Ebenen,  sonach  der  Theil- Cylinder  der  Zahl 
m  gleich  ist,  so  tragt  sich  das  Gesetz  von  den  Theil-Cy lindern  auf 


keck 


k'—e'—c'-h" 


so  dass  aus  der  Gleichung  für  c,  k  und  c  die  Relation 
4)  cc'  =  Ale'  +  ee1 
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die  Summ«  derselben,  d.  i.  auf  die  Massen  der  drei  Körper  Ober, 
so  dass 

6;  C=K  +  E 

oder  der  Cylioder  C  so  gross  ist,  als  der  Asymptoten-Kegel  K 
uod  das  halbe  EUipsoid  E.    Weil  nun,  wie  bekannt, 

K  =  3C' 

so  folgt 

E  =  jC, 

das  volle  EUipsoid  ist  sonach  ^  des  Cylinders,  dessen 

parallele  Grundflächen  und  dessen  Mantelfläche  das 
EUipsoid  berühren. 

Deshalb  besteht  zwischen  dem  Asymptoten -Kegel  K,  dem 
halben  EUipsoid  E  uod  dein  Beröbrungs-Cylinder  C  dies  Ver- 
haltniss : 

7)  K:E:C-1:2:3. 

Für  die  zum  Durchmesser  cc'  parallelen  Ordinaten  etjy  hpdet 
Ellipse  aca'  und  der  Hyperbel  H  bat  man 

•  ■ 

—  2      <7/|2  /  1   '1\ 

eq  =  -=2  \tm      tpn  '* 
am 

~i   

am 

und  weil      und  üo;  gleiche  Länge  haben, 

— a  ■  — "a    « — a 
/»in  +  o?»  =  2  am  » 

oder  zufolge  der  oben  eingeführten  Bezeichnung 

Äa  +  e*=2c». 

WeU  ai»er  die  Verhältnisse 

h     e  c 

Ä7'  e7'  ? 

gleich  sind,  so  geht  die  letzte  Gleichung  in 

AA'  +  ee'  =  2«?c' 

fiber,  so  dass  zwischen  den  Flächen  der  Ellipsen  im  Hyperboloid, 
EUipsoid  und  Cy linder  die  Beziehung  statt  findet 
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■ 

8)  hh'nBma  -f  ee'ns\na=2cc'ns\jaa, 

die  Ellipsen  im  Hyperboloid  und  im  Ellipsoid  sind 
sonach  zusammen  doppelt  so  gross,  als  die  Ellipse  im 
Cy  lind  er. 

Wird  auf  diesen  Satz  dieselbe  Schlussfolge  aufgebaut,  welche 
auf  den  Satz  in  Gleichuug  0)  angewendet  wurde ,  so  gelangt  man 
zu  der  Beziehung 

9)  H  +  E  =  2C, 

oder  das  Hyperboloid  H  und  das  Ellipsoid  E  sind  zu- 
sammen doppelt  so  gross,  als  der  Cylinder  C. 

Nun  ist 

2  4 
E  =  j C ,  sonach  H  =  ^C 

oder 

H='2E. 

Berühren  sich  sonach  ein  einfaches  Hyperboloid  und 
ein  Ellipsoid  von  gleichen  und  gleich  liegenden  conjugir- 
ten  Durchmessern  in  einer  Kehl-Ell  ipse,  so  ist  der  Inhalt 
des  Hyperboloides  doppelt  so  gross,  als  der  des  Ellip- 
soides,  wenn  die  Grundflächen  des  Hyperboloides  zur 
Kehl -Ellipse  parallel  liegen  und  das  Ellipsoid  berühren. 

Nächstdem  führen  die  Bemerkungen  zu  den  Gleichungen 
0)  und  9)  zu  der  Wahrheit,  dass 

10)  K:E:C:H  =  1:2:3:4. 

Aus  dieser  einfachen  Relation  oder  auch  aus  Gleichung  7) 
fliesst  der  bekannte  Lehrsatz  des  Archiraedes  von  Kegel,  Kugel 
und  Cylinder,  wenn  die  drei  conjugirten  Durchmesser  des  Elfip- 
soides  in  die  drei  Achsen ,  und  zwar  in  gleich  grosse  Achsen, 
sonach  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel,  Cylinder  und  Kegel  aber  be- 
züglich in  den  geraden  Kreis-Cylinder  und  Kreis-Kegel  übergehen. 
In  diesem  Falle  geben  alle  Ebenen,  durch  die  imaginäre  Achse 
cc'  des  Hyperboloides  geführt,  gleiche,  und  alle  Ebenen,  pa- 
rallel zu  dieser  Achse  gelegt,  ähnliche  gleichseitige 
Hyperbeln. 

Die  in  10)  ausgesprochene  Wahrheit  gewährt  eine  reiche 
Ausbeute.  Nur  einige  Folgerungen  davon,  die  des  Beweises 
kaum  bedürfen,  wollen  wir  anfuhren. 

1)  Alle  Kegel  haben  gleichen  Inhalt,  deren  Scheitel  im  Mit- 
telpunkte eines  £llipsoides  liegen,  deren  Grundflächen  dieses  Ellip- 
soid berühren,  zu  derjenigen  Durchmesser-Ebene  parallel  liegen, 
welche  dem  Durchmesser  des  Berührungspunktes  conjugirt  ist, 
und  an  Gestalt  und  Grosse  der  Ellipse  dieser  Durchmesser- Ebene 
gleich  sind. 
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2J  Alle  Cylinder  schliefen  gleichen  Inhalt  ein,  wenn  ihre 
Grundflächen  und  Mantelflächen  dasselbe  oder  ein  gleich  grosses 
Ellipsoid  berühren. 

3)  Alle  Hyperboloide,  deren  Mantelflächen  und  Grundflächen 
dasselbe  oder  ein  gleich  grosses  Ellipsoid  berühren,  haben  glei- 
chen Inhalt,  wenn  sie  mit  dem  Ellipsoid  dieselben  conjugirten 
Durchmesser  nach  Lage  und  Grosse  gemein  haben. 

Auch  fährt  die  Gleichung  10)  zu  einer  Beziehung  einfacher 
Hyperboloide,  welche  in  derselben  Kehl -Ellipse  sich  berühren, 
una  deren  imaginäre  conjwjirte  Durchmesser  auf  einander  fallen. 
Bedeuten  nämlich  H  und  H'  zwei  einfache  Hyperboloide ,  welche 
denselben  Mittelpunkt  ro,  dieselben  reellen  Durchmesser  gemein 
haben,  und  deren  conjugirte  imaginäre  Durchmesser  (Taf.  X. 
Fig  1.)  er*  und  dd'  auf  einander  fallen;  bezeichnen  ferner  Hund 
H  die  Hyperbeln,  welche  die  Durchmesser- Ebene  der  oV,  cc' 
bezüglich  in  den  Hyperboloiden  H  und  H'  abschneidet:  so  wer* 
den  die  Berührung« -Geraden  an  den  Endpunkten  a  und  a'  des 
Durchmessers  aa'  für  die  eine  oder  die  andere  dieser  beiden 
Hyperbeln  zu  cc'  und  bezüglich  dd'  parallel  sein,  folglich  je  zwei 
auf  einander  fallen.  Beide  Hyperbeln  //  und  //'  berühren  sich 
sonach  in  den  Endpunkten  des  gemeinsamen  Durchmessers  aa' . 
Dieselbe  Schlussfolge  wird  aber  für  jedes  Hyperbel-Paar  statt  fin- 
den, welche  eine  durch  cc'  gelegte  Ebene  in  beiden  Flächen  ab- 
schneidet, so  dass  diese  Flächen  in  der  gemeinsamen  Kehl-Ellipse 
£  sich  berühren.  Hieraus  folgt  zugleich ,  dass  jede  zur  Kebl-El- 
linse  E  parallele  Ebene  P  den  Hyperboloiden  H  und  H'  in  zwei 
annlichen  Ellipsen  begegnet.  Es  Rege  nun  diese  Ebene  P  zwi- 
schen der  Kehl-Ellipse  und  der  Ebene  der  Ellipse  E'>  deren  Mit- 
telpunkt auf  c  fällt,  und  treffe  die  Hyperbel  H'  in  den  Punkten 
v  und  v';  so  gilt  die  Gleichung 


dm  ein,  Vertauscht  am  mit  in,      .»m  mit  kn,  und  bezeichnet 

cm 

man  vn  mit  v,  in  mit  x  und  kn  mit  k,  wie  bereits  in  Gleichung  4) 
geschah,  so  entsteht 


und  wenn  man  die  zu  t?,  k,  i  conjugirten  Durchmesser  bezüglich 
mit      kft  i'  benennt,  und  erwägt,  dass 


11) 


(nm*+</m*)- 


+  za, 


v      k  i 

V'-J'—'P 


so  gewinnt  man  die  Beziehung 


Theil  XII. 
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und  deshalb  fttr  die  Flachen  der  Ellipsen  die  Gleichung: 

12)  cv'n  sin«  =2Mr'jrsina  -+  xz'nsma, 

wenn  «  den  Winkel  der  conjugirten  Durchmesser  2o  und  2t>',  2k 
und  2W,  2z  und  2z',  bezeichnet.  Es  ist  sonach  die  Ellipse  im 
Hyperboloide  H'  so  gross,  als  die  Ellipse  im  Cylin- 
der  C  und  die  doppelte  Ellipse  im  Asymptoten-Kegel  K 
des  Hyperboloides  H. 

Für  die  Ellipsen  der  Ebene  P,  wenn  diese  in  die  Ebene  der 
Ellipse  E'  fällt,  ergiebt  sich,  das»  die  Ellipse  des  Hyperboloides 
H'  dreimal  so  gross  ist,  als  die  Ellipse  des  Asymptoten-Kegels  K, 
weil  die  Ellipse  des  Cylinders  und  des  Kegels  in  dieser  Ebene 
gleich  sind. 

Werden  nun  an  die  Gleichung  12)  und  an  die  drei  Körper 
H',  K,  C,  welchen  die  drei  Ellipsen  angehören,  dieselben  Schlüsse 
angelehnt,  welche  auf  die  Ellipsen  der  Gleichung  6)  und  die  zu- 
gehörigen Korper  C,  K,  E  gegründet  wurden,  so  erhält  man 

jH'  =  2K  +  C  und 

13)  (H'=5K 

und  deshalb  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  10) 

14)  K:E:C:H:H'  =  1:2:3:4:5 

Der  erste  Blick  auf  die  in  11)  und  13)  aufgestellten 
Satze  zeigt  eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  den  einfachen 
Hyperboloiden,  die  von  derselben  Kehl -Ellipse  E  und  der  durch 
c  gelegten,  zur  JE  parallelen  Ebene  begrenzt  werden.  Denn  ver- 
tauscht mau  den  imaginären  Halbmesser  r/m  des  Hyperboloides 
H'  nach  und  nach  mit  den  Werthen 


cm 

Vf*  "VF  vT' VT 

für  irgend  eine  positive  Ganzzahl,  ja  selbst  Bruchzahl  n,  grosser 
als  die  Einheit,  so  entäteben  für  die  zugehörigen  Hyperboloide 
die  Zahlen 

5,  6,  7, ....  n-f  3, 

und  für  die  Grundflächen  ihrer  Ellipsen,  die  ihre  Mittelpunkte  im 
Punkte  c  haben  ,  die  Zahlen 

2,  3,  4, ... .  n  + 1 . 

Bed  euten  daher 

H ,  Hi ,  Hj , . . . .  Hs 

die  Massen  einfacher  Hyperboloide,  welche  in  der  ge- 
meinsamen  Kehl-Ellipse  £  sich  berühren,  werden 
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diese  Körper  von  zwei  Ebenen  P  and  t*  begrenzt,  die 
zur  Kehl-EIJipse  parallel  und  durch  die  Endpunkte  c,c' 
des  imaginären  conjugirten  Durchmessers  von  H 
gehen,  bezeichnen  ferner 

Ly  Li,  L},  ....  hn 

die  EM,ipse  n  der  Ebene  P  und  der  Reibe  nach  der  Hy- 
perboloide H,  H, ,  Ha,.«.Hn,  und  sind 

C ,  C\  ,   C^ , . . .  .  Cn 

die  zur  Ebene  der  Kehl-Ellipse  conjugirten  imaginä- 
ren Durchmesser  derselben  Körper:  so  verhalten  sich 
die  Massen 

HrHjtH,  ....  :H„  =  4:5:6....  :n-f  3, 

wenn 

* 

L:  Li  :£*....  :J*=2:3:4  ....  :*t+l, 

oder  wenn 

.11  1 

c  :c»  :c,  ....  : c»=l  j :       :  ^= ....  :  ^=  . 

Der  in  Gleichung  10)  aufgestellte  Satz  ist  einer  allgemeine- 
ren Bedeutung  fähig,  die  fast  unmittelbar  aus  den  Eigenschaften 
des  einfachen  Hyperboloides,  des  Asymptoten- Kegels  und  des 
Cylinders  der  Kehl-Eliipsc  hervortritt,  die  aber  in  Hegleitung  ein- 
facher Gesetze  erscheint,  wenn  man  folgenden  Betrachtungen 
nachgeht 

Es  bedeute  wieder  H  eine  Hyperbel  des  einfachen  Hyper- 
boloides S,  welche  mit  dieser  Fläche  den  Mittelpunkt  m  und  den 
imaginären  Durchmesser  ccf  gemein  habe.  Die  Endpunkte  aller 
imaginären  Durchmesser  dieser  Hyperbel  liegen  in  einer  zweiten 
Hyperbel  H',  deren  Natur  bekanntlich  dann  sich  zu  erkennen 
giebt,  dass  ihre  reellen  Durchmesser  zu  imaginären  Durchmes- 
sern der  U%  und  umgekehrt  werden,  dass  ihre  Asymptoten  auf 
die  der  Hyperbel  H  fallen,  -ihr  Asymptoten -Winkel  aber  den 
Asymptoten- Winkel  der  H  zu  zwei  Rechten  ergänzt.  Wir  nennen 
deshalb  die  Curven  II  und  II'  conjugirte  Hyperbeln.  Jede 
Ebene  also,  welche  durch  den  imaginären  Durchmesser  cc'  des 
einfachen  Hyperboloides  gelegt  wird,  enthält  ein  Paar  conjugirter 
Hyperbeln  Ar  und  H'.  Die  ersteren  haben  cc'  als  imaginären 
Durchmesser  gemein  und  liegen  im  einfachen  Hyperboloid  5. 
Die  letzteren  haben  cc  als  reellen  Durchmesser  gemein,  und 
bilden  eine  zweite  Fläche  2,  welche  aus  zwei  symmetrischen 
Mänteln  oder  Fächern  besteht.  Beide  Flächen  5  und  £  haben 
denselben  Mittelpunkt  m,  denselben  Asymptoten-Kegel  P ,  diesel- 
ben conjugirten  Durchmesser  aa',  bb',  cc',  und  zwar  aa't  bb'  reell 

2C# 
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für  die  eine,  imaginär  för  die  andere  Fläche,  und  dieselben  con- 
jugirten Durchmesser-Ebenen  gemeinsam.  Beide  Flachen  werden 
ron  jeder  zur  Kehl-Ellipse  E  parallelen  Ebene  P  in  Ellipsen  ge- 
schnitten, die  der  Ellipse  E  ähnlich  sind  und  ähnlich  liegen. 
Wegen  dieser  bekannten  Eigenschaften  der  Flüche  £,  des  Hyper- 
boloides mit  zwei  Fächern,  oder  des  zweifachen  Hyperbo- 
loides, bezeichnen  wir  die  zwei  Flächen  5  und  £  mit  dem  Namen 
der  conjugirten  Hyperboloide 

Es  seien  nun  (Taf.  X.  Fig.  ty  Hf  H'  und  kmk'  die  Durch- 
schnitte einer  durch  ce'  gelegten  Ebene  Q  bezüglich  mit  den  con- 
jugirten Hyperboloiden  S,  £  und  deren  Asymptoten  -  Kegel  F, 
und  P  sei  eine  Ebene  parallel  der  Kehl-EHipse ,  welche  folglich 
diesen  drei  Flächen  in  drei  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Ellip- 
sen begegnet,  und  welche  die  Linien  //,  kmk',  H'  der  Reihe 
nach  in  den  Endpunkten  der  Durchmesser  AA',  kk\  vc'  schneide: 
so  erhält  man,  zufolge  der  Eigenschaften  der  Hyperbeln  H>  H' 
und  der  ähnlichen  Dreiecke  kmn  und  mdu,  in  welchen  mc  und  ad 
parallel  und  folglich  gleich  sind,  die  Gleichungen: 

r— 2     am*  i — «  .  — «,„ 
An  =~4(hw  -{■cm1}  . 
cm 

—a     am*, — ,  — Äv 
vn  =  =—Knm — cm  )* 
cnr 

cm* 

oder  wenn  man  hierin  der  Kurze  wegen  A,  r,  A.  u,  statt  An,  en, 
An,  am  der  Reihe  nach  einschaltet,  und  die  dritte  Gleichung  mit 
den  beiden  ersten  verbindet,  die  Relationen: 

IA*=A*  +  a* 
A*  +  e*=2A*. 

Bezeichnet  man  nun  mit  A\  c't  k'  bezüglich  die  zu  A,  e,  k 
conjugirten  Halbmesser  der  drei  Ellipsen,  welche  der  Ebene  P 
einerseits,  andererseits  dem  Hyperboloide  S,  dem  Hyperboloide  £ 
und  deren  Asymptoten  -  Kegel  t*  der  Reihe  nach  angehören,  mit 
a!  aber  den  zu  a  con  jugirten  Halbmesser  der  Kehl-EHipse  Et  und 
berücksichtiget  man,  dass  wegen  der  Aebnlicbkeit  der  in  Rede 
stehenden  vier  Ellipsen  die  gleichen  Verhältnisse 

h_  i/  _  a 

A'     c'  ~~  k'  ~~  «' 

statt  finden ,  so  entstehen  aus  15)  die  Gleichungen 

AA'=AA'  +  o«', 
«,»'  =  **'-««', 

AA'  +  t>r'=2AA': 
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oder  weil  einzig  von  diesen  Producten  der  conjugirten  Halbmesser 
und  von  den  Conjugations-  Winkeln  derselben  uie  Flächenränme 
der  zugehörigen  Ellipsen  abhängen,  diese  Conventions- Winkel 
aber  der  ähnlichen  Gestalt  und  ähnlichen  Lage  der  Ellipsen  wegen 
gleich  sind,  die  Gleichungen 

!hh' n sino=ÄA''«sin«  \  «a'jrsina, 
vc' j*  s\ua=.kk'n  sina  —  aa'n  sina , 
Wc,n&ma=lüi'izama  +  vc'n  sina, 

welche  sich  leicht  in  Worten  darstellen  lassen. 

Dass  die  Flächen -Beziehungen  der  Gleichung  16)  für  jede  zur 
Kehl-Ellipse  E  parallele  Ebene  P  gelten  müssen,  leuchtet  ohne 
Beweis  ein,  selbst  fär  die  Grenzlage  P  derselben,  welche  den 
Punkt  c  enthält,  wenn  man  erwägt,  das«  diese  Eb£ne  V  den 
Asymptoten -Regel  F'  und  den  Berührungs-  Cy linder  C  der  Kehl- 
Ellipse  in  einer  und  derselben  Ellipse  £'  schneidet,  welche  mit 
der  Kehl-Ellinse  E  identisch  ist,  dass  sie  aber  zugleich  das  Hy- 
perboloid £  im  Punkte  c  berührt,  weil  alle  Berührungs- Geraden 
der  zu  //  conjugirten  Hyperbeln  //  im  Punkte  c  zu  einem  Durch- 
messer der  Kehl-Ellipse  parallel  liegen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  körperlichen  Räume  der  conjugirten 
Hyperboloide  Ä  und  2  bezüglich  mit  Y  und  T,  des  Cylinders, 
dessen  Basis  in  der  Ellipse  und  dessen  Erzeugenden  parallel 
zur  cc'  liegen,  mit  Z,  und  den  »Stumpf  des  Asymptoten -Tiegels 
mit  M,  unter  der  Annahme,  dass  diese  Räume  zugleich  von  zwei 
parallelen  Ebenen  P  und  P1  begrenzt  werden,  in  deren  eine  die 
Ellipse  E'  fallt,  so  erhält  man,  zufolge  der  mehrfach  oben  benutz- 
ten Schlussweise,  aus  den  Gleichungen  16): 

f Y  =  M  +  Z 
17)  I  T=M-Z 

(2M=Y  +  r.  .  . 

•  >  * 

Der  Kcgelstumpf  M  ist  also  so  gross ,  als 

1)  der  hyperbolische  Stumpf  Y  weniger  dem  Cylinder  Z  der 
Kehl  Ellipse , 

2)  der  hyperbolische  Stumpf  T  und  der  Cylinder  Z  zusammen, 

3)  die  Hälfte  der  Stimme  von   beiden  hyperboloidischen  Ab- 
schnitten Y  und  T. 

Setzt  man  an  die  Korper  Y,  Z  und  M  der  Reihe  nach  die 
in  Gleichung  10)  bezeichneten  Körper  H,  C  und  K  .  und  berück- 
sichtigt, dass  zufolge  derselben  Gleichung  10) 

H=C  +  K 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  in  17)  der  Satz: 
der  Raum  des  einfachen  Hyperboloides  ist  so  gross. 
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als  der  des  Berührungs-Cylinders  der  Kehl-Ellipse 
und  des  Asymptoten  -  Kegels  zusammen,  wenn  diese 
drei  Körper  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzt  wer  - 
den,  in  deren  einer  die  Kehl-Ellipse  liegt. 

Dieser  Satz  geht  übrigens,  wie  wir  bereits  oben  andeuteten, 
aus  den  Gleichungen  (Taf.  X.  Fig.  2.): 

■ 

An*  =       («m*+  cm9)* 
cm 

— » 
t     am    — , 

kn  ==:-—•  tun* 

unmittelbar  hervor,  weil  sie  für  jeden  Punkt  h  der  Hyperbel  H 
und  den  zugehörigen  Punkt  k  der  Asymptote  gelten,  lina  deshalb 
die  erste  der  Gleichung  16)  für  jede  Schnitt-Ebene  P  zwischen  c 
und  m  gültig  bleibt. 


Macht  man  endlich  nm  dem  imaginären  Durchmesser  cc'  oder 
2cm  gleich  und  bezeichnet  die  Räume,  in  welche  Y,  T,  Z  und 
M  dadurch  übergehen,  der  Reihe  nach  mit  Y',  7",  Z'  und  M'; 
so  findet  man  leicht  aus  der  Vergleichung  dieser  Räume  mit  den 
in  10)  bezeichneten  Kurperu  C,  K  und  H,  dass 

Z'=C=3K,  und  M'=7K; 

und  in  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  in  17.),  dass 

18)  T=H. 

Schneidet  man  sonach  zwei  conjngirte  Hyperboloide 
durch  drei  parallele  Ebenen  P,  P"  dergestalt,  dass 
die  P  dem  einfachen  Hyperboloide  in  einer  Kehl-El- 
lipse begegnet,  die  Pß  das  zweifache  Hyperboloid  be- 
rührt, und  dass  P"  und  P  von  P  gleichweit  abstehen» 
so  ist  der  Raum  des  einfachen  Hyperboloides  zwi- 
schen den  Ebenen  P  und  P  so  gross,  als  der  Raum  des 
zweifachen  Hyperboloides  zwischen  den  Ebenen  Pf 
und  P". 

Aus  diesem  Satze  und  aus  Gleichung  17)  folgt  zugleich  die 
einfache  Beziehung: 

10)  7W:M':Y'  =  4:7:10. 
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XXXI 


Berichtigung  der  Theorie  des  Seg- 
ner'selien   Wasserrades    und  seiner 
Würdigung  für  die  Praxis. 


Das  Segner'gche  Wasser-  oder  Reactionsrad  besteht  be- 
kanntlich: 

1)  aus  einer  Kernrühre,  die  um  ihre  Achse  drehbar  ist, 

2)  aus  einer  beliebigen  Anzahl  gerader  Ruhren ,  Schwung- 
ruhren genannt,  die  winkelrecht  auf  der  Kernröhre  sitzen  und  mit 
ihr  cornmuniciren , 

3)  aus  Ausflussöffnungen,   nämlich  eine  am  Süsseren  Ende 
.   jeder  Schwungröhre,    die  sämmtlich  gleichen  Abstand  von  der 

A".hse  der  Kernrohre  haben,  auf  derselben  Seite  der  Schwung- 
röhren liegen,  und  deren  Flächen  sich  verlängert  in  der  Achse 
der  Kernröhre  schneiden. 

Das  Betriebswasser  wird,  wie  ebenfalls  bekannt  ist,  der  in 
der  Regel  vertikalen  Kernröhre  entweder  von  oben  oder  von  unten 
zugeführt,  es  tritt  von  hier  in  die  Schwungröhren  und  fliesst  durch 
die  an  den  Enden  der  letzteren  befindlichen  Oeffnungen  in  einer 
Richtung  aus,  die  mit  dem  geometrischen  Räume  zusammenfällt, 
den  die  Ausflussöffnungen  hei  ihrer  Drehung  um  die  Achse  der 
Kernröhre  beschreiben ,  während  das  Rad  selbst  eine  Uradiebungs- 
richtung  annimmt,  die  der  des  ausfliessenden  Wassers  entgegen 


Die  theoretische  Leistungsfähigkeit  des  Segner'schen  Rades, 


überein;  sie  ist  nämlich  beträchtlich  grösser,  als  sie  du  rchd  irecte 
Messungen  gefunden  wird,  und  ein  genügender  Nachweis  über 


Vor»  dem 


Herrn  Professor  J.  A.  Schubert 


an  der  technischen  BHthmgsanstalt  zu  Dresden 


gesetzt  ist. 
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Verllistesquellen,  welche  die  Differenz  zwischen  dem  theoretischen 
und  gemessenen  Effect  begründen,  ist  noch  nicht  gegeben.  Die 
wahre  Ursache  dieser  Verschiedenheit  liegt  einfach  darin:  dass 
der  Wirkungsgrad,  den  man  bisher  für  das  Segner'sche  Rad 
berechnete,  falsch  ist.  Nicht  die  Methode,  deren  man  sich  hier- 
bei bedient,  trägt  so  eigentlich  die  Schuld,  sondern  die  irrige  Deu- 
tung des  Resultates,  oder  auch  die  unrichtige  Auffassung  des 
Wesens  der  Seguer'schen  Reactionsräder.  Die  theoretische  Lei- 
stungsfähigkeit des  Segner'schen  Rades  wird  häuGg,  wie  folgend 
bestimmt : 

Steht  der  Spiegel  des  durch  die  Maschine  gehenden  Wassers 
h  Fuss  über  jeder  Ausflussoffnung ,  dann  ist  die  hiervon  abhän- 
gige Geschwindigkeit  seines  Ausflusses  aus  den  Schwungruhren 

Vs2gh. 

Dreht  sich  das  Rad  um  seine  Achse«  dann  muss  das  Betriebs- 
wasser während  seines  Durchganges  durch  jede  Schwungröhre 
bis  zur  Ausflussoffnung  derselben  hin ,  nothwendig  die  kreisende 
Geschwindigkeit  c  dieser  mit  annehmen,  wodurch  die  der  Druck- 
hohe entsprechende  Geschwindigkeit  fibergebt  in: 

Mit  dieser  Geschwindigkeit  bewegt  sich  das  Wasser  gegen  die 
Wände  der  Ausflussoffnung  selbst;  die  absolute  Geschwindigkeit 
«eines  Ausflusses  oder  jene,  die  es  gegen  einen  festen  Punkt  in 
der  Umdrehungsebene  seiner  Ausflussüffoung  hat,  muss  folglich 
sein 

C— c. 

Hiernach  ist  die  Druckhöhe,  die  dem  Wasser  noch  inwohnt, 
wenn  es  das  Rad  verlässt: 

(C-c)* 

mithin  die  Druckhohe,  die  das  Wasser  an  das  Rad  abgesetzt  hat: 


die  Leistungsfähigkeit  des  letztern  in  1  See. 
<C-c)*, 


E=m  j  h 


wenn  in  eben  dieser  Zeit  m  Pfunde  Wasser  durch  das  Rad 
gehen. 

Durch  Einführung  des  für  C  schon  bestimmten  Werthes  geht 
die  letzte  Gleichung  Ober  in 
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(1)  £=^|2cv(2^+c»)-2c«|. 

Sachgemässer  als  die  eben  befolgte  Methode,  halte  ich  die 
Herleitung  der  letzten  Gleichung  mit  Benutzung  der  Reaction  des 
Wassers,  die  bekanntlich  mit  dem  Wasserstoss  identisch  ist 
Diese  Methode  schützt  gegen  irrthOmliche  Auffassung,  was  bei 
der  ersten  nicht  immer  der  Fall  ist.  Jene  gilt  nämlich  überhaupt, 
reicht  gleichsam  bis  zu  den  möglichen  Grenzen,  während  diese 
ein  Resultat  giebt,  das  sich  nur  auf  die  reactionsweise  Wirkung 
des  Wassers  gründet.  Den  Beweis  zu  dieser  vielleicht  auffälligen 
Behauptung  kann  ich  bei  dem  Segner'schen  Wasserrade  nicht 
vollständig,  wohl  aber  bei  der  schottischen  Turbine  geben,  die 
ich  in  einem  zweiten  Aufsatze  betrachten  werde.  Indess  bestä- 
tigt sich  diese  Behauptung  doch  sehon  insofern  in  der  gegenwär- 
tigen Abhandlung,  als  sie  die  übliche  Deutung  des  Werthes  E 
sehr  leicht  als  irrthümlich  erkennen  lehrt. 

Mit  Anwendung  der  Reaction  des  Wassers  findet  sich  die 
Gleichung  (1)  wie  folgend: 

Die  Reaction  von  m  Pfunden  Wasser,  die  in  1  See.  mit  der  Ge- 
schwindigkeit C  durch  die  Ausflussüffnung  (Hessen,  ist  bekannt- 
lich, wenn  die  letztere  mit  der  Geschwindigkeit  c  der  Richtung 
des  ausfliessenden  Wasserstrahles  gerade  entgegengesetzt  aus- 
weicht: 

folglich  die  mechanische  Leistung  der  reactionsweisen  Wirkung 
der  m  Pfunde  Wasser,  die  in  1  See.  durch  die  Maschine  gehen: 

d.  h.  wenn  ftlr  C  sein  oben  stehender  Werth  eingesetzt  wird : 


9 


oder 


Gemäss  der  Gleichung  (1)  oder  {))  wird  die  Leistung  eines 
Segner'schen  Rades  zu  0, 

erstens  wenn  c=0  und 
zweitens  wenn  vCtyA+c»)  -c-0,  d.  i. 
wenn  2^/i  =  0  oder  A=0  ist. 

Gegen  diese  Ergebnisse  der  Gleichung  (1)  sind  keine  Ein- 
wendungen zu 
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Die  Gleichung  (1)  nimmt  ferner  und  «rar  wegen 

ah  ii2//2 

»lie  Form 


m  ^2A2 

9       — " 

an,  aus  der  sich  ergiebt 

£=™A, 


alao  die  volle  Wirkung  des  verwendeten  Wassers,  wenn  c  gegen 
cA  unendlich  gross  ist.  Hieraus  hat  man  die  Folgerung  gezogen : 
die  Leistungsfähigkeit  des  Segner'schen  Rades  nähert  sieb  um  so 
mehr  der  des  verbrauchten  Wassers,  je  grosser  seine  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit genommen  wird. 

Die  Unrichtigkeit  dieser  Folgerung  stellen  vergleichende  Ver- 
suche mit  einem  Segner  sehen  Rade. ausser  allem  Zweifel;  denn 
die  grosste  Leistungsfähigkeit  eines  solchen  findet  bei  einer  Ge- 
schwindigkeit statt,  die  viel  kleiner  als  \/2gh  ist;  ja  selbst  die 
Geschwindigkeit  c  des  unbelasteten  oder  leergehenden  Rades  ist 
noch  kleiner  als  V'2oA,  also  weit  entfernt  von  einer  unendlich 
grossen  Geschwindigkeit.  Ist  aber  dem  so,  wie  nicht  in  Abrede 
gestellt  werden  kann,  dann  muss  auch  die  Gleichung  (1)  für  die 
Leistung  des  Segner'schen  Rades  nothwendig  falsch  sein.  Der 
Fehler  der  Gleichung  (1)  liegt  ^auz  einfach  darin,  dass  man  die 
Leistung  E  als  Nutzleistung  nimmt,  während  dieselbe  doch  mit 
dazu  dienen  muss,  dem  Befriebswasser  vor  seinem  Eintritt  in  die 
Ausflussöffnungen  der  Schwungruhren  die  Geschwindigkeit  c  zu 
ertheilen,  womit  die  Leistung 

verbraucht  wird.  Die  Wahrheit  dieser  Deutung  des  Werthes  K 
ist  für  die  Herleitung  der  Gleichung  unter  (1)  nicht  so  augenfällig,  als 
ftir  die  unter  Jl|.  Diese  ist  nämlich  für  die  als  vorhanden  ange- 
nommene Umdrehungsgeschwindigkeit  c  bestimmt,  so  dass  die  zur 
Beschaffung  eben  dieser  Geschwindigkeit  erforderliche  Kraft,  d.  i. 
die  unter  (2),  von  E  abgegeben  werden  muss,  während  es  bei 
der  Gleichung  unter  (1),  mit  Hinsicht  auf  ihre  Auffindung,  den 
Anschein  hat,  als  wärde  durch  die  Differenz  zwischen  der  ursprüng- 
lichen Kraft  des  Betriebswassers  und  jener,  die  ihm  bei  dem 
Austritt  aus  der  Maschine  noch  beiwohnt,  der  Aufwand  fÖr  Her- 
stellung der  kreisenden  Bewegung  mit  getroffen. 

Bezeichnet  man  die  Nutzleistung  des  Segner  sehen  Rades  mit 
e,  dann  ergiebt  sieb: 

„      .  wie2 
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also  mit  Hinsicht  auf  (1) 


771  WI/'* 


Zufolge  dieser  Gleichung  wird  die  wahre  Leistungsfähigkeit 
eines  Segner'schen  Rades  fiir  irgend  eine  Druckhohe  A  gleich  a, 

erstens   für  c— 0  und 

zweitens  fiir  2  c  v(*^Ä+c*)=3ca  d.  i. 

drittens  fiir  c = 0,8944  vfyA  d.  h. 

im  Leergange  erreicht  die  Geschwindigkeit  der  Ausflussöffnungen 
eines  Segner'scheo  Rades  noch  nicht  jene,  die  der  Druck  höhe  A 
zugehört.  Versuche  bestätigen  die  Geschwindigkeit  c  fiir  den 
Leergang  vollständig;  die  gemessene  Umlaufsgesclmindigkeit  er- 
sieht sich  nämlich  rar  den  Leergang  stets  um  etwas  geringer,  als 
die  Gleichung  (3)  vorschreibt,  was  der  Zaofenreihung  und  des 
Luftwiderstandes  wegen  so  sein  muss.  Die  Gleichung  I.  giebt 
ferner: 

fiir  c=0,3  V'2gh;  e=0,356mA; 
c=0,4  V2^ä;  e=0,376mA; 
c=0,41yfyA;  «=0,38130roA; 
c=0,42y2pA;  e=0,38136mA; 
c=0,43v2#A;  e= 0,38098  mh; 
c  =  0,44  V2gh ;  e =0,38016  mh ; 
„  c=0,5  V2gh  \  «=0,368  mh; 
„  c  =  0,6  V2gh;  e=0,319  mh. 

Diese  Entwickeltingen  zeigen,  dass  sich  die  grSsstc  Leistungs- 
fähigkeit eines  Segner'schen  Rades  bei  einer  Umdrehungs- 
geschwindigkeit der  Ausflussöffnungen  von  nahe 

(4)  c=0,42v2tfA 
herausstellt ,  und  dass  jene  nahezu 

(5)  e= 0,38136  mA 
beträgt. 

Auch  diese  grösste  Leistungsfähigkeit  des  Segner'schen  Ha- 
des und  die  ihr  zugehörende  Geschwindigkeit  bestätigen  Versuche 
so  vollständig,  als  dicss  nur  erwartet  werden  kann. 


»» 

» 
»» 
»» 
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Mit  der  Gleichung  (1),  die  bisher  als  Effectsgleichung  für 

das  Segner'sche  Rad  genommen  wurde,  fallen  auch  die  Folgerun- 

fen,  die  man  aus  derselben  für  die  praktische  Verwendung  eben 
ieses  Rades,  ungeachtet  ihres  Widerspruches  mit  der  Erfahrung, 
gezogen  hat.  Wenn  dagegen  die  Begründung  der  Effectsglei- 
chung I.  für  Segner's  Reactionsrad  an  sich  als  richtig  erkannt  wer- 
den muss,  ja  deren  völlige  Uebereinstimmung  mit  den  Ergebnis- 
sen angestellter  Versuche  ein  gewichtiger  Beweis  für  deren  Rich- 
tigkeit ist,  dann  haben  auch  die  längst  gemachten  Erfahrungen 
endlich  ihre  Begründung  in  der  Gleichung  I.  gefunden ,  nämlich : 

dass  das  Segner'sche  Wasserrad  keinen  grosseren  Nutzeffect, 
als  gegen  38p Ct.  desjenigen,  der  dem  verbrauchtet!  Wasser  ent- 
spricht, hervorbringt; 

dass  dieser  Effect  nur  bei  einer  Geschwindigkeit  der  Ausfluss- 
öffnungen  besteht,  die  gegen 

0,42  V2gh 

beträgt; 

dass  die  Ausflussöffnungen  des  Segner'schen  Rades  im  Leer- 
gange eine  höchste  Geschwindigkeiten  von  gegen 

0,8944v2^Ä 

annehmen;  und 

dass  das  Segner'sche  Reactionsrad  jenen  Wasserrädern  zu* 
gezählt  werden  muss,  die  dem  Betriebswasser  eine  nur  geringe 
Nutzleistung  zu  entziehen  vermögen. 
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Eine  mechanische  Aufgabe. 

Vod  dem 

'Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bärgerachale  xu 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 

Die  zwei  Punkte  B  und  C  in  Taf.  X.  Fig.  3.  seien  durch  die 
unveränderliche  Linie  BC  fest  mit  einander  verbunden;  C  könne 
sich  bloss  auf  der  Linie  AM  bewegen,  während  B  sich  entweder 
bloss  auf  AN  bewegen  kann ,  oder  wenn  seine  Bewegung  frei  ist, 
so  geschehe  sie  nach  der  Richtung  dieser  Linie;  man  wünscht 
das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  beider  Punkte  in  der  Lage 
BC  zu  kennen. 

Man  lasse  B  sich  um  den  (unendlich  kleinen)  Weg  BE  be- 
wegen, so  wird  C  sich  durch  den  (ebenfalls  unendlich  kleinen) 
Weg  CD  bewegen,  und  wenn  ti| ,  r2»  die  Geschwindigkeiten  von 
B  und  C  sind ,  so  hat  man 

t>i  BE 
CD 

Sehen  wir  zunächst  davon  ab,  dass  BE  unendlich  klein  sein 
soll,  und  sei: 

AB—k,  AC=t,  BC=ED  —  a,  BE  =  m; 

so  ist: 

a*  =  A*  +  /*-2*/cos9>, 

also 

a*~*«8in«9>=^cos*9>-2it/cosg>  +  ^=(/-A:cos9>)*  (1) 
Femer 

#  »       .  j         •           i     (A  +  m) singt) 
Ar+ro :  sinrf=  a  :siii?,  sin  ct=  ^  
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<*Ö=V a»  +  (*  +  t»)*  +  2a(*+m)cos(y-f  */)" 
jj  j  ^+/*-2Ä^cosv  +  (^  +  m)»  . 

*    f +2(*+ m)  cosqp  Va«  -  (A  +  m)*sin*<p--2(*+m)VinV 
Da  für  m=0,  AD=l,  und  hier 

ADz=tfk*+ P  -  2A7cos<p  +  k*  +  2Acosg>  V  a*— AVtoV— 2*Vwfy 
so  muss  in  (1)  gesetzt  werden : 

V  «»-^sio»^/-*^?.  (2) 
Man  erhält  nun: 
BE  tn 

j  +  2  (*  +  m  cos  7>  Va*-(fc+ m)*«»»?  —2  (*  +  m)*sin*  9].) 

Läset  man  hier  m  unendlich  abnehmen,  so  stellt  sich  dieser 
Bruch  unter  der  Form  jj-  dar.  Dtfferenzirt  man  also  Zahler  und 

Nenner  nach  m,  setzt  danu  m=0und  beachtet  die  Gleichung  (2), 
so  erhält  man  leicht: 

BE  t>i  l  —  kcostp  AC-—  AB.cosy  ^ 

DC    ra    k — /cosqp    AB  —  AC.  cos <p 

Steht  BF  senkrecht  auf  AM,  CG  senkrecht  auf  AN,  so  ist 

AF=AB.co»(p f  AG~ AC. co» q>; 

also  auch: 

vl_AC—AF_  FC 
w  ~~  AB—A  G  ~  Blz ' 

Ist  der  Bruch  jj/^^j^T^f"^  positiv,  so  sind  vlt      nach  Ter- 

schiedenen  Richtungen,  von  A  aus  gerechnet;  ist  er  negativ,  so 
sind  sie  nach  derselben  Richtung. 

Der  Fall  g>=0  ist  hier  ausgeschlossen,  weil  in  diesem  Falle 
l  und  k  unbestimmt  werden. 

Ist  AB  =  AC.cos  q>,  ohne  dass  AC=AB.cos  qp,  d.  h.  ohne 
dass  cos»  9  =  1,  so  ist  t/.2=0.  Für  q> =90°  ist 

vx  AC 
v%  ~  AB ' 

Man  kann  auch  nach  dem  Punkte  O  fragen,  in  welchem  die 
Linien  BC  und  DE  sich  schneiden.    Zu  diesem  Ende  sei  Aß 


■ 
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Abscuwenaxe,  AC  Ordinatonaxe,  so  sind,  wenn  AD=pt  die 
Koordinaten  von: 


B:  k,  0, 
E:=zk  +  m,0> 
C:  0,  / 
D:  0,  p 


also  die  Gleichung  von  BC:  y  =  ~  —  l. 


Oesswegen  finden  sich  die  Koordinaten  des  Punktes  O: 

(!—p)k(k  +  m)  —plm 
(l-p)k  +  tm'  (7-.;^+/m 

Die  Länge  von  BO 

*   )  .      2J»lj»     (U-p)tc(k+m)    ,\  | 


Also 


"■(/— p)*+7rö 


pm 

BC—{l-p)k+lm 


Setzt  man  m=0,  beachtet,  dass  alsdann 

,    3p  /cosy 
ö'«  =  /-*cosa>; 


so  ist  filr  m=U: 


BO  _/(/—*cosy) 


woraus 


Q/?_  ,  /(/— Acosp) 

OC-  ^(/cosg*— A) '  <4> 


Fflr  9=90°  z.  B. 


OB_P 


iwelsen. 


Den  Satz  (3)  kann  man  auch  in  folgender  Weise  bei 

.  cx 

^  =  ^(0  die  Geschwindigkeit  von  B  in  der  Entfernung 
x  von  A,  so  ist  also,  nebenbei  gesagt: 
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0:=^ tp(t)dt, 

d.  h.  wenn  Jtp(()dtz=.  q>t)  und  art  die  ursprüngliche  Entfernung  de« 
Punktes  B  von  A: 

Heisst  !y  die  Entfernung  AC  des  Punktes  C  von  A,  so  ist 

et 

seine  Geschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit  t.   Nun  ist  immer 
Hieraus  folgt 


~        3a:      #y      d:r  öy 


d.  h. 


(5) 


<?//  _  ycosy— a;  clr  _        x—yco8tp  dx 
dt  ~~  y— xco8<p  '  Bt  ~~     y— xnostp '  bt  * 

eben  der  Satz  (3)  ist. 

Zugleich  folgt,  nach  den  gemachten  Annahmen: 

a«r=(i/;(0)H2j:1i/;(0+^ia+y2-%^(0cosg)--2a:1ycosg>.  (6) 

Die  Zeit  f,  in  welcher  C  den  Punkt  A  erreicht,  bestimmt  sich 
also  durch  die  Gleichung: 

o*=(tK0)*  +  2*i1>(0  +xS,  i,(t)  +  xl=±a.  (7) 

dx 
dt 


Sei  z.B.  ™=«,  »o  ist  die  Gleichung  (7): 


o« = «2f«  +  2  axt  t+ A  l»=  («/  + 

Ist  a:  positiv  und  >  a,  so  kann  hier  nur  das  obere  Zeichen 
gelten,  und  es  ist 

Nach  dieser  Zeit  geht  C  zurück  Ober  den  Punkt  A  hinaus 
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Mathematisches  Oesetz  des  Wachs- 
thums der  Abgaben  von  Erbschaften. 


Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bürgerschule  xu 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Lame  in  den  Comptes  rendus  (Tom.  XXVII.  Nr.  fo\ 
vom  7.  Aug.  1848)  hat  dies  in  folgender  Weise  dargestellt. 

Sei  a  eine  Summe,  die  Jemand  jährlich  zurücklegt,  r  der 
Zins  von  1  Thlr  im  Jahr,  so  wird,  nacn  Umfluss  von  nt  Jahren, 
das  angesammelte  Kapital  sammt  Zinseszinsen  bekanntlich  sein: 


£[(l+r)"'-f| 


Heissen  wir  diese  Summet  und  nehmen  an,  es  sei  Ar—a,  d.  h. 
A  sei  so  beschaffen,  dass  dieses  Kapital  jedes  Jahr  denselben 
Zins  trägt,  als  die  frühere  jährliche  Ersparniss  war,  so  ist 


(1 -fr)"»  =2, 

n>-|og(l+r)'  (l} 

durch  welche  Gleichung  nun  nt  bestimmt  ist.  Man  lege  nun  fort 
jährlich  a  Th.  zurück,  und  es  dauere  weitere  nt  Jahre,  bis  die 
angesammelte  Summe  h2A  beträgt,  so  ist: 


A(l+r)n*  +  l[(l+r)n*--i]=2A  , 


<l+r)"»=£. 

Theil  XII  2? 
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.  3 

XoH  (2) 


n»-|og(l+r) 

Allgemein,  wenn  nach  Umfluss  von  nt  -f  n4  + .. .  +  n»-i  Jah- 
ren die  angesammelte  Summe  (m  —  l)A  Th.  beträgt,  und  man 
legt  noch  nm  Jahre  lang  jährlich  a  Tb.  zurück ,  ho  dass  dann  die 
Summe  mA  Tb.  betrage,  so  ist 

* 

(m-lM(l+r)Vj[(l  +  r)"«-l]= 


jogfLtn 


,    _      .      /  (3) 

"— - n^r+vy  • 

Bis  also  die  angehäufte  Summe  —  mA  sei ,  bedarf  es 

1       r,    2,,    3,.    4,,    5  m  +  l-l 

Kg(rp)  Lu*r+ log  2 3 + los  j  +  +,0&  —  J 

JogMj) 
~!og(l+r)Ja,,re- 

Daraus  geht  aber  auch  hervor,  das«  die  Schwierigkeit,  sein 
Vermögen,  wenn  es  einmal  A  geworden  Ut,  auf  ÜAt  3A,  . ... 
mA  zu  erhüben,  sich  zu  der  Schwierigkeit,  es  auf  A  zu  bringen, 
verhalte  wie 

* 

d.  h.  dass  die  verhältnissmässigo  Leichtigkeit,  seio  Vermögen 

auf  A,  *2J,  3A,  ...  mA  zu  bringen,  sei: 

i   loS2  loE2  log  2 

'•r^rr-*'   m+r 

log-  logy  log—- 

Da  a  eine  willkührliche  Zahl  ist,  so  ist  es  natürlich  auch  A, 
das  also  jedes  Kapital  bedeuten  kann. 

Da  nun  der  Staat  die  Häufung  des  Kapitals  durch  seine  Ein- 
richtungen schützt,  so  ist  die  Abgabe  auf  Erbschaften  oder  Schen- 
kungen unter  Lebenden  nichts  Anderes,  als  der  Preis  dieses 
Schutzes.  Die  Abgabe  wird  daher  um  so  stärker  sein  dürfen, 
als  die  Leichtigkeit  der  Vermehrung  grosser  war. 

Gesetzt  also,  diese  Abgabe  sei  bei  einer  Erbschaft  A  (z.  B. 
20000  Th.)  gleich  1  von  100,  so  wird  sie  bei  einer  Erbschaft  2A 
in  folgender  Weise  zu  berechnen  sein: 
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Für  die  ersten  A  Thal«  ist  sie  für  die  ».reiten  A  da- 

gegen jjjj  .        ,  a)g0  im  Ganzen 

» 

Bei  einer  Erbschaft  3A  ist  sie: 
<or  die  ersten  A  Th.  -  ^, 


zweiten  A  - 


100' ,    3  ' 
,0*2 


,0&3 

also  im  Ganzen:  ^[,A2+^T 

In  Allgemeinen  wird  sie  bei  einer  Erbschaft  von  mA  Th.  sein: 

A  r  i  J^.  4. ,o*2  4.     los2  -. 

füOL1+t  + ,  (4) 


Lame'  giebt  nun  an,  dass,  bis  m=21,  immer  annäherungs- 
weise. 

1+!^  +  +-l^|1=m+0,35»  (,«  -1 ), 

so  dass  die  Formel  (4)  wäre: 

^[l+0,35(m-l)J.  (5) 

Da  für  m=30,  t^fej—r »  wenn  r  =  -L  ist,  über  60  hinaus- 
log (1  +  r)  JA) 

geht,  so  wird  also  ein  Mensch  durch  fortgesetztes  Zurücklegen 
von  A  Tb.  nicht  im  Stande  sein,  sein  Vermögen  über  20<4  zu 
bringen,  so  dass  man  beim  Wachsen  der  Abgabe  nach  der  in  (4)  an- 
gegebenen Progression,  nicht  über  m  =  20  hinaus  gehen  soll;  ist 
also  tn  >  20,  so  wird  man  von  der  Erbschaft  nt  A  doch  nicht  mehr 
Procente  erheben,  als  von  der  20/1.    Rechnet  man  die  Grössen: 

Theil  XII.  27  • 
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,   aus,  so  erbSlt  man  leicht  folgendes.  Täfelchen. 

I»g2  log3  log2Ö 

Man  hat  an  Erbschafteabgaben  (Accis)  zu  bezahlen,  bei 
Erbschaft: 


grosser  als  0  u 


gleich  od. 


-  2A 

-  ZA 

-  AA 

-  SA 

-  QA 

-  1A 

-  SA 

-  9A 

-  WA 

-  WA 
•  V2A 
.  13,4 

-  UA 

-  15.4 

-  16,4 

-  17  A 

-  ISA 
.  19^ 

-  20^ 


kleiner  als  2,4(^z.B.=2ü000Tb.)  1  vom  100 


ZA 
AA 
SA 
GA 
7A 
SA 
VA 
\0A 
UA 
IIA 
IZA 
UA 
15  A 
10.4 
17^4 
18,4 
VJA 
20  A 
1\A 


gleich  oder  überhaupt  mehr  als  21 A 


1,354 

1,706 

2,056 

2,405 

2,753 

3,101 

3,464 

3^10 

4,156 

4,503 

4,849 

5,195 

5,542 

5,888 

6,235 

6,582 

6,928 

7,275 

7,621 

8,000 


In  Nr.  8.  der  Comptes  rendus  (vom  21.  August  1848) 
giebt  Binet  eine  Formel  zur  Berechnung  obiger  Summe  (4): 

111  1 

lo&2     log3  log  m  

l         ö  m 

deren  Ableitung  wir  hier  versuchen  wollen,  da  Binet  nur  das  Re- 
sultat angieht.   Sezt  man 
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t/      v.  o.  .....  n 

so  ist 

l  +  OjZ  —  aji^  +  fljz'  —  in  iof. 

1  (1  +  z)*  3x ,  wenn  1. 
Da  aber  J*1^  +  z)*ö*=  Tff^J  »  80  wt  a,8° 

o 

-JL-j  =  1  +  o4  z— at :a  +  <i8i» — o«**  -f  ia  inf.  2*^  1 .' . .  (7), 

Die  Berechnung  gieht 

1         1         1   19  9  _793 

«i  — 2 ,a*  ""12 ' 03  ~~24 ,a*  — 720 ,0*  ~48Ö  'a  — 60480 ' ' ' 

Dass  diese  Zahlen  fallen,  läset  sich  leicht  beweisen.  Zunächst 
ist  nämlich  offenbar 

«r+i===HT^-qiy       L    2  r  *aj:- 

o 

Da  das  letzte  Integral  positiv ,  so  muss  es  <  rar  sein ,  da  sonst 
«r-H  negativ  wäre,  was  nicht  der  Fall  ist.  da  alle  die  Zahlen  alr 
a%,....  positiv  sind,  wie  man  aus  (6)  leicht  sehen  wird.  Daraus 
folgt,  dass 

sei. 

Da  man  in  der  Summe  (4)  natürliche  oder  künstliche  Loga- 
rithmen wählen  kann,  so  wählen  wir  natürliche.  Alsdann  kommt 
die  Aufgabe  darauf  hinaus,  die  Summe: 


su  finden.  Zerlegt  man  jedes  einzelne  Glied  nach  der  Formel  (7), 
so  giebt  diese  Summe: 
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+2[l+«,  |-«^+oJi-  +  (-D"+'a.  p----] 

^[1+0,5-0,^+«,^,-   ] 

■ 

+ ».[1  +a,^,Li+^_  ] 


_m(m  +  l)i_  r=«.l        r=*»i  r=±*.1 

...+(_i)»+iCll,T  1 

Da  ax  =  ^,  80  ist  diese : 

Nun  ist 
woraus 





=/(i/2...«i)-f  -y—  +(-i)"+4f^'ii-- •••» 

<  j:  *  1 

d.  h. 

r=m  1       1  r—H»  1  1  r=m  | 

Setzt  man  dies,  so  erhält  man  als  Summe  der  Reihe  (8): 


•«»• 
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...+<_„.+.(0._-5i)Tirri-....  (9) 

Man  kann  diese  Summe  noch  umbilden.  Setzt  man  nämlich 

~ — Au  * 
r=irf*  * 

ho  erhält  man  die  Summe: 
'^tm-«,/(m+l)+(a>-|')ifI-(a4-S)jf,+  

*  'i  * 

Zugleich  ist 

=jP  1  1.    J  Ii       Ift(p-t)  1 

ir*  ~fi— 2m/1     2  1.2 

1  fr+2)(r«+»M»-')»  1 
+  4"    1.   2.     3.    4  Zfa^"~-' 

moÄ,,  die  Bernoullischen  Zahlen  sind.  (Siehe  Schlomilch: 
Differenzen  und  Summen.  Seite  142).  Die  Grosse  öb  —  g- 
tst  Null ;  die  Grössen      AT4  nehmen  rasch  ab,  so  dass  die  Grosse 

(«,-|)ä.-(«4-^)«.  +  =  C 

gesetzt  werden  kann,  wo  G  eiue  konstante  Zahl  (=0,00063...)  ist. 
Somit  ist  endlich  die  Summe  (8): 


^+m-^/(m+l)+G+(a4-^)rJ^i^- . 

.  f i^—"  (10) 
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Die  Grossen  nach  G  sind  von  der  Ordnung-^;   das  Glied 

11 

dieser  Ordnung  ist  —  .  — j  >  alle  anderen  sind  von  der  Ordnung 
^Jj.  Vernachlässigt  man  diese,  so  erhält  man: 

T+m  -12/(W>— 12  '  m  +  24 "  m*+  G"54Ö  *  m* 

Die  Summe  (4)  wäre  also 

mAfm         l/(m)     t_  1_  .  ?      43  Hio 
IÖÖL2  +  1*~12  m  ~12ro*  +  ro+1080m>_r  ' 

oder  annähernd: 

mA  f  m 


Nun   ist   /2=  0,693147,  ~=  0,346673,    also  jene 
ungefähr : 

mA  •  mA 

jqq  [0.693147  +0,346673#/i]~  [l,03Ö72+0,34657(i»-.l)], 
was  so  ziemlich  mit  dem  Resultat  (5)  zusammentrifft. 
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Heber  das  Integral  f ; 


dx 


a  +  bco&x  -f  cmnx 

und  ähnliche  Formeln. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

der  Mathematik  und  Physik  an  der  höherei 
Sinsheim  bei  Heidelberg. 


$•  1. 

Setzt  man  6=rcosa,  c=rsina,  also  r=  V  />*-fca,  so  ver- 
wandelt sich  da«  vorgelegte  Integra)  in 

yl  dx  P      Bx         _  r  8jy 
a  +  r<cosaco8jr+«ina8inar)     J  a+rcos(x—tt)    J  a+rcosy* 

wenn  y=x  —  a  ist.  Die  Integration  ist  also  auf  die  Bestimmung 
von 

,/  a+rcosy 

zurückgeführt.   Ist  nun  a*>r*,  so  findet  man  bekanntlich: 

ist  dagegen  o«<rt: 

yd?  1  .  „  /r-hacosy-t-siny.  V r*— a«^  ^ 
a+r  cosy  ~  V7*^i  »<>g  ^  aTr1o7e  /  +  C 
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Nun  ist 

■ 

.„  b  co8J7  -f-  c  sio  jr       .         6siax — cccmlc 

r«=i»+c*.  c«Sy=  — ^=^—  -   »"■>=    V6t^e.  ; 

demnach  filr  a2>6*+cf: 

v  '  J  a-f  6cosa:+csin:r 

1  oa  \  c%  -f  «(oco&g  +  csinar)  \ 

=  V'a«-6*-c*arC(COS~(«  +  ^osx+  csinor)  V6*TcV  +  C 

Für  a*<6*+c*:     -  .,  t.;  •  ,  — 

'p    '     Bx  ' 

 1^  |o" -f  rg-f  ff([fcco8.r-|  csi»j-)4  V  oa^cg-~ag(6siii.r— ccosx){ 

Im  ersten  Falte,  also  wenn  c*,  erhält  man: 

*  * 

/        a  +  6cosa:+ c  sin  or —  y  fl«__^«_ca  arc  'cos  ~(a+o)  V~6*-f  c'V 

-  V  «C^C^arc(COS~(a+6)V-6M^; 

worin  p  eine  bestimmte  ganze  Zahl,  die  unabhängig  von  a, -6,  c 
sein  wird,  bedeutet.  Um  sie  zu  bestimmen,  setze  man  6^=c=f0, 
a=l,  so  wird  die  erste  Seite 

f*lmn 

I  Bx=Zmnt 

demnach  p=m,  und  somit  immer: 

.      i.  i  ■ 

/imn  dx  1 

a+ocosar+csin*  ~  Va*-6^-Ä*  •* 

\ 

Für  m=l  erhält  man  hieraus  die  bekannte  Formel 

1  Bx  =  l  ... 

{  'Inj      af bvosx+ixnu:     V~aa— c*' 


Digitized  by  Google 


411 

und  ebenso: 


J_  a+6cosa:+csiiu:  ~  V^-o2— c*  ' 


t(»M-»)*       ^  1 

in  welchen  Formeln  a*>6'+c*  vorausgesetzt  wird. 

Setzt  man  6»,  ci  statt  6  und  c,  so  ist  a2>6*  +  c*,  also  all- 
gemein: 

,/**    ^ToTc^s^Hsln^  =  V=PfP^2mÄ'  (6) 
o 

Ist  aber  6*+<*>a*  so  ergiebt  sich: 


am*  9x 


a+äco&z  +  csinar 


=  1         U.fP+cHabW  t>*  \c*-aH-c)\ 


worin  also  o  nur  =0  sein  kann,  so  dass 


r 


- — =0,  (7) 

a-f  oco&x-f  csinx  v  ' 

wenn  a«<6*  +  c»                                        "  "  "  * 

Es  bleibt  uns  nur  noch  der  Fall  zu  betrachten»  in  welchem 

a»=o*  +  c*  (8) 

ist  Für  diesen  Fall  wird  das  Integral ,  in  welches  das  Vorge- 
legte sich  umbilden  laset,  entweder 

\f  rftr»*  •der  (9) 

- 

  * 

je  nachdem,  ob  a=dfc  V&*4-c*  ist;  also  je  nachdem,  ob  a  posi- 
tiv oder,  negativ  ist 

Nun  ist  1  +  cosy=2cos*g-ay ,    1  — cosy=2sio*^y  ,  dem- 
nach: . 
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J    1+COSy— /  1       -J    COS»X      ^  ^2*' 


1 

wenn  x=2  y- 


•  ■  -i  < 


fü^y  ~St^~  =f^r*=-  co,gl= -cot8  *  *  • 

Hieraus  ergiebt  sich: 

(10) 

worin  «  durch  die  Gleichungen 

0  •  <* 

rose  =  TT====,    5ina  = 


ist. 


5-  2. 

I 

Gans  wie  io  $.  1.  ist 

/*  _  P 

J    (a-|-6coga:-f  esina;)*    ,/    (a -f- rcosy)* ' 

worin  «=j: — et,  und  «,  r  die  nämliche  Bedeutung  haben,  wie  in 
§.  1.   Allein  es  ist  für  a»>r«: 

J  (a  + rcosy)* 

=       -™-y  +ar  %  ) 

o*  —  raV«+rC0®y      t/  a  + rcosy/ 

r  siov  a  ,  r-facosy\ 

=  «  i  — ; — *  hri — -2r,arc(cos  —  ~   I . 

«*— r*  a-f-rcosy    (a*«— r")i     *  a-f-rcosy/ 

demnach : 
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J       (o-f- 6  coj-m:  +  cainx)* 
o 

(a+rcosy)*  (o-f-rcoar)* 

_      «  nmir  

-  (a»-r»)liwiÄ=  (^a^6W)> 
Daher  auch 

,/!      (a+6*  cos*+cisiiu:)*=  \Tp+P+?)"» 2rW7r  *  ',2) 
Setzt  man  hier  o=r— r'cosy,  A=r'sing>,  c=0,  so  findet  »ich 

1    P2n  Bx  r—r'  Cosa?  

2*  ^/     (r-Wcosa)  +  r'i  siug>  cosa:)*    y  (r«__  2rr' cos  <p  -f  r'*)8' 

2«J     y      (r-r'cos^H-t^sinycos*)*  ~V  (rS-^'cosy+r'*)*' 

oo  0 

Da  das  letzte  Integral  in  Archiv  Theil  VII.  Abhandlung 
XX.  bestimmt  wurde,  ao  ist  dadurch  auch  das  erste  bestimmt. 


J.  3. 

Da  allgemein  fiir  a*>r*: 

/»  cosyfy  1  /  asiny  P     8y  \ 

(a-frcosy)*     ds^rs'\a-rrcosy     J  a-frcos^// 


und 


y%  CO 


!3L§L 


rcosy)" 

a  siny  i  P{n-\ )r-(n-2)acogy  ^ 

~(n  -  l)(a*-r»)(a+rcosy)—  *  ~(n  - 1  )(a»— r*),/     (a+rcoay)«-*     ö^ ' 

/*  fr 
J   (a-f  rcosy)» 

 — rsiny  1   /*(w~l)«— (n-2)rcosy 

— (»-l)(a*-r*)(a+rco*y)«-»+(«— l)(a*— **) /      (a  +  rcosy)»-1^  : 
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so  kaon  man  leicht 

 dx  

(a+b  cosx+cs'mx)* 

finden. 

Man  hat  daraus  für  u2>A3-|-c*: 

r  «•*  dx_  

J  (a-\-bcosx+csinx)n 

=  L   P2m"  (w—l)a-(w—  2)\^+cTce«(:r-c) 

(n— l)(a*-A*— c1) ,/  (a+Acoax-f  csiiur)*-1  ÖJ? 


a 


—  /2m7r  a* 

o 

w— 1  '  «2  -  ö*— cV        (a  +  6cos:r  +  csinar)"-"1  te ' 
und  fisdet  für» =3:  ' 

ftmn   Bx   _aHi(6»+c«)n  2^A1J  , 

J        (ä+fcoix+cs\nx)'-  (a*— 6*-c*)l  wenn  a  >  6 

° 

Hör  w— 4: 

/2m»  dx   a(a*+\(b*+c*)) ,  -w  , 

(a+Aco^+'siM.r)*-  (Ö*-0WF      '  wefin  a*>*a  +  c*i 
o 

U.  8.  f. 
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r  ' 


Uebungsaufgabeii  für  Schüler. 


Lehrsatz. 

Von  dem  Herrn  Profewor  Dr.  Sek  1d milch  an  4er  Univertitftt  sn  Jrm. 


Die  unendliche  Reihe 

I    1    1  1 

convergirt  bekanntlich  für  jedes  positive  von  Null  verschiedene  ». 
Nennen  wir  /(«)  ihre  Summe,  so  findet  zwischen  den  Summen 
f(s)  und  /*(!—*)  die  beraerkenswerthe  Relation 


statt,  wobei  s  als  positiver  ächter  Bruch  vorausgesetzt  wird.  Für 


Es  sei  N  eine  ganze  positive  Zahl  und  dieselbe  in  ihre  Prim- 
faktoren a,  6,  e,.„  zerlegt,  so  dass  etwa 

N=aabßcv... 


*=^wird  /"(*)  =/•(!— «)  urtd  man  hat  dann 


wie  man  ausserdem  schon  weiss. 


Arithmetisches  Theorem. 

Von  Demselben. 
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ist;  sind  ferner  Plf  P%,  P9,...PU  alle  relativen  Primzahlen  zu  N, 

welche  kleiner  als  N  sind  (also  P,=l  P«=2V-l),  so  gilt  die 

Gleichung: 

«in       +  8in  IT  +  8ln  ^aT  +  •••  +  «"» 

=  cot^  -  [  cot  |£  +cot  ^ + cot  5^  + ...  ] 

.     abn         acn  , 
+  tcot  22V  +cot  W+ 1 

[COt  T  ••  J 

4. 

■    •••••••••••• • 

Die  erste  eingeklammerte  Reihe  enthalt  alle  Primfaktoren  der 
Reihe  nach,  die  zweite  alle  Combinationen  za  je  zweien  von  ihnen 
ohne  Wiederholungen,  die  dritte  alle  Combinationen  zu  je  dreien 
von  ihnen  ohne  Wiederholungen,  u.  s.  w. 


Von  dem  Herrn  Doctor  J.  Dienger  so  Sinsheim  bei 

Heidelberg. 

1     .   .  i  \ 

m  r  Z>W(»+1) 


4(a«— r»)  +  l  (4<i*— 2»— l)w  

ri,  (4e^4r*+l)*-16r*  ~  (4aH^+2w+l)»-4n*(it+l)*  * 

r=»       4(q»— r»)+l  1    Jl:    (  »3»  ]_  J 

Diese  Gleichungen  gelten  för  jedes  reelle  o. 


Das  bestimmte  Integral 


s.g).sma(cg)  gT 


ist,  wenn  c  positiv  ist,  für 
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<2<  -2c,  gleich  0* 


i  • 


t=-  IC.        ,.    —TT  i 

■  • 


*=-2c, 

-8' 

• 

„  0; 

0<*<2c, 

»> 

2c<*=  +  oe 

»» 

0 

Zeichnet  man  unter  das  Dreieck  ABC  (Tal.  X.  Fig.  4.) 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  ADB,  so  dass  Winkel  DAß 
—  DBA  —  ACB,  zieht  DC  und  durch  einen  beliebigen  Punkt  F 
in  CB  oder  dessen  Verlängerung  die  Linie  FE  so,  dass  Winkel 
CFE=  CAB,  so  wird  £F  durch  DC  balbirt 

Nennt  man  a,  bf  c  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  r  die 
Länge  CF,  /JC£  den  Winkel       so  findet  sich 

asinB   rsinl? 

t«j:=26cos^H-acosÄ'  C=~s7nC~' 

und  sodann  nach  der  bekannten  Formel,  ein  Dreieck  aus  zwei 
Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  zu  berechnen,  \GCF 
gleich  gross  mit  \ EGC,  also  EG=GF.  (Man sehe  auch:  Adams, 
die  merkw.  Eigensch.  des  geradl.  Dreiecks.  S.  5.). 


An  einen  Kreis,  dessen  Halbmesser r  sei,  ziehe  man  in  jedem 
Punkte  eine  Tangente,  verlängere  jede  derselben  zunächst  um  das 
Stück  Aund  zwar  so,  dass,  wenn  man  (Taf.X.Fig.  5.)  im  Endpunkte!? 
des  Halbmessers  ÖÄ,  mit  dem  Rücken  gegen  den  Mittelpunkt  gewen- 
det, steht,  die  Verlängerung  nach  der  rechten  Seite  hin  gehe.  Jede 
dieser  Verlängerungen  verlängere  man  um  ein  Stück,  das  propor- 
tional ist  dem  wachsenden  Winkel  RON,  der  wächst,  indem  OR 
durch  OM  geht,  bis  es  in  ON  eintrifft,  und  zwar  so,  dass  die 
Verlängerung  der  zweiten  (rückkehrenden)  Tangente  in  N  gleich 
er  sei.  Ist  Q  ein  Punkt  dieser  Curve  und  sind  q,t  die  laufenden 
Polarcoordinaten ,  so  findet  man  als  Gleichung  der  Curve: 

Theil  XII.  28 
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t  =  [  W»  -t**-A]  ^  -  are  (cos=  • 

Die  Länge  des  Curvenstücks ,  das  «wischen  den  den  Punkten  i\ 
und  R  des  Kreises  entsprechenden  Punkten  der  Curve  liegt,  ist, 
wenn  Winkel  RON=<o: 

(h     «oi\tr 4«»  a      2r»  A  aT 4*»  2r« 


(2r«-c)»      p«+aa>  +  Y  4*2<Ä+2^  +(2r»-a) 


l^'-log  — -   ™       -  _i|  ' 

4a*  V         2A7r+V4^Äa+(2r«-o)*  J 

Demnach  ist  die  Länge  von  n  vollständigen  Umläufen  der 
Curve: 

(^+  |) VÄ5?(A+ «a)*+ (2nr-«)*         V  4/«%*  +  (  2r*  -«j2 
(2rjr — ß)2 


Für  A~0,  «=2r«  ist  die  Curve  eine  Kreisevolvente. 

!    i.  •  *  Ii  I«  *f    !■  •.«■'» 


r 

>.    ■  1 


— :  -i_  v  J 


Wird  ein  Körper  schief  in  die  Höhe  geschleudert,  und  man 
nimmt  an.  dass  sein  Schwerpunkt  nicht  aus  derselben  Vertikal- 
eneue  heraustritt,  dass  ferner  F(r)  den  Widerstand  der  Luft  aus- 
drückt, so  ist  die  Gleichung  der  Bahn  de*  Schwerpunkts: 

r.(    >  m iil  ,n»i;T*i«  <■■>  f>,  Aj -f.  ti  'i  g  i  11  .tfAi'jtn  #ib 


oder,  wenn  man  will: 


^=9,809  metres. 
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12.3  (r+M—1)  +2.3.4  (r+n)  +  3.4.5  (r+n+l)+ 

....+(ro-r+2)(m-r+3)  (m+n) 

_  (m+it+1)  (m+n)  (m-r+2) 


71 


«=i  (4a»+4n«+l)*-(4«)«~  (4aH(r+l)4+ra)a-4(H-I)2ra 

»\  • 

«   „  gr(r+l) 

«fi  (2n+l)*(2n-l)«  ^  *  * 

 n  1_ 

fcl  (4«H(2n-l),,)(4aHC2n+l)»)-32aH8' 

*5*  w  ,_1 

«fj  C2n-l)*(^Hl)*— 8 ' 

i  <2»~l)(2ji+l)(2«+3)(2»-r5)-4(r 

«£i  C2»-l)(2n+lK2«+3)(2»-j:5)  =  Ö9'  .  . 

«  2n6  +  l  

J  0[aH((2n-l)6+l)»j  [«*+((2»+l)&+ D*] 

~__2n+l  

«f0  (aH(2n)«)(o»+(2n+2)»)-a»(aH(2r+2)») ' 

~°»  2n+l  1 

(«a+4n*)(«H(2»+2)»)-4^' 


r 

.  rl 


n  kann  hier  jede  reelle  oder  imaginäre  Grösse  sein,  nur  dart 

nie  ein  Glied  unendlich  werden. 

■  "'                :  i"  '  ■  j        h      .:  ■  *  > 

<"..      .■     1  •  t;.-  .              /    .  .  .         i           •     .  •  . 


r  4  4        *  i  ' 


28* 
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Miseellen. 


An  den  Herausgeber  des  Archivs  der  Mathematik  und 

Physik. 


> 

\  ■ 


In  der  Hoffnung,  dass  Sie  folgendem  kleinen  An featze  ei 
Platz  in  Ihrem  Arcnive  vergoonen  wollen,  bin  ich  so  frei,  ihnen 
denselben  hiermit,  durch  meinen  hiesigen  Freund,  den  Herrn  Buch- 
händler D.  F.  Bonnier,  mitzutheilen. 


Die  Binomial-Formel  als  Quotient. 

Es  ist,  wenn  A,Bt...A'tB',...,  die  nächst  vorhergehenden 
Glieder  ausdrücken,  und  m  eine  jede  Zahl,  die  entweder  gleich 
oder  grosser  als  n  ist,  bedeutet:  ,  \ 

i  ■  w+m  b_  .  (*-!)(»+«— 1)   b  .  (m-«2)(n+m-2)  b 
2    a+      2(2w— 1)     ^a-1-     3(2m-2)  ^c1"" 
gj-Q)"— c"    w_yw  ^    (m-l)~(w-m+l)    o  (m-2)(n-;;/+2)  6 
1      2~  «       2(2ro-l)     ^  a       3(2ro-2)— * 

Aus  dieser  allgemeinen  Formel  erhält  man  durch  Substitution 
folgende  Approximations- Formeln,  von  welchen  jedoch  eine  jede 
exakt  ist,  wenn  man  m=n  annimmt: 

,  .»+ 1  b 
l*    2  a 

(«+6)"=a". — ^  ,  (wenn  m=I),  fibereinstimmend  mit  der 
\  • — 

2  a  von  Lambert  gefundenen  Formel.  (S. 
Beitr.  z.  Gebr.  d.  Mathem.,  2.  Tbl. 
1.  Ab  sehn.  S.  153.) 
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.  .«+2  6     n+1  b 

=an  -n-*b     n-l  A,b>  (wenü  W  =  2) 

2"  ä  ~~~2ÜT     V  '  " 

l+^2"  ä  +  ~5~«J  d+"3T'Ää  , 
= o«.   «-T  g — r  i  n ,  (wenn  m = 3)  u.  s.  w. 

'"TT  a  $-A'a—UB'ä 

t.  tti« 

Die  Näherung*  -  Kraft  der  letzten  Formel  ist  so  bedeutend. 
j  man  direkte  findet:  Vl0=3, 16227/ 66017...,  welches  bis  auf 
die  letzte,  oder  eilfte  Decimale  richtig  ist. 

Gothenburg,  in  Schweden,  den  19.  Januar  1849. 

J.  J.  Ästrand,  Privatlehrer. 


••Ii» 


Beweis  eines  geometrischen  Lehrsatzes. 

Von  dem  Herrn  Dr.  Wieg  and,  Oberlehrer  an  der  Realachale  Mi;  Halle. 

Im  Novemberhefte  v.  J.  der  Zeitschrift  „The  Mathe  matici  an" 
verlangt  Mr.  John  Walker  aus  Dublin  einen  Beweis  folgenden 
Satzes  :  ,  ,  i .  >  * 

Wenn  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunkts  des 
einem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  mit1  einer 
Wi  okelspitze  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem 
Durchmesser  des  genannten  Kreises  und  dem  Radius 
des  umschriebenen  ist,  so  bilden  die  drei  Dreiecks- 
seiten eine  arithmetische  Progression. 

Wir  geben  hierzu  folgenden  Beweis. 

Es  sei  ABC*)  das  Dreieck,  O  der  Mittelpunkt  des  einge- 
schriebenen, M  der  des  umschriebenen  Kreises,  q  der  Radius  aes 
ersteren  und  r  der  Radius  des  letzteren  Kreises,  dann  ist  be- 
kanntlich ;'  ,         ,  .        r.  .1. 

Bezeichnen  wir  nun  den  AbstarM  AO  mit  m,  so  ist  nach 
der  Voraussetzung  .,  • 

m*=2oÄ, 

mithin  "  *■ 


*)    Die  Figur  ut  leicht  %n  zeichnen. 


Digitized  by  Google 


422 

also  ist 


■  -  ,  ' 
MOA=z90°. 


Nim  ist,  wie  sich  leicht  ergiebt: 


l*AO=i  +  S—W, 

wo  B  der  der  grossten  Seite  gegenüber  liegende  Winkel  ist, 
oder  auch 


ß    *         9  ß 
• 

ir>t.  '  - 


.  ■  £*= t*m>  -    + oi=sin  ( f + o 

oder 

^= sin ADB   (1). 

Nach  bekannten  Sätzen  Ut: 

■.';  «'»'•',  :•  AB.AC^BD.CD,  ..  > 

^J?:£0=i4C:CZ)=sinJ0j?:8in^  i 

♦  ™  *  i  i 

.  1  .  .     *:•■  »  '     ■  i      i  ■•  ,  :      i        ii  U    ii  li  < 

und  also,  da  |  .  .  «  ;  .  ■>  ■  ■> :  Ü  i 

' 1   p  ^1  "•    i   ' '' 

."i  ■',  —j=5 ein ^-j  . 

mit  Rücksicht  auf  (1):      .  .  ^ 

AB :  BD=  AC:CD^.^.=m*:<?r, 

aiso  | 

AB:2BD=AC:2CD=m*:2er, 
and  weil  m*=2or,  auch 

•  i  AB=WD.AC=WD; 


wie  zu  beweisen  war. 
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Ein  Hülfs mittel,  die  verschiedenen  bei  sphärischen  Spie- 
geln vorkommenden  Fälle  leicht  zu  behalten. 

Von  dem  Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe  tu  Cassel. 


In  der  Figur  Taf.  X.  Fie.  6.,  deren  Buchstaben  die  Anfangs? 
buchstaben  der  einzelnen  Wörter  in  dem  lateinischen  Hexameter 

Quin  Tite,  dtsce,  decet  te,    quae  sint  mira  Minervae 

sind,  soll  der  aus  dem  Mittelpunkte  dd  baschriebene  Kreisbogen 
einen  sphärischen  Concav-  und  Convexspiegel  bedeuten.  Sein 
Brennpunkt  ist  «.  Von  den  ubereinstimmenden  Buchstaben ,  z.  B. 
Q  und  g,  m  und  1U ,  kaot  allemal  der  eine  als  der  Gegenstand, 
der  andere  als  das  Bild  betrachtet  werden,  und  es  ergibt  sich  so- 
mit, ob  das  Bild  verkleinert  oder  vcrgrössert  ist.  Steht  der  ent- 
sprechende Buchstabe  auf  der  andern  Seite  der  Axe,  so  deutet 
dieses  an,  dass  das  Bild  umgekehrt  wird,  wenn  nicht,  so  bat  es 
dieselbe  Stellung  wie .  der  Gegenstand.  Wird  M  als  der  Gegen- 
stand betrachtet,  so  muss  der  Spiegel  convex  gedacht  werden,  in 
allen  übrigen  Fällen  concav. 

Will  man  unsere  katoptrische  Figur  fär  die  Dioptrik  mitbe- 
nutzen, so  muss  man  sieb  den  Spiegel  mit  einer  gleicbwirkendeu 
Linse  vertauscht  denken,  und  moss  dann  den  Ort  des  Bildes  auf 
derselben  Seite  der  Axe,  aber  auf  entgegengesetzter  Seite  der 
Linse  nehmen.     •  •  ■  "  m 

•iii  I  U:r«v.  1      '  **•  •  *  •  '•  '  1  '  1  1 


Ableitung  ein/er  Formel  zur  Thei|ung  abgekürzter 

und  Pvramicfeu. 

Von  Herrn  J.  Flögl,   Eieren  der  k.  V.  F orstiehranataU  su  Mariabrunn 

nächst  -WTeiv. 

Es  erscheint  öfter  als  Aufgabe  die  Forderung,  einen  parallel 
abgekürzten  £egel  oder  derlei  Pyramide  in  verhältnissmässige 
Tbeile  zutfeHenA  .      ,  ^ 

Es  bedeute  a'  den  Durchmesser  der  Basis,  6  den  kleinem 
Durchmesser,  und  A  sei  die\ senkrechte  Hübe,  endlich  sei  x  die 
Entfernung  des  Theihwi^  Schnittes  vojn  schwachem  Ende.  Der 
schwächere  Theil  sei  N,  fler stärkere  Mt  und  es  finde  noch  fol- 
gende Relation  statt:  M:N=^m:n. 

Denken  wir  uns  oe»  jfCörper  sei  etfl  Kegel  uiwl  er  sei  ergänzt, 
es  bedeute  c  den  Kubikinhalt  des  Ergänzungsstückes  und  y  die 
Hohe  desselben;  ferner  sei  der  ergänzte  Kegel  senkrecht  auf  die 
Basis  durch  die  Achse  geschnitten,  so  werden  im  Achsendreieck 
folgende  Verhältnisse  statt  finden: 
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a:b  =  h+r.yf  y==_^ 


und  .     w  '  • 

■  ,    * '    tn   »  .  i    j  . 

das  Letztere  aus  obiger  Proportion. 

Der  Inhalt  des  ganz«  K5rpe,8  ,ei  g  <o  ^  ^ 


i  ■ 


also 

■ 


■ 


and 

nnh 


»,  nnh 

Nun  hat  man  nach  einem  bekannten  Satee: 


/  ah  \»  , 


und  ferner: 


<!•(»? 
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^\  a»(m  +  «)  a- 


oder 


r=^Lv((^+«)*,+wi+w)  I] 


Will  man  die  Lange  auf  der  schiefen  Seite  aussen  abnehmen 
und  diese  durch  x1  bezeichnen,  so  kann  man  folgender  Art  ver- 
fahren: 


Es  ist 


a     b  '' 

.  'i   » ■  ■ 


%  • 


Sätze  aus  der  Zahlenlehre. 


Von  dem  Herrn  Doctor  J.  Dienger,  Lehrer  an  der  höheren  Bürger- 
schule so  Sinzheim  bei  Heidelberg. 


...  i 

Sei 


§  1. 


v(»)  =  l+(m»)H(m,)H(mi)8  +  ....+(fl»tr),>  (I) 

so  ist  i         '  .» v  J  l 

*<*+lM+(»*)*  +  («*)»+ (ro«)*  + ....  +  (ro*)*" 


*(»+l)-*(n)=(ro*)H(m4r-*)*  +  (m*^)*+  

 +(m^+V-(^-1)a-(m4»'-s)«Ä...--(m1)«" 

=[(m*^)»  +  +  +  +  («W[Ö^1  Al]  • 

Hieraus  folgt 

^(«+l)=[(m*-')H  («1^-»)»+  ...v  [(m*+*)»-       (») .  (2) 

Bezeichnen  wir  mit  Crelle  (Ettcyklopädische  Theorie 
der  Zahlen)  durch  G(p)  irgend  ein  Vielfaches  von  p  und  neh- 
men wir  an,  es  sei  • 
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m*+*=G(p)±l.  (3) 

ho  ist  zunächst 


(m»4.i)*^C(f»)  +  l. 
(mWi)^C(p)  +  l, 


(m*+»)«=C(p)+l; 


d.  b. 

(rn*+l)*--l  =  G(p)  was  auch  n(>0)  sei.  (4) 

Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  (2)  n  =  l,  so  ist  nach  (3)  und 
(4)  offenbar  die  zweite  Seite  durch  p  theilbar,  also  ist  es  auch 
Setzt  man  ferner  n=2,  so  ergiebt  sich  eben  so,  dass  auch 
tj;(3)  theilbar  durch  ji  «ei*  n  s.  w.    Alan  hat  daher  folgenden 
Satz: 

„bind  die  Grossen 

ro^+'  +  l  oder  1, 

.     m*+*-l     (m*+i+J)  (m*-H-l) 

durch  »  theilbar.  so  ist  es  auch  die  Grosse 


tl 


+  (»»*)*+  (ms)»+  +  (»»*-)*,  n  >  0        t  < 


wo  ro,  n,  r  ganze  Zahlen  sind 


•     .  !. 

§.  2. 


Von  diesem  allgemeinen  Satze  woljen  wir  zunächst  einige 
spezielle  Anwendungen  machen. 


1)  Sei  nämlich 

m=2,  r  =  l,  so  ist  m*'+»±l=2»±l  =    ;  ' 
also  ist  2»-l  durch  7  theilbar;  ferner  ist 


■>■!  '         J      -   ....   .  .      _    .  .    .  •  .         !  <M 

:21 


"m*-l  ~T 
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m 

ebenfalls  durch  7  (heilbar.   Folglich  M  die  Grösse . ,,, 


II 

i  '  t 


l  +  2*+4*,  «>0  (5) 

immer  durch  7  theilbar,  was  auch  die  ganze  Zahl  n  sei. 

Da  übrigens  9  und  21  auch  durch  3  theilbar  sind,  so  Ist  es 
auch  die  Grösse  (5),  und  folglich  ist  sie  auch  durch  21  theilbar. 


In  der  geometrischen  Progression 


i       •       »•  r  > 


>  e  | 


in  der  a,  und  n  ganz«?  Zahlen  sind,  sind  also  je  drei  Glieder  zu- 

sammeo .     ,    .  w.( .      .  ;,    , .  » lt  ■  ^ .    lm  r      i      ,  ^  ^ .  ,} ;  >. ,  j  ,  , 

«29*+  c(2r+i)«+  o.(2r+^o.(2r)«[l+2»+4*] 

durch  3,  7,  21  theilbar,  ein  Satz,  den  teilweise,  Stifel  in  seiner 
Aritbmetica  integra  aufführt 

2)  Sei  m=2,  r=2,  so  ist 

•••  ,  »    *  ■  ,  .  -  h  »    Ii:.    .."i  :  . 

also  ist  :a:"  "  1 

■       n       w  »      r     '   1  '      •  t  Ii    i  >'  i  . 

l+^  +  ^H-^  +  lß*,  n>0  (6) 

durch  31  theilbar,  was  auch  das  ganze  n  sei.  ' 

3)  Sei  m^:3,  r=t,  so  ist  } 

«*+U.l-3»4-l-  121  ("»lr^'+l)(m^'-~l)    28.26  _ 

»bo  ist  di,»  Grösse    ."t=,.  ••-  ...l.. 

1+3M-9»,  *>0  ■«•'■     1  (7) 

durch  7,  13,  also  auch  durch  91  theilbar. 

4)  Sei  w=3,  r=2,  so  ist 

also  ist 

  l+3*+9H27H81'"  *>°  (») 

durch  61,  121,  also  auch  durch  7381  theilbar;  I 


5)  Sei  m=4,  r  =  I,  so  ist  " 

<  •  |i       »  .  • 

>  •  ■'  >    ■  ■  |,l 

.  I"  ..  ..         ".  t<  .  **     .    41.  ►         ,*f  | 

•  •  •      t   •  <  i 

■  n     .   «     ■ . i  ■  l       •><".  -•  •  •• 

J+4*  +  l6»,  n>0  (9) 

durch  13,  21 ,  also  auch  durch  273  theilbar. 

Aus  dem  Lehrsatze  in  §»  1.  kann  man  leicht  noch  folgende  all- 
gemeine Folgerung  ziehen: 

„Sind  die  dort  angegebenen  Bedingungen  erfüllt, 
so  sind  je2r+l  aufeinanderfolgende  Glieder  derReibe: 

durch  »  theilbar,  wenn  a  eine  ganze  Zahl  ist"     .  " 

§.  3. 

Ganz  auf  gleiche  Weise,  wie  in  §.  1.,  erhSlt  man  folgenden 
Lehrsatz : 

„Sind  die  Grossen 

m*+i+  l  odef  m*4*-I, 

(in»+«  +  l)(m»+»--l) 

(OT+l)(m_I) 

*  ■       *       •:'      »  . 
durch  p  theilbar,  so  ist  es  auch 

l+(mi)H(m«)*+(m«)»+  +  (m*+>)*  (7) 

was  auch  das  ganze  n  sei** 

In  diesem  Falle  sind  je  (2r  +  2)  Glieder  der  Reihe 

a.a.m^.Cm«)*"^™')*?          '  -    ■      •  t: 

durch  p  theilbar,  wenn  a  ganz  ist!  .  ;  :| 

'  *     .       »  Vi  1 

§.4. 

Wir  wollen  nun  wieder  einige  besondere  Fälle  betrachten. 
1)  Sei  m=3,  r=i,  so  ist      .-«.■■  i  i 
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N2.80  . 
=  -v^-==s2U.4l . 


Folglich  ist 


1+3»  +  ***  + 27*,  n>0  .  (8) 


i  *  i    *     » ' 


durch  4  theilbar  >  «ras  auch  rlas  ganze  »sei. 

2)  Sei  m=2,  r=r2,  so  ist 

1-/  «i  rr  T"  Xr-00"41'  I. 

■  *  I  •  * 

Felgiich  ist 

1  +  ^4H8«  +  16^32V.>0  (9) 

durch  3  theilbar ,  was  auch  das  ganze  n  sei.  Dieselbe  Grosse  ist 
»ach  §.  2.  ,2)(auch  durch  7  theilbar,  also,  ist  sie  es 
21,  u.  s.  f. 


..  ä        .      '  .■    -  .        .:.  4*.        •    ■  •         •»•  ■  ••  '  ,      •  .< . 

'['*  ■  /       »'  •    .  .  r  :  y     i* i,...  .  t.'j<-'«  •>.«. 

Mao  kann  leicht  auch  folgende  Sätze  ableiten,  worin  wieder 

m,  n,  r  ganze  (positive)  Zahlen  sind. 

to*i4i  1 

„Sind  die  Grössen  mar+I—l  und— —5—  durch  p  theilbar, 

m— 1  « 

so  ist  es  auch 

I+(mlA(m*)*  +  • +  ("»*)<  n>0." 

Ferner : 

mV+2  _  J 

„Sindm2r+1 — 1  und-  , —  durch  p  theilbar,   so  ist  es 

auch 

1+0»»)*  +  (wa)*"+  +  (m*+i)«"  n  >  0." 


»«>     I      ,         I  ,   ■  .'*■!<!.  >|      .     "   "I.     .       '}'      )•  II 
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1  '  ' 


Bemerkung  über  die  Continuität  der  Funktionen. 

Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  0.  Sch  lö  milch  an  der  UniTeraität 

su  Jena. 

Wenn  eine  Funktion  f(x)  an  irgend  einer  Stelle,  etwa  fax 
xz=.a,  eine  Unterbreohong  der  Continuität  erleidet,  so  kommen 
ihr  daselbst  zwei  verschiedene  Werthe  zu,  von  denen  der  eine 
den  Eudwerth  der  bisherigen  Reihe  von  Werthen  bildet  und  der 
andere  den  Anfang  zu  einer  neuen  Reihe  macht.  Denken  wir  uns 
z.  B.  den  Vermögenszustand  als  Funktion  der  Zeit,  die  letztere 


(ar)  auf  einer  Abscissenachse  vom  Punkte  O  an  gerechnet  (Taf.  X. 
Fig.  7.)  und  den  Kassenbestand  [/"(#)]  als  Ordinate  senkrecht, 
so  kann  in.  dieser  Vermögenscurve  eine  Diskontinuität  eintreten, 
wenn  durch  einen  Zufall  (z.B.  Lotteriegewinn,  Erbschaft  u.  dj?J.) 
das  Vermögen  plötzlich  steigt  oder  eben  so  zufällig  durch  Ver- 
lust plötzlich  verringert  wird.  Ereignet  sich  ein  solcher  Zufall 
am  Ende  der  Zeit  o,  so  gehören  zur  Abscisse  x=a  zwei  ver- 
schiedene Ordinalen,  etwai^ff  und  AN,  die  man  nach  Lejeune 
Dirichlet's  Vorschlag  sehr  passend  dadurch  unterscheidet,  dass 
man  die  erste  AM  mit  f(a~ V)  und  die  zweite  AN  mit  /"(a-f  0) 
bezeichnet. 

Diese  einfachen  Bemerkungen  führen  leicht  zu  der  Auflösung 
des  Problemes:  „ein  Kriterium  anzugeben,  woraus  man  erkennen 
kann,  ob  eine  bestimmte  Funktion  f(x)  Unterbrechungen  der  Con- 
tinuität erleidet  und,  nenn  diess  der  Fall  sein  sollte,  an  welchen 
Stellen  diese  Unterbrechungen  eintreten/'  Als  ein  solches  Kenn- 
zeichen fahrt  Cauchy  an,  man  solle  nachsehen,  ob  es  Werthe 
von  x  giebt,  für  welche  die  Differenz  .  ,t 


sich  bei  unendlich  abnehmenden  8  einer  von  Null  verschiedenen 
Gränze  nähert;  findet  sich  ein  solcher  Werth  x=a,  so  ist  dadurch 
eine  Stelle  bestimmt,  an  welcher  f(x)  unstetig  wird.  Dieses  Kri- 
terium ist  aber  sehr  ungenügend;  denn  setzt  man  für  x  den 
Werth  a,  so  weiss  man  nicht,  ob  unter  f(a)  der  Werth  f\a — 0) 
oder  der  andere  f(a+0)  verstanden  wird;  im  ersten  Falle  wäre  " 
allerdings 


-  i    •  >    .  ♦ 


Lim'[/>(a  +  d)-/-(a-0)]>0, 

im  zweiten  Falle  aber 

Lim[/(a+d)-/-(a+0)]=Ö, 

wie  man  unmittelbar  aus  der  vorigen  Figur  ersieht ,  wenn  man  die 
Ordinate  f{a-{-8)  und  jede  der  obigen  Differenzen  durch  eine  Pa- 
rallele zu  04  construirt.  So  ist  z.  B.  die  Funktion  — —  diskonti- 
er —  a 
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miirlich  an  der  Stelle  .t=o,  denn  hier  geht  die  Funktion  aus  —oe 
nach  -f  oo  gprungweis  über;  ebenso  erleidet  Arctan  x^a  an  der 
selben  Stelle  eine  Unterbrechung  der  Contiwiität  und  springt  von 

Arctan  (—  op)=—  ^  nach  Arctan  (-f  od)  =  +  ^ 

äber,  aber  trotzdem  kann  {iier  Cauchy's  Kriterium  trügen;  denn 
ntan  hätte  y  ^  \\  ■  •  *  •  » 

/(a  -f  6)—f(a)= Arctan       Arctan  ^    g  » 


und  mithin 

.    •  »ff.  i 


Um[fta+S)—f(a)  ]  =  Arctan  »—  Arctan  * 


Diese  Unsicherheit  veranlasste  mich  in  meiner  „ algebrai- 
sch en  A»alyf|is"  das  bessere  Kriterium 

Lim  [f(a+ö)  —  f(a~ö)  ]  ^  0 

aufzustellen,  aber  auch  dieses  reicht  nicht  überall  aus.  Man  be 
trachte  z.  B.  die  beiden  Funktionen 

-J— '  und  — *i — ra  * 

Constmirt  man  sie  geometrisch,  so  erhält  man  die  beiden  in 
Taf.  X.  Fig.  8.  und  taf.  X  Fig.  9.  dargestellten  Cqrven.  Mein 
Kriterium  sagt  nun,  die  eine  sei  unstetig,  die  andere  aber  stetig, 

denn  für  /"(*)  =  —-  ist 

Lim[A«+<5)-A«-*)=Lim  [ij^-irj  =  oc' 

dagegen  för 


Lim[/"(a  +  5)-  f(a-6)]=h\m  [p— Js]  =0- 

Dieser  Ausspruch  streitet  aber  gegen  die  Anschauung,  denn  beide 
Curven  bestehen  aus  zwei  getrennten  Zweigen  mit  gemeinschaft- 
licher Asymptote,  auf  die  Lage  jener  Zweige  kommt  offenbar 
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nichts  an,  and  wenn  man  die  erste  Curve  f&V  unstetig  erklärt,  so 
muss  man  ganz  sicher  auch  die  zweite  dafür  halten.  Daher  ist 
jenes  Kriterium  noch  zu  beschränkt  und  ich  stelle  desshalb  das 
allgemeinere  auf:  „die  Funktion  f{x)  erleidet:  an  der  (Stelle  x—a 
eine  Unterbrechung  der  Continuit&t,  wenn 

Lim[/*(a+a)^/Ta-r)J^O 

ist,  wobei  8  und  e  zwei  verschiedene  Grossen  sind,  die  sich 
der  gemeinschaftlichen  Gränze  Null  nähern."   So  hat  man  z.  B. 

filr  f(x)  =  ^  und  x=a: 

Lim[/i:a+a)-Afl>-0]=Lim[^-i] , 

und  etwa  fäi  «=2i  (um  nur  die  Verschiedenheit  von  8  und  c  aus- 
zudrücken) : 

Lim[/(a+d)-A«-«)]  =  Lim(|i)  =  «>> 

also  f(x)  diskontinuirlich  an  der  Stelle  x—a.  Ueberhaupt  kann 
man  immer  *=A(5  setzen,  wo  k  eine  beliebige  aber  coos taute 
Grosse  bezeichnet. 


<  '  •   i 

Wenn  y  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  nten 
Grades  ist,  so  ist  immer 

9y=A£—  \  A*y  +  j  A  ty—  \  AVf ...  +  A"  y  • 

L     .  '     >  .  • 

G. 

t        *  ■ 

■ 


l'M    J."  .  r.i       liiii  ,|, 


i"  « 


<  t 
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Deutsche  Maassc,  Münzen  und  Gewichte. 


i. 

Vorschläge  zur  Reform  der  deutschen 

Maasssysteme* 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

Bauconductenr  bei  den  Herzoglich  Braunschweigischen  Eisenbahnen. 


§.  1. 

In  den  deutseben  Maasssvstemen  bereitet  sich  eine  grossar- 
tige Reform  vor.  Das  Bestehende  erweist  sich  nach  mehr  denn 
tausendjährigem  Gebrauche  als  unzweckniässig.  Man  hat  vielfache 
Mängel  an  den  Mitteln  und  Methoden  entdeckt,  deren  sich  die 
deutschen,  ja,  man  kann  immer  noch  sagen,  alle  Völker  der 
Erde  bis  heute  bedienen,  um  von  der  Quantität  der  physischen 
Grössen  deutliche  Vorstellungen  zu  erlangen ;  und  man  geht  dar- 
auf aus,  durch  Beseitigung  dieser  Mängel  die  fraglichen  Methoden 
einer  grosseren  Vollkommenheit  entgegenzuführen. 

Bei  einer  jeden  Umwälzung  von  Institutionen,  welche  so  tief 
in  die  menschlichen  Beschäftigungen  eingreifen  und  der  Handlungs- 
weise in  so  vielfachen  Beziehungen  die  äussere  Norm  liefern,  wie 
die  Maasssysteme,  ist  der  Uebergang  von  dem  Alten  zum  Neuen 
stets  ein  schwieriger  Akt,  welcher  von  den  grössten  Belästigun- 
gen der  Gesellschaft  begleitet  ist,  da  er  die  Ausreissung  der  von 
Kindheit  an  eingewurzelten  Gewohnheiten,  die  Aneignung  einer 
ganz  neuen  Anschauungsweise  über  den  Werth  der  Grössen,  und 
hundertfältige  Aenderungen  in  den  Regeln  erfordert,  nach  welchen 
die  alltäglichsten  Bedürfnisse  befriedigt  werden.  Deshalb  ist  es 
Pflicht  aller  Derjenigen,  welche  auf  solche  Umwälzungen  einen 
besonderen  EinAuss  zu  üben  berufen  sind,  mit  grösstcr  Umsicht 
und  Unbefangenheit  die  wahren  Mängel  des  Bestehenden  und  die 
wahren  Erfordernisse  des  Neueinzurichtenden  zu  erforschen ,  da« 
mit  die  Mühen ,  welche  Millionen  von  Menschen  bei  jenem  Umstürze 
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sich  auferlegen  müssen,  auch  durch  die  höchsten  Erfolge  gekrönt 
werden.  Diese  Rücksicht  hat  mich  bestimmt,  durch  die  nach- 
stehende Schrift  auf  einige  wesentliche  Bedingungen  eines  mög- 
lichst vollkommenen  Maasssystemes  aufmerksam  zu  inachen,  welche 
bisher  noch  keine  öffentlichen  Vertreter  gefundeu  zu  haben  scheinen. 

Da  eine  jede  Quantitätsnestimmung  auf  dem  Akte  der  Ver- 
gleichung  irgend  einer  gegebenen  Grösse  mit  einer  anderen  Ein 
für  alle  Mal  als  bekannt  vorausgesetzten  Grundgrösse  beruhet; 
so  kommen  bei  dieser  Operation  wesentlich  zwei  Dinge  in  Betracht, 
nämlich  1)  der  absolute  Werth  der  Grundgrosse  oder  Mnassein- 
heit,  und  2)  die  systematische  Art  und  Weise,  wie  diese  Grund- 
grösse behuf  Messung  einer  anderen  in  Anwendung  gebracht 
werden  soll,  oder  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Maasseinheit 
selbst  in  untergeordnete  Einheiten  •  gctheilt  und  zu  höheren  Ein- 
heiten zusammengesetzt  wird. 


§.  2. 

Hinsichtlich  des  ersten  Punktes  hat  man  bei  den  deutschen 
Maasssystemen  keineswegs  so  sehr  über  die  unzweckmässig  ge- 
wählte Grösse  der  Einheiten  zu  klagen,  als  vielmehr  über  deren 
grosse  Mannichfaltigkeit  in  den  verschiedenen  Ländern. 
Nicht  allein  in  den  einzelnen  Bundesstaaten,  sondern  in  vielen 
Provinzen,  Landschaften  und  Städten  gibt  es  theils  gesetzlich, 
theils  herkömmlich  verschiedene  Grundeinheiten,  nach  welchen 
die  Längen,  Flächen  und. Körper,  die  Gewichte,  das  Geld  u.  der»l. 
gemessen  werden.  Zu  den  durch  neuere  Landesverordnnngen  ein- 
eführten  Gemässen  gesellen  sich  oftmals  uoch  die  früher  üblichen, 
eren  Gebrauch  sich  ebenfalls  erhalten  hat.  Korporationen,  Behör- 
den ,  und  selbst  einzelne  Privaten  haben  sich  hin  und  wieder  für 
ihre  speziellen  Wirkungskreise  eigene  Maasseinheiten  gebildet  oder 
aus  dem  Auslande  erwählt;  so  der  preussische  Zollverein  und 
mehrere  Bahnverwaltungen  filr  das  Gewicht;  der  nahe  am  Ent- 
stehen gewesene  Postverein  für  das  Geld;  Maschinenfabriken  für 
die  Längen,  welche  häufig  nach  englischem  Maasse  bestimmt  wer- 
den; mathematische  Schriftsteller  für  Längen  und  Gewichte,  wo- 
bei bald  dieses,  bald  jenes  einheimische,  öfter  aber  das  neue 
französische  Gemäss  zu  Grunde  gelegt  wird. 

Dieses  Chaos  von  Maasseinheiten  hängt  sich  erschwerend  an 
Handel  und  Wandel.  Der  Kaufmann  und  Gewerbetreibende  wird 
in  seinem  Geschäftsbetriebe  auf  wenige  Meilen  in  der  Runde  durch 
eine  Menge  von  Reduktionen  belästigt  Der  Techniker  hat  bei 
seinen  Ausführungen  mit  ängstlicher  Sorgfalt  auf  das  durch  Zeich- 
nungen oder  Kontrakte  bedungene  Grundmaass  zu  achten  und 
muss  in  seinen  Werkstätten  und  Laboratorien  die  verschiedensten 
Maassstäbe  und  Gewichte  mit  einander  kollidiren  lassen.  Der  Ret- 
sende kann  sich  im  eigenen  Vaterlande  nicht  bewegen,  ohne  die 
verschiedensten  Münzsorten  mit  sich  zu  fähren  oder  seine  Kasse 
einem  ewigen  Wechsel  zu  unterwerfen,  wobei  Verluste  und  Ver- 
legenheiten die  stetigen  Begleiter  sind.  Der  Naturforscher  und 
Jeder,  welcher  wissenschaftliche  Studien  über  Grössenbestimmnn- 
gen  aus  der  physischen  Welt  unternimmt,  gerärh  fast  in  Verzveei- 
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feiung  über  das  Heer  von  Grundmaassen ,  auf  welches  die  ver- 
schiedenen Schriften  hasirt  sind,  da  eine  Vergleichung  der  Resul- 
tate unter  sich  und  eine  praktische  Anwendung  derselben  oftmals 
erst  nach  mühsamer  Umrechnung,  also  erst  nach  der  Vollendung 
einer  Arbeit  möglich  ist,  welche  vollkommen  überflüssig  »ein 
würde,  wenn  sämmtliche  Schriftsteller  von  vorn  herein  ihre  Unter- 
suchungen und  Benbachtungen  mit  einerlei  Maass  angestellt  hät- 
ten. Zu  diesen  Mühen  der  Reduktion,  wodurch  viele  auf  prak- 
tische Brauchbarkeit  berechnete  Bücher  einen  grossen  Theil  ihrer 
Popularität  verlieren,  kommt  noch  ein  anderer  höchst  empfind- 
licher Uebelstand ,  welchen  namentlich  alle  Diejenigen  zu  beklagen 
haben,  welche  sich  auf  feine  Messungen  einlassen  wollen.  Es 
ist  dies  der  Uebelstaud,  dass  die  verschiedenen  Maasseinheiteo 
nicht  einmal  sämmtlich  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  bestimmt 
sind,  und  dass  bei  den  vorgenommenen  Bestimmungen  nicht  nach 
denselben  Grundbedingungen  verfahren  ist,  so  dass  man  hantig 
gar  nicht  im  Stande  ist,  zwei  Maassangaben  mit  der  gewünschten 
Präzisiou  auf  einander  zurückzuführen.  Daher  findet  man  fast  in 
allen  Handbüchern  der  Maasskunde  abweichende  Angaben  über 
die  wahre  Länge  Ein  und  desselben  Fusses  und  über  Jas  Gewicht 
Ein  und  desselben  Pfundes.  Auf  solche  ungenau  bestimmte 
Maasse  gründen  sich  dann  wieder  die  Angaben  für  die  Grosse 
der  gleichnamigen  Maasse  anderer  Länder,  wodurch  der  Werth 
der  letzteren  noch  zweifelhafter  wird ,  als  der  der  ersteren.  Bei 
den  Gewichtsbestimiuungen  ist  das  Gewicht  einer  gewissen  Menge 
Wasser  bald  im  Zustande  der  gross teu  Dichtigkeit,  bald  bei  der 
Temperatur  des  schmelzenden  Eises ,  bald  bei  18  Grad  Wärme 
als  Ausgangspunkt  angenommen ,  ohne  dass  das  Verhältniss  der 
spezifischen  Gewichte  des  Wassers  in  diesen  drei  Zuständen  mit 
hinlänglicher  Schärfe  bekaunt  wäre.  Wenngleich  die  zuletzt  er- 
wähnten Ungenauigkeiten  so  geringfügig  6tnd,  dass  sie  für  die 
Anwendung  der  Maasse  auf  die  gewöhnlichen  Vorgänge  im  mensch- 
lichen Leben  ganz  unbeachtet  bleiben  können;  so  sind  sie  doch 
gross  genug,  um  den  feinen  wissenschaftlichen  Untersuchungen 
oftmals  einen  erheblichen  Theil  ihres  Werth.es  zu  schmälern. 

So  ist  die  Mannichfaltigkeit  der  Maasseinheiten  för  Deutsch- 
land der  Quell  von  unzähligen  Unbequemlichkeiten,  nutzlosen 
Rechenarbeiten,  Ungenauigkeiten  und  lrrthümern.  Das  dringendste 
Bedürfnis»  vor  allen  anderen  besteht  daher  in  der  Einführung 
Bleicher  und  fest  bestimmter  Einheiten  behuf  Messung 
der  verschiedenen  Grossenarten  für  alle  Länder  Deutschlands.  Es 
braucht  über  die  Notwendigkeit  einer  solchen  Maassregel  Nichts 
weiter  angeführt  zu  werden,  da  die  ganze  Nation  von  der  Nütz- 
lichkeit derselben  überzeugt  ist  und  sehnlichst  den  Augenblick 
herbeiwünscht,  wo  Ein  und  dieselbe  Sprache  nicht  bloss  nach  den 
Lauten,  sondern  auch  nach  den  darunter  verstandenen  Objekten 
ein  vollkommenes  Verständigungsmittel  für  Ein  und  dasselbe 
Volk  wird. 

Der  absolute  Werth  dieser  Maasseinheiten  hängt  in  mancher 
Beziehung  von  dem  Gesetze  ab,  welches  über  die  Ein  theil  ung 
dieser  Einheiten  vereinbart  wird.  Wir  müssen  also  Betrachtungen 
über  den  ersteren  Gegenstand  so  lange  verschieben,  bis  wir  den 
letzteren  besprochen  haben. 

1* 
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§.  3. 

Was  nun  diesen  zweiten  der  obigen  beiden  Punkte,  nämlich 
die  Ei nth eilung  der  Maasscinheiten  in  untergeordnete  Einheiten 
und  die  Zusammensetzung  derselben  zu  höheren  Einheiten, 
oder  überhaupt  das  eiuentliche  System  des  Gemässes  betrifft; 
so  sind  hierbei  mehrere  Momente  ins  Auge  zu  fassen. 

Wäre- es  nicht  die  praktische  Brauchbarkeit,  welcho  als 
wesentliche  Bedingung  an  ein  Maasssystem  gestellt  wird,  und 
welche  unter  Anderem  fordert,  dass  die  Messungen  aller  Klassen 
von  einerlei  Grössenart,  z.  B.  die  Messungen  aller  sehr  kleinen, 
aller  mittleren  und  aller  sehr  grossen  Langen,  leicht  bewerkstel- 
ligt  werden  können,  dass  die  Maassangaben  eine  bequeme  lieber* 
sieht  und  Vergleichung  gewahren,  dass  die  Hechnungen  mit  den 
aus  den  Messungen  hervorgehenden  Zahlen  die  grösstmögliche 
Einfachheit  darbieten,  u.  s/w.;  so  würde  ein  System  von  unter- 
und  übergeordneten  Einheiten  vollkommen  überflüssig  sein.  Man 
konnte  sich  damit  begnügen,  nur  eine  einzige  Grundeinheit  für 
jede  Grössenart.  z.  B.  den  Fuss  für  die  Längen,  anzunehmen, 
und  alle  Langen,  welche  kleiner  sind  als  Ein  Fuss,  durch  die 
entsprechenden  echten  Bruchtlieile  eines  Fusses,  und  alle  Längen, 
welche  grösser  sied  als  Ein  Fuss,  durch  die  korrespondirenden 
Vielfachen  und  unechten  Bruchtlieile  desselben  Fusses  ausdrücken. 

Welche  Unbequemlichkeit  und  Belastung  des  Abstraktions- 
vermögens würde  aber  damit  verbunden  sein,  wenn  man  deinge- 
mäss  z.  B.  die  kleinen  Variationen  des  Barometerstandes  nach 
Fussen,  statt  nach  Linien,  oder  die  Entfernungen  zwischen 
Städten  auf  der  Erde  oder  gar  zwischen  Himmelskörpern  nach 
Fussen,  statt  nach  Meilen,  messen  wollte!  Im  ersteren  Falle 
würde  man  es  immer  mit  ungemein  kleinen  Brüchen ,  im  letzteren 
immer  mit  ausserordentlich  grossen  Zahlen  zu  thiiu  haben,  wodurch 
die  Rechnung  sehr  erschwert  und  die  Vergleichung  ähnlicher 
Grössen  unter  einander  ihrer  Anschaulichkeit  beraubt  werden  würde. 

- 

Die  Forderung  also,  dass  der  Gebrauch  eines  Maasses  mit 
den  vielseitigsten  Bequemlichkeiten  verknüpft  sei,  damit  nicht 
bloss  der  mit  Grösseubestimmungen  vertrauter  Gewordene ,  sondern 
auch  der  an  mathematisches  Denken  weniger  Gewöhnte  durch 
das  Resultat  der  Messung  einen  leicht  fasslichen  und  mit  ferneren 
Hechnuugsoperationen  sich  leicht  verschmelzenden  Ausdruck  er- 
tauge, macht  es  durchaus  noth«  endig,  dass  die  Grundeinheit, 
weiche  an  sich  selbst  so  gewählt  sein  muss,  dass  sie  sich  zur 
Messung  der  am  meisten  vorkommenden  Klassen  Ein  uud  dersel- 
ben Grössenart  bequem  verwenden  lässt,  noch  in  gewisse  nie- 
drigere Einheiten  getheilt  sei,  vermittelst  welcher  eine  ebenso 
bequeme  Messung  der  au  Quantität  bedeutend  kleineren  Gros- 
sen möglich  ist,  und  dass  jene  Grundeinheit  auch  zu  gewissen 
höheren  Einheiten  zusammengesetzt  sei,  durch  welche  eine 
übeiMchtliehe  Messung  der  an  Quantität  bedeutend  grösseren 
Gegenstände  bewirkt  werden  kann.  Auf  diese  Weise  vermeidet 
man  dann  namentlich  die  häutig  sehr  unbequemen  Brüche,  indem 
man  eine  Quantität,  welche  nicht  gerade  ein  massig  grosses  Viel- 
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fache«  der  Grundeinheit  bildet,  als  eine  Summe  von  Vielfachen 
der  verschiedenen  unter-  und  übergeordneten  Maasseiuheiten  dar- 
stellt.  So  hat  man  z.  B.  für  den  in  mancher  Hinsicht  unüber- 
sichtlichen Ausdruck  Fuss  den  leichter  zu  fassenden  Werth 
13  Fuss  7  Zoll  5  Linien.  Die  Praxis  aller  Volker  hat  sich  auch 
bisher  über  die  Nothwendigkeit  eiues  solchen  Systemes  von  nie- 
drigeren und  höheren  Einheiten  ausgesprochen. 

Gehen  wir  jetzt  weiter  zu  dem  Prinzipe  über,  nach  welchem 
die  Eintheilung  der  höheren  in  niedrigere  Einheiten  vorzunehmen 
sei;  so  scheint  es  zwar,  wenn  man  lediglich  die  Messung  einer 
Grosse  als  Endabsicht  bei  der  Grössenbestimmung  ansieht,  gleich- 
gültig zu  sein,  ob  man  zu  der  nächst  niedrigeren^  Einheit  jedesmal 
genau  denselben  aliquoten  Theil  nehme,  oder  ob  man  willkürlich 
für  die  erste  untergeordnete  Einheit  diesen,  und  für  die  zweite 
jenen  Theil  festsetze.  Man  würde  z.  B.  zu  derselben  Einsicht 
über  den  Werth  einer  Summe  Geldes  gelangen,  gleichviel,  ob  man 
den  als  Grundeinheit  zu  betrachtenden  Thaier  in  24  Grogchen  und 
den  Groschen  in  1*2  Pfennige,  oder  oh  man  den  Thaler  in  23  Groschen 
und  den  Groschen  in  17  Pfennige  tbeilte.  In  der  Wirklichkeit 
herrscht  sogar  bei  uns  vielfach  eine  solche  Willkürlichkeit;  so  ist 
z.  B.  in  manchen  Landern 


bei  den  Längenmaassen  die  Küthe  in  16  Fuss,  der  Fuss  in 
12  2oll,  der  Zoll  in  12  Linien; 

„     „    Gewichlsmaassen  der  Zentner  in  100  Pfund,  das  Pfund 
in  32  Loth,  das  Loth  in  4  Quentchen; 

„    „   Geldinaassen  der  Thaler  in  24  Groschen,  der  Groschen 
in  12  Pfennige; 

n.  s.  w.  getheilt 

Allein  wenn  beachtet  wird ,  dass  die  Messung  einer  Grösse  in 
sehr  zahlreichen  Fällen  zu  dem  Zwecke  unternommen  wird,  das 
Resultat  in  gewisse  Rechnungsoperationeu  zu  verflechten;  so 
erkennt  man  bald ,  dass  die  Ausführung  vieler  Rechnungen  bedeu- 
tend erleichtert  wird,  wenn  bei  Ein  und  derselben  Grössenart  stets 
eine  gleiche  Eintheilung  der  Einheiten  gewählt  wird,  wie  dies 
z.  B.  bei  den  französischen  Maasssystemen  stattfindet,  wo  unter 
Anderem  das  Meter  in  10  Dezinieter,  das  Dezimeter  in  10  Zenti- 
meter, das  Zentimeter  in  10  Millimeter  getheilt  ist.  Denn  unter 
solchen  Umständen  besteht  zwischen  je  zwei  unmittelbar  eiuauder 
übergeordneten  oder  zwischen  je  zwei  um  gleich  viel  Systemglie- 


niss;  es  verhiilt  sich  z.  B.  1  Millimeter  zu  1  Zentimeter,  wie  l  Zen- 
timeter zu  1  Dezimeter ,  oder  wie  1  Dezimeter  zu  1  Meter  u.  s.  w., 
und  es  verhalt  sich  auch  1  Millimeter  zu  1  Dezimeter,  wie  1  Zen- 
timeter zu  1  Meter  u.  s.  w.  Demnach  wird  es  unter  manchen 
anderen  IWhnungsvortheilen  thunlich  sein,  dass  man  das  Fazit 
aus  der  Rechnung  mit  einer  Grösse,  welche  als  die  Summe  meh- 
rerer subordinirten  Einheiten  gegeben  war,  nach  den  sich  heraus- 
stellenden Zablwerthen  unmittelbar  auf  einen  anderen  Fall  über- 
trage, wo  die  gegebene  Grösse  nach  höheren  oder  niedrigeren 
Einheiten  benannt  ist,  als  vorhin.    Wäre,  beispielsweise,^  der 
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Umfang  von  einen»  Kreis«,  dessen  Durchmesser  9  Zoll  5  Linien 
beträgt,  gleich  2  Fuss  5  Zoll  7%  Linien;  so  würde  ohne  weitere 
Rechnung  der  Umfang  eines  anderen  Kreises,  dessen  Durchmesser 
9  Fuss  6  Zoll  beträgt,  gleich  2  Ruthen  5  Fuss  7l/T  Zoll  sein,  so- 
bald nur  die  Ruthe  12  Fuss,  der  Fuss  12  Zoll  und  der  Zoll 
12  Linien  enthält,  was  jedoch  keineswegs  wahr  ist,  sobald  die 
Ruthe  16  Fuss,  der  Fuss  12  Zoll  und  der  Zoll  12  Linien  ent- 
hielte, indem  alsdann  erst  aus  einer  neuen  Rechnung  für  den 
Umfang  des  letzteren  Kreises  der  Werth  von  1  Ruthe  13  Fuss 
7l/T  Zoll  gefunden  werden  wflrde. 

Durch  die  beschriebene  gleichmässige  Eintheiiung  der  Einhei- 
ten werden  aber  nicht  bloss  die  verwickeiteren  Rechnungen  mit 
den  Resultaten  einer  wirklichen  Messung  erleichtert,  sondern  es 
gewinnt  auch  die  ganze  Maassbestimmung  selbst  bedeutend  an 
U Übersichtlichkeit  und  Fasslichkeit,  da  sich  hierdurch  das  ganze 
Maasssystcm  in  lauter  Gruppen  absondert,  welche  genau  in  der- 
selben Weise  aus  den  zunächst  vorhergehenden  gebildet  sind,  und 
demzufolge  einen  konsequenteren  Schematismus  darbieten,  an 
welchem  die  zur  Auffassung  verschiedener  Grossen  wer  tbe  erfor- 
derliche Einbildungskraft  eine  kräftigere  Stutze  findet. 

Zu  einem  vollkommenen  Maasssysteme  gehört  also  zuvörderst 
bei  jeder  Grössenart  eine  gleich mäss ige  Eintbeilung  der 
höheren  Einheiten  in  die  nächst  niedrigeren. 


$.  4. 

Durch  die  Bestrebungen  der  Menschheit  werden  nicht  bloss 
Quantitäten  Ein  und  derselben  Grossenart  unter  sich,  z.  B.  Ge- 
wichtsmengen mit  Gewichtsmengen,  sondern  auch  Quantitäten  ganz 
verschiedener  Art  unter  einander  in  Wechselbeziehung  gesetzt.  So 
kommen  Geldsummen  mit  Gewichtsmengen  und  Korpervolumen, 
Zeiträume  mit  Längengrüssen  u.  s.  w.  in  die  mannichfaltigste  Ver- 
bindung und  demnach  in  Rechnungsverknüpfung.  Ist  nun  eine 
jede  Grossenart  nach  einem  besonderen  Prinzipe  der  Maasseinthei- 
lung  gemessen;  so  ist  klar,  dass  bei  einer  Rechnung,  in  welche 
solche  verschiedenartige  Grossen  verwickelt  werden ,  ebendieselben 
Unbequemlichkeiten  entstehen  werden,  welche  vorbin  fär  den  Fall 
angedeutet  sind,  wo  nicht  einmal  die  Einheiten  Ein  und  derselben 
Grössenart  in  eine  gleiche  Anzahl  von  untergeordneten  Einheiten 
konsequent  eingetheilt  waren.  Denn  bei  der  Rechnung,  welche 
immer  in  absoluten  Zahlen  ausgeführt  wird,  verschwindet  das 
Charakteristische,  welches  die  besondere  Art  einer  Grösse  aus- 
macht ,  und  es  bleibt  nur  die  Menge  der  betreffenden  höheren  und 
niedrigeren  Einheiten  einer  jeden  Grossenart  als  Zahlwerth  zu- 
rück. Man  wflrde  also  bei  ungleichen  Maasssystemen  der  Rech- 
nung ebenso  unbehülfliche  Zahlwerthe  darbieten,  wie  wenn  alle 
darin  vorkommenden  Grossen  gleichartig,  aber  nach  verschiedenen 
Prinzipien  gemessen  wären.  Bei  überall  gleichen  Systemen  fände 
dagegen  stets  ein  gleiches  Verhältnis*  zwischen  alten  untergeord- 
neten Einheiten  der  Einen  Grössenart  und  allen  untergeordneten 
Einheiten  einer  anderen  Grössenart  statt,  wodurch  die  grösste 
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Einfachheit  in  den  Beziehungen  der  verschiedenartigen  Grössen 
und  die  erheblichsten  Rechnungsvortheile  erzielt  werden. 

Als  einfaches  Beispiel  zur  Erläuterung  des  eben  Gesagten 
denke  mau  sich  den  Thaler  in  12  Groscnen,  den  Groschen  in 
12  Pfennige,  ferner  das  Pfund  in  12  Loth,  das  Loth  in  12  Quent- 
chen getheilt.  Wenn  alsdann  der  Preis  eines  Pfundes  von  irgend 
einem  Stoffe  7  Rthlr.  4  Gr.  betrügt;  so  ist  ohne  weitere  Rechnung 
der  Preis  eines  Lothes  von  demselben  Stoffe  7  Gr.  4  Pf.  und  der 
Preis  eines  Quentchens  7*%2  Pf.  Die  hierin  liegenden  Rechiiungs- 
vortbeile  sind  auf  keine  YVcise  zu  erreichen,  wenn  das  Geldsystetn 
anders  normirt  ist,  als  das  Gewichtssystem. 

Hiernach  besteht  die  zweite  Bedingung  eines  möglichst  voll- 
kommenen Maasssystems  in  der  Gleichheit  der  Eintheilnng 
der  Maasseinheiten  für  die  verschiedensten  Grössen- 
arten. 

§.5. 

Im  Vorstehenden  ist  hinsichtlich  der  systematischen  Einthei- 
lnng der  Maasseinheiten  bloss  das  allgemeine  Erforderniss  erkannt, 
dass  diese  Eintheilmig  gleich  «ein  müsse  sowohl  für  alle  höheren 
und  niedrigeren  Einheiten  Ein  und  derselben  Grössenart,  z.  B. 
ffir  die  Thaler,  Groschen,  Pfennige  beim  Gelde,  als  auch 
ffir  den  Inbegriff  aller  übrigen  Grösseuarten ,  z.  B.  für  die 
Messung  des  Geldes,  des  Gewichtes,  der  Langen  u.  s.  w. 
Ueber  die  absolute  Menge  der  Einheiten,  welche  hierbei  immer 
eine  nächst  höhere  Einheit  ausmachen  sollen»  oder  über  die 
Grundzahl  des  Maasssystemes  liefert  die  obige  Betrachtung 
noch  keinen  näheren  Anhaltspunkt. 

Jetzt  beachte  man  aber,  dass  wenn  eine  Grössenquantitüt 
praktisch  gemessen  worden  ist,  es  behuf  geistiger  Vergegenwär- 
tigun£  des  Werthes  jener  Quantität  in  Beziehung  zu  der  Maass- 
einheit immer  auf  die  Darstellung  eluer  gewissen  Menge  von  Ein- 
heiten oder  Theilen  dieser  Einheiten  ankommt.  Um  Mengen  aller 
Art  im  Verhältniss  zu  ihrer  Einheit  begrifflich  aufzufassen,  bedie- 
nen wir  uns,  abgesehen  von  allem  empirischen  Inhalte  jener 
Einheit,  der  abstrakten  Zahlen,  welche  ebenfalls  nach  einem 
bestimmten  Systeme  gebildet  sind,  um  der  Einbildungskraft  bei 
der  Auffassung  grosser  Mengen  dadurch  zu  Hülfe  zu  kommen, 
dass  bei  dem  Fortschritte  von  kleineren  zu  grösseren  Mengen 
stets  eine  bestimmte  Anzahl  von  Einheiten  der  niedrigeren  Ord- 
nung zu  Einer  Einheit  der  nächst  höheren  Ordnung  zusammenge- 
faßt werden.  So  zählen  wir  die  Grundeinheiten  unseres  Zahlen- 
systems oder  die  Einer  von  1  Ms  9,  fassen  bei  grösseren  Mengen 
aber  immer  10  Einer  zu  Einem  Zehner  zusammen,  bis  wir  vor 
der  Zahl  100  anlangen,  von  wo  an  wir  immer  10  Zehner  zu  Einem 
Hunderter  vereinigen,  u.  s.  f. 

Das  Zahlensystem  ist  also  gewissermaassen  ein  Maasssystem 
für  alle  Vielheiten  oder  Mengen,  gleichviel,  welche  Bedeutung 
die  physische  Grundeinheit  einer  solchen  Menge  besitzt  und  nach 
welchem  Prinzipe  das  Verhältniss  der  gemessenen  Grösse  zu  jener 
Grundeinheit  bestimmt  ist.  Weicht  nun  das  Zahlensystem  in  sei- 
ner Anordnung  von  dem  speziellen  Systeme  ah,  nach  welchem 
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physisch  eine  Grösse  gemessen  ist;  so  laufen  offenbar  zwei  ver- 
schiedene Prinzipe  nehen  einander  her,  wovon  das  Eine,  nämlich 
das  letztere,  dazu  dient,  die  Entstehung  einer  gewissen  Menge 
aus  seiner  physischen  Einheit  anschaulich  zu  machen,  und  wovon 
das  andere,  nämlich  das  erstcre,  dazu  bestimmt  ist,  überhaupt 
die  Entstehung  von  Meugen  aus  Einheiten  ganz  im  Allgemeinen 
fasslich  zu  machen. 

Da  alle  Rechnungen  in  Zahlen  ausgeführt  werden,  also  sieb 
wesentlich  in  dem  »Schematismus  des  Zahlensystems  bewegen; 
so  leuchtet  auf  den  ersten  Blick  ein,  welche  grosse  Rechnungs- 
vortheile dnreh  die  eben  erwähnte  Verschiedenheit  verloren  gehen, 
und  obgleich  wir  in  der  That  kein  mit  dem  Zahlensystem  über- 
einstimmendes Maasssystem  besitzen  und  uns  der  Umgang  mit 
den  gegenwärtigen  Systemen  zur  innigen  Gewohnheit  geworden 
ist ;  so  wird  sich  doch  Jeder  leicht  von  dem  grossen  Gewinne  an 
Leichtigkeit  und  Eleganz  überzeugen,  welche  die  Rechnungen 
annehmen  würden,  wenn  die  ihnen  unterbreiteten  Grössen  nach 
einem  Prinzipe  gemessen  wären,  welches  mit  der  Zahlenbildung 
genau  harmouirte. 

Der  Ue'bergang  zu  den  sukzessiv  höheren  Einheiten  eines  Ge- 
mässes  würde  getreu  dem  Uebergange  von  Einern  zu  Zehnem ,  zu 
Hundertern,  zu  Tausendern  u.  s.  w.  entsprechen;  ebenso  würde 
ein  Herabsteigen  zu  den  sukzessiv  niedrigeren  Einheiten  gleichen 
Schritt  halten  mit  dem  Herabsteigen  von  Einern  zu  Zehnteln ,  zu 
Hundertsteln ,  zu  Tausendsteln  oder  auch  von  Tausendern  zu  Hun- 
dertern, zu  Zehnern  u.  s.  w. 

Hiermit  verbinden  sich  alle  die  grossen  Bequemlichkeiten, 
welche  aus  der  ungemein  geistreichen  Bezeichnung  der  Zahlen 
durch  die  Stellung  der  Ziffern  entspringen,  und  welche  eben 
so  sehr  den  Rechnungsoperationen  mit  sogenannten  benannten 
Zahlen  zu  gute  kommen  würden,  wie  sie  den  Operationen  mit  un- 
benannten  oder  abstrakten  Zahlen  eigen  sind. 

Wir  charakterisiren  nämlich  den  Rang  oder  den  Werth,  wel- 
chen eine  gewisse  Menge  höherer  Zahleinheiten  im  Vergleich  zn 
einer  gewissen  Menge  der  nächst  niedrigeren  Einheit  besitzen 
soll,  einfach  dadurch,  dass  wir  die  Ziffer,  welche  die  erstere 
Menge  bezeichnet,  nach  der  linken  Seite  vor  die  Ziffer  setzen, 
welche  die  letztere  Menge  bezeichnet.  Demnach  schreibt  sich 
eine  Gesaramfmenge  von  3  Einern,  7  Zehnern  und  2  Hundertern : 
273.  Dieses  Prinzip  wird  in  seiner  vollen  Reinheit  auch  dann  noch 
erhalten ,  wenn  es  darauf  ankommt,  Mengen  von  Einheiten  darzu- 
stellen, welche  sukzessiv  in  absteigender  Linie  auf  die  Einer  oder 
Grundeinheiten  folgen,  indem  man  diese  Theilc  der  Grundeinheit, 
welche  in  Zehnteln,  Hundertsteln,  Tausendsteln  etc.  bestehen,  von 
den  sogenannten  ganzen  Zahlen  durch  ein  Komma  trennt  und  dann 
dieselbe  Reihenfolge  beobachtet.  So  ist  die  Zahl  35,924  der  Aus- 
druck ftlr  3  Zehner,  5  Einer,  Ö  Zehntel,  2  Hundertstel,  4  Tau- 
sendstel. 

Ist  nun  ein  jedes  Maasssystem  ebenso  geordnet,  wie  das  Zah- 
lensystem ;  so  sind  ohne  Weiteres  253  Zoll  gleich  25  Fuss.  3  Zoll 
oder  gleich  2  Ruthen  5  Fuss  3  Zoll.  Ebenso  sind  25,3  Zoll  gleich 
25  Zoll  3  Linien  oder  gleich  2  Fuss  5  Zoll  3  Linien.  Eine  recht- 
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winkliche  Fläche,  welche  11  Rathen  8  Fuss  3  Zoll  lang  und 
2  Ruthen  4  Fuss  0  Zoll  breit  ist,  enthält,  weil  das  Produkt  der 
beiden  Zahlen  1183  und  240  gleich  291018  ist,  29  Quadratruthen, 
10  Quadratfuss  und  18  Quadratzoll. 

Solche  Vereinfachungen  der  Rechnung,  welche  fast  hei  jeder 
Operation  eintreten ,  sinu  ohne  weitere  Erläuterung  für  sich  selbst 
verständlich.  Sie  lassen  sich  in  dem  ungemein  wichtigen  Resul- 
tate zusammenfassen,  dass  bei  Maasssystemen,  welche  mit 
dem  Zahlensysteme  übereinstimmen,  ganz  und  gar 
keine  Redukt'ionsrechnungen  von  höheren  auf  niedri- 
gere oder  von  niedrigeren  auf  höhere  Maasseinheiten 
vorkommen,  sondern  dass  dieses  Geschäft  auf  eine  mechanische 
Trennung  oder  Zusammenstellung  gegebener  Ziffern  hinauslauft, 
da  die  blosse  Stelle  eiuer  jeden  Ziffer  in  einer  benannten  Zahl 
schon  den  Rang  derselben  in  Beziehung  zu  der  Grundeinheit 
versinnlicht 

Hieraus  ergibt  sich  die  dritte  Folgerung,  dass  wenn  die 
Maasssysteme  zu  den  einfachsten  Rechnungen  führen  sollen,  sie 
hinsichtlich  der  Eintheilung  ihrer  Einheiten  ebenso  geordnet 
sein  müssen,  wie  das  absolute  Zahlensystem. 

Dieser  Forderung  haben  die  Franzosen  bei  ihren  neuen  Maass- 
systemen mit  ziemlicher  Konsequenz  zu  entsprechen  gesucht,  in- 
dem sie  in  Betracht  des  dekadischen  Zahlensystems  auch  den 
verschiedenen  Maasssystemen  die  Grundzahl  10  gegeben  haben. 
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Bei  der  letzteren  Untersuchung  ist  nur  von  den  erreichbaren 
Rechenvortheilen  die  Rede  gewesen,  welche  allerdings  zu  der 
eben  ausgesprochenen  Bedingung  führen.  Allein  die  Gemässe 
haben  nicht  bloss  den  Zweck,  Zahlgrössen  für  einen  etwaigen 
mathematischen  Kalkül  vorzubereiten.  Ihr  unmittelbarster  Beruf 
bestimmt  sie,  zu  einer  Verständigung  bei  den  praktischen  Bedürf- 
nissen des  Lebens,  zu  einer  Ausgleichung  der  materiellen  Güter 
und  zu  anderen  Manipulationen,  welche  nicht  bloss  die  Rechner, 
sondern  die  ganze  Masse  des  Volkes  in  eine  Thätigkeit  versetzen, 
wobei  die  Leichtigkeit  oder  Schwierigkeit  des  Rechenexempels 

§anz  in  den  Hintergrund  tritt  und  es  sich  um  Bequemlichkeit  in 
er  Anwendung  eines  gewissen  Maasssystemes  bebuf  direkter 
Erreichung  eines  praktischen  Zweckes  handelt.  Da  fragt  es  sich 
denn  mit  Recht,  ob  das  Dezimalsystem  geeignet  sei,  den  letzteren 
Anforderungen  eben  so  gut  zu  entsprechen,  als  manches  andere, 
und  wenn  dies  nicht  der  Fall  sein  sollte,  ob  die  Wahl  eines  an- 
deren Systems  wegen  der  damit  verbundenen  grösseren  praktischen 
Bequemlichkeit  nicht  die  Aufopferung  gewisser  Rechenvortheile 
hinlänglich  motiviren  möchte,  oder  ob  nicht  sonstige  Einrichtun- 
gen möglich  wären,  welche  eine  Vereinigung  dieser  beiden  Rück- 
sichten zuliessen. 

Wenn  man  beachtet,  dass  ein  gesunder  Sinn,  die  Menschen 
schon  seit  Tausenden  von  Jahren  zu  der  Einführung  geordneter 
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Maasssysteme  geführt  hat,  welch«  seit  deo  ältesten  Zeiten  unter 
Berücksichtigung  der  obwaltenden  Verbältnisse  die  inannichfach- 
sten  Veränderungen  erlitten  haben;  wenn  man  ferner  dabei  er- 
wägt, das»  alle  Kommunikationsmittel,  welche  aus  den  materiellen 
Bedürfnissen  der  Menschheit  entstehen  und  durch  viele  Geschieh ts- 
alter  die  Probe  der  praktischen  Brauchbarkeit  ausgehalten  haben, 
stets  einen  bedeutenden  Grad  von  Vollkommenheit  erreichen,  noch 
ehe  die  Philosophie  mit  kritischem  Lichte  sie  beleuchtet:  so 
mu8s  es  auffallen,  dass  man  in  keinem  Maasssysteme,  welches) 
nicht  aus  der  Neuzeit  herrührt,  die  Grundzahl  10  antrifft.  Die» 
allverbreitete  Grundzahl  jener  Systeme  ist  vielmehr  die  Zahl  12 
oder  ein  Vielfaches  von  12,  welche  bei  den  Untereintheilungen 
öfters  mit  den  in  jener  Zahl  ebenfalls  enthaltenen  Zahlen  3  und 
4  oder  deren  Vielfachen  abwechselt.  So  ist  unter  Anderem  in 
den  verschiedensten  deutschen  und  ausserdeutschen  Ländern: 

Beiden  Längenmaassen:  ]  Ruthe— 12  Fuss  u.  auch  =16  Fuss, 

1  Fuss  =12  Zoll,  1  Zoll  =12  Linien. 

1  Elle  =  4  Viertel  =8  Achtel. 

1  Faden  =6  Fuss. 

1  Lachter  =6  Fuss. 

Bei  den  Flächenmaassen:  1  Feldmorgen  =120  Quadratruthen 

und  auch  =180  Quadratruthen. 

1  Waldmorgen  =1G0  Quadratruthen. 

Bei  den  Körpermaassen :  1  Schachtruthe  =144  Kubikfussond 

auch  =256  Kubikfuss. 

1  Wispel  =  24  Scheffel  und  auch 
=36  Scheffel  und  auch  =40  Hunten. 

1  Scheffel  =4  Vierfass,  1  Vierfass 
=4  Metzeu. 

1  Malter  =80  Kubikfuss. 

1  Oxhoft  =3  Eimer  =6  Anker 
=  180  Quart 

l  Gehräude  =9  Kufen  =18  Fass 

=36  Tonnen. 

Beiden  Zahlmaassen:      l  Gross  =12  Dutzend,  1  Dutzend 

=  12  Stuck. 

1  Schock  =4  Mandel  =60  Stück. 

Beiden  Gewichtsinaassen  1  Zentner  =112  Pfund,  1  Pfund 

=32  Loth,  1  Loth  =4  Quentchen. 

1  Medizinalpfund  =24  Lotb  =12  Un- 
zen =96  Drachmen  =288  Skrupel. 

1  Mark  Silber  =16  Loth. 

1  Mark  Gold  =24  Karat,  1  Karat 
=  12  Gräo. 
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Bei  den  Geldmassen      1  Tbaler  =24  Groscheo,  1  Groschen 

=  12  Pfennig. 

1  Thaler  =48  SchiUing. 

1  Thaler  =72  Groten. 

I  Gulden  =60  Kreuzer,  1  Kreuzer 
=4  Pfennig. 

1  Mark  =16  Schilling. 

Bei  den  Zeitmaassen      1  Jahr  =12  Monat 

1  Tag  =12  Stunden,  1  Stunde  =60  Mi- 
nuten, lMinuten^OÜSekuuden,  1  Se- 
kunde =60  Tertien. 

Bei  den  Winkelmaas sen  1  Kreisumfang  =360  Grad,  1  Grad 

=  60  Minuten,  1  Minute  =60  Se- 
kunden. 

Bei  diesen  Eintheilungen ,  welche  seit  undenklichen  Zeiten  der 
Hauptmasse  der  Maasssysteme  zu  Grunde  gelegen  haben,  spielen 
die  Zahlen  2,  3,  4,  6,  12  als  Grundzahlen  die  wichtigste  Rolle. 
Es  ist  dies  leicht  zu  erklären.  Die  Subdivision  der  höheren 
Maasseinheiten  in  untergeordnete  Einheiten  hat  keinen  anderen 
Zweck,  als  die  schwerfällige  Bezeichnung  kleinerer  Quantitäten 
nach  Bruchtheilen  der  höheren  Einheit  zu  vermeiden,  und  statt 
dessen  ein  rundes  Vielfaches  der  niedrigeren  Einheit  an  die  Stelle 
zu  setzen,  wodurch  denn  auch  die  praktische  Ausfährung  einer 
Thellung  erleichtert  wird,  indem  man  sich  bei  Abmessung  solcher 
kleinerer  Quantitäten  der  betreffenden  Unter-GemHsse  bedient.  Im 
Handel  und  Wandel  des  menschlichen  Lebens  stellen  sich  nun 
ohne  Frage  die  einfachsten  Theilungen  als  die  am  häufig- 
sten  vorkommenden  heraus.  Die  Möglichkeit  und  Leichtigkeit 
solcher  Theilungen  muss  daher  vor  allen  übrigen  seltener  vorkom- 
menden hei  der  Einrichtung  eines  Maasssystenies  vorzugsweise 
berücksichtigt  werden,  und  hieraus  fliesst  die  Forderung,  dass 
jene  sich  täglich  wiederholenden  Tbeilungen  einer  höheren  Maass- 
einheit nicht  bloss  mit  Zuhülfenahme  der  Einheiten  säiumtlicher 
niedrigerer  Ordnungen,  sondern  dass  dieselben  womöglich  bloss 
mit  Zuhülfenahme  der  Einheiten  der  nächst  niedrigeren  Ordnung 
sich  bewerkstelligen  lassen. 

Die  einfachsten  Theilungen  bestehen  nun  aber  in  folgenden: 

1)  in  der  Halbirung; 

2)  in  der  Theilung  in  drei  gleiche  Theile; 

3)  in  der  Theilung  in  vier  gleiche  Theile  oder  in  der  Hal- 
birung der  Hälfte; 

4)  in  der  Halbirung  des  Drittels  oder  in  der  Drci- 
theilung  der  Hälfte,  was  auf  die  Theilung  in  sechs 
gleiche  Theile  hinausläuft; 

5)  in  der  Halbirung  des  Viertels  oder  In  der  Vier- 
th ei  lang  der  Hälfte,  was  auf  die  Theihing  in  Ach- 
tel hinausläuft; 
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0)  in  der  Dreitheilung  des  Drittels,  was  auf  die  Thei- 
lung iu  Neuntel  hinausläuft; 

7)  in  der  Viertheilung  des  Drittels  oder  in  der  Drei- 
theilung des  Viertels,  was  auf  die  Thcilung  in 
Z  w  ö 1  f t e  I  hinausläuft. 

Diesen  Operationen  entspricht  keine  Grundzahl  besser,  als 
die  Zahl  12.  Wenn  diese  Zahl  einem  Maasssysteme  zu  Grunde 
elegt  ist;  so  lassen  sich  die  vorstehenden  Theilungen  ad  1),  k2), 
),  4),  7),  nämlich  die  Theilungen  in  Halbe,  Drittel,  Viertel,  Sechs- 
tel, Zwölftel,  stets  durch  die  Einheiten  der  zunächst  niedrigeren 
Ordnung  ausfuhren ,  und  die  Theilungen  ad  5)  und  0),  nämlich  Hie 
Theilungen  in  Achtel  und  Neuntel,  erfordern  nur  ein  Herabsteigen 
zu  den  Einheiten  der  zweiten  Ordnung. 

Wollte  man  mit  den  Vortheilen  der  Theilung  in  Halbe,  Drit- 
tel und  Viertel,  womit  die  anderen  ebengenannten  Vortheile  hin- 
sichtlich der  Theilung  in  Sechstel,  Achtel,  Neuntel,  Zwölftel 
unzertrennlich  verbunden  sind,  noch  gleiche  Vortheile  für  die 
Theilung  in  Fünftel  zu  erreichen  suchen;  so  wäre  hierzu  noth- 
wendig  eine  Grundzahl  erforderlich,  welche  nicht  kleiner  sein 
konnte  als  60.  Diese  Zahl  ist  offenbar  viel  zu  gross,  um  über- 
sichtliche Systeme  zu  ergeben.  Es  bliebe  daner,  wenn  die 
Fünftheilung  durchaus  in  der  obigen  Weise  berücksichtigt  wer- 
den sollte,  Nichts  weiter  übrig,  als  die  bequeme  Theilung  in 
Drittel  oder  in  Viertel  zum  Opfer  zu  bringen.  Augenschein- 
lich würde  ein  solches  Verfahren,  wenn  man  die  praktische  An- 
wendung des  Maasses  auf  die  Vorgänge  im  gewöhnlichen  Lebeu 
im  Ausge  hat,  durchaus  nicht  gerechtfertigt  sein,  da  die  Fünfthei- 
lung eine  sehr  untergeordnete  Rolle  gegen  die  Drei-  oder  Vier- 
theilung spielt,  ja  sogar  im  Vergleich  zu  den  letzteren  als  Sel- 
tenheit betrachtet  werden  muss. 

Hieraus  erklärt  sich  zur  Genüge,  wie  die  Volker  bei  ihren 
Maasssystemen  vorzugsweise  auf  die  Grundzahl  12  gekommen  sind, 
und  der  Grundzahl  10  unseres  jetzigen  Zahlensystems  fast  gar 
keine  Rechnung  getragen  haben,  indem  sich  durch  die  letztere 
Zahl  bei  Zuhülfenahme  der  nächst  niedrigeren  Ordnungen  nur 
Theilungen  in  die  Hälfte,  in  Fünftel  und  in  Zehntel  vornehmen 
lassen,   wogegen  Theilungen  in  Viertel  schon  die  zu  zweit  fol- 

Smde  Ordnung,  und  Theilungen  in  Achtel  die  zudritt  folgende 
rdnung  in  Anspruch  nehmen,  und  Theilungen  in  Drittel,  Sechs- 
tel, Neuntel  ganz  und  gar  nicht  bewirkt  werden  können,  selbst 
wenn  das  Maasssystem  eine  unendliche  Menge  von  untergeordne- 
ten Einheiten  besässc  und  man  alle  sukzessiven  Ordnungen  zu 
Hülfe  nehmen  wollte. 

Das  Duodezimalsystem  hat  aber  vor  dem  Dezimalsysteme 
nicht  allein  den  Vorzug,  dass  sich  damit  die  am  häufigsten  vor- 
kommenden, also  wichtigsten  Theilungen  bequem  bewerkstelligen 
lassen,  sondern  auch  noch  den,  dass  sich  überhaupt  eine  weit 

grössere  Menge  von  Rruchtheilen  einer  jeden  Maasseinheit 
urch  die  niedrigeren  Einheiten  darstellen  lassen.  Dies  lässt  sich 
am  besten  übersehen,  wenn  man  auf  jene  Eigenschaft  für  beide 
Systeme  alle  echten  Brüche  prüft,  deren  Neuner  bis  zu  Ein  und 
derselben  Höhe  hinaufreichen. 


"Digitized  by  Google 


13 


Untersuchen  wir  z.  B.  alle  echten  Brüche,  deren  Nenner  die 
Zahlen  2,  3,  4,  5....  12  sind;  so  gibt  es  deren  im  Ganzen  06  Stück 
(von  denen  einige  %,  y3,  a/3,  »/4,  %,  %,  %,  %,  %,  %  etc.  sind). 
Von  diesen  60  Brüchen  Kind  im  Duodezimalsysteme  38  Stück 
(worunter  die  7  wichtigen  Stammbrüehe  y3,  y4,  '/ö,  yg,  y9,  y^), 
im  Dezimalsysteme  jedoch  nur  28  Stück  (worunter  die  5  weniger 
»vkhtigen  Stammbrüehe  V4,  %,  J/Ä,  y8,  %0)  durch  die  Einheiten 
der  niedrigeren  Ordnungen  darstellbar.  Die  Menge  solcher  Brüche 
ist  also  im. ersteren  Systeme  um  ein  Drittel  grosser ,  als  im  letz- 
teren, und  dabei  können  sämmtliche  38  erstere  Brüche  mit  Hülfe 
der  zwei  zunächst  aufeinander  folgenden  niedrigeren  Ordnungen 
ausgedruckt  werden,  während  die  letzteren  28  Brüche  die  Zu  hülfe  - 
nähme  der  drei  auf  einander  folgenden  Ordnungen  noth wendig 
machen,  also  trotz  ihrer  kleineren  Menge  noch  grossere  Unbe- 
quemlichkeiten mit  sieh  führen.   Es  ist- z.  B. 

im  Duodezimalsysteme 
Ruthen  —9  Fuss, 
%  Kuthen  =7  Fuss  6  Zoll, 


dagegen  im  Deziraa  Isystei 
»/4  Ruthen  =7  FussSZoll, 
%  Ruthen  =6Fuss2Zoll5Limen. 


Noch  bedeutender  wird  die  Menge  der  durch  niedrigere  Ein- 
heiten messbaren  Brüche  im  Duodezimalsysteme  im  Vergleich  zu 
denen  des  Dezimalsystems ,  wenn  man  clie  Untersuchung  weiter 
ausdehnt.  Unter  sämuitlichen  echten  Brüchen ,  deren  Nenner  bis 
zur  Zahl  1728  hinaufreichen,  befinden  sich  nämlich  17193  Stück, 
welche  durch  das  Dundczimalsystem,  dagegen  nur  11494,  welche 
durch  das  Dezimalsystem  genau  darzustellen  sind,  so  dass  also 
hier  schon  diu  Menge  der  ersteren  ändert  ha  Ihnial  so  gross  ist, 
als  die  der  letzteren,  wobei  die  letzteren  noch  eine  viel  grössere 
Reihe  von  untergeordneten  Einheiten  erfordern,  als  die  ersteren, 
und  an  sich  selbst  viel  unwichtiger  sind. 

Die  ebenerwühnten  Vortheile  des  Duodezimalsystems  stellen 
sich  bei  der  Reduktion  der  in  Bruch  form  gegebenen  Theile  der 
höheren  Einheiten  auf  niedri gere  heraus.  Bei  der  umgekehr- 
ten Operation,  nämlich  bei  der  Zurückführung  der  niedrigeren 
Einheiten  auf  höhere,  machen  sich  ähnliche  Bequemlichkeiten 
fühlbar.  Wenngleich  bei  dezimaler  Eintheilung  die  niedrigeren 
Einheiten  stets  solche  Brüche  der  höheren  Einheiten  sind ,  welche 
zu  Nennern  die  Zahlen  10,  100,  1000  etc.  haben,  mithin  in  der 
Form  von  Dezimalbrüchen  auftreten  können  und  in  dieser  Gestalt 
bei  vielen  Rcchnungsprozessen  Erleichterung  mit  sich  führen ;  so 
ist  doch  klar,  dass  in  vielen  Fällen,  wo  es  auf  die  Anschauung 
der  möglichst  einfachen  Verhältnisse  zwischen  zwei  Grössen  an- 
kommt, die  Form  der  gewöhnlichen  Brüche  vor  der  der  Dezi- 
malbrüche den  Vorzug  verdient,  und  dass  sogar  hei  vielen  Rech- 
nungen eine  Operation  mit  gemeinen  Brüchen  Vortheile  vor  der 
Operation  mit  Dezimalbrüchen  besitzt.  Das  Letztere  werden 
selbst  Diejenigen  nicht  verkennen,  denen  der  Umgang  mit  Dezi- 
malbrüchen so  geläufig  geworden  ist,  wie  mit  ganzen  Zahlen,  und 
welche  dessenungeachtet  unter  gar  manchen  Umständen,  wo  beide 
Bruchforinen  zulässig  wären ,  doch  die  Form  der  gemeinen  Brüche 
wählen.   Wejn  würden  nicht  sehr  häufig  die  einfachen  Ausdrücke 
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}4>  %>  %  ^  w*  erwünschter  sein,  als  die  gleichbedeutenden 
Dezimalbrüche  0,5;  G\375;  0,3333333....  u.  s.  w.?  Zu  solchen  ein- 
fachen genieinen  Brüchen  führt  aber  das  Duodezimalsystem  bei 
der  Znrückftibrung  der  Einheiten  niedriger  Ordnung  auf  Einheiten 
höherer  Ordnung  in  bedeutend  öfteren  Fällen,  als  das  Dezimal- 
system, weil  die  Grundzahl  12  nicht  bloss  mehr,  sondern  auch 
häufiger  im  gemeinen  Leben  vorkommende  Faktoren  2,  3, 
4,  6  enthält,  als  die  Grundzahl  10,  welche  nur  die  beiden  Fakto- 
ren 2  und  5  besitzt. 

Aus  diesen  gewichtigen  Gründen  behauptet  denn  die  duodezi- 
male Eintheilung  der  Maasssysteme  für  den  praktischen  Gebrauch 
einen  entschiedenen  Vorzug  vor  der  dezimalen,  und  es  kann  nicht 
befremden,  wie  jene  erstere  Eintheilung  sich  durch  alle  Menschen- 
alter  der  Vergangenheit  den  Vorrang  erkämpft  hat  Ehe  die 
Masse  des  Volkes  durch  den  Aufschwung  der  Kultur  befähigt 
war,  die  Resultate  der  Messungen  in  mancherlei  arithmetische 
Kechnungsverknüplungen  zu  verflechten,  waren  jene  Maasssysteme» 
wenn  auch  in  unvollkommener  Durchbildung,  doch  in  den  Haunt- 
zügen,  nach  den  dringenden  Erfordernissen  aufgebauet,  welcne 
der  gemeine  Lebensverkehr  erheischt,  und  welche  unabhängig; 
sind  von  der  Eigenschaft,  dass  die  aus  den  Messungen  sich  erge- 
benden Zahlwerthe  auch  mit  aller  erreichbaren  Leichtigkeit  in 
einen  komplizirteren  Kalkül  eintreten  können. 

,  .  yy 

Erst  als  das  dekadische  Zahlensystem  und  die  gegenwi 
Bezeichnung  der  Zahlen  durch  die  arabischen  Ziffern  allgemeinen 
Eingang  fand,  und  die  fortschreitende  Bildung  der  Menschheit 
alle  Klassen  in  immer  höhere  industrielle  Thätigkeit  und  in  die 
Noth wendigkeit  versetzte,  die  Grösseumessungen  zu  vielfachen 
arithmetischen  Operationen  zu  benutzen,  gaben  sich  allmählig  die 
Uebelstände  kund ,  welche  aus  der  Verschiedenheit  der  Maass- 
systeme und  des  Zahlensystems  hervorgehen  und  welche  bereits 
weiter  oben  angezeigt  sind.  'J*i^ÄB 


<  t  w 


Da  nun  ans  den  früheren  Betrachtungen  folgte,  dass  ein  voll» 
kommenes  Maasssystem  wegen  der  beabsichtigten  Rechen  Vor- 
th eile  mit  dem  Zahlensysteme  übereinstimmen,  also  nach  der 
Grundzahl  10  geordnet  sein  müsse,  dagegen  aus  der  letzteren 
Betrachtung  sich  ergibt,  dass  die  grösste  Vollkommenheit  eines 
Maasssystemes  in  Rücksicht  auf  praktisch e  Verwendung  nur 
bei  der  Grundzahl  12  erreicht  werden  kann;  so  sind  wir  in  einen 
Konflikt  der  Argumente  gerathen,  welcher  von  zwei  ganz  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  aus  betrachtet  werden  muss  und 
demnach  leicht  die  Richter  in  zwei  einander  schroff  gegenüber 
stehende  Parteien  trennen  kann,  jenachdem  der  eine  Theil  diese, 
der  andere  Theil  jene  Vortheile  mit  hartnäckiger  Verkennuog  der 
gegen  ihn  sprechenden  Nachtheile  in  die  Wagschale  legt.  Die 
Entscheidung  darf  jedoch  bei  einer  so  wichtigen  Angelegenheit 
unmöglich  schwankend  bleiben  und  ohne  die  sorgfältigste  Prüfung 
alles  pro  et  contra  gefällt  werden. 
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Nach  meiner  persönlichen  Ueberzeugung  verdienen  die  oben 
angeführten  praktischen  Vortheile  des  Duodezimalsysteras  das 
Uehergewicht  Aber  die  theoretischen  Vortheile  des  Dezimal- 
systems. Obgleich  eine  solche  individuelle  Ansicht  von  geringem 
Belang  ist,  wenn  sie  sich  bloss  gelühlsweise  aut  eine  oberfläch* 
liehe  Abschätzung  der  sich  gegenseitig  ausschliessenden  Vortheile 
stutzt  und  oicht  evidente  Motive  herausstellt;  so  glaube  ich  doch, 
dass  dieses  Urtheil  wenigstens  frei  von  dem  Verdachte  der  Par- 
teilichkeit sich  hören  lassen  kann,  da  ich  in  meiner  Stellung  als 
Techniker  nur  sehr  wenig  von  jenen  praktischen  Vorlheilen 
eines  Maasssystemes  zu  erfahren  habe,  hingegen  vorzugsweise 
von  alle  den  Unbequemlichkeiten  betroffen  werde,  welche  aus  der 
Schwerfälligkeit  der  Rechnung  mit  gemessenen  Grossen  hervor- 
gehen. Inzwischen  stehen  dieser  Ansicht  folgende  erhebliche 
Motive  zur  Seite. 

Unter  der  Unbeholfenheit  des  Dezimalsystems  bei  seiner 
praktischen  Verwendung  in  dem  gewöhnlichen  Verkehre  des  Lebens 
nat  die  gesammte  Masse  des  Volkes  zu  leiden.  Die  Be- 
quemlichkeit dieses  Systeme«  bei  Rechnungsoperationen  kommt 
jedoch  nur  einer  sehr  kleinen  Klasse  von  Menschen  zu 
gute,  denen  ihr  Beruf  die  Ausführung  vieler  Rechenoperationen 
mit  gemessenen  Grossen  auferlegt.  Diese  Klasse  umfasst  noch 
keineswegs  Jedermann,  welcher  häufig  in  die  Lage  kommt,  leichte 
Rechnungen  anzustellen.  Es  sind  davon  ausgeschlossen  alle  Die- 
jenigen, welche  zum  Behuf  der  Befriedigung  der  alltäglichen 
Lebensbedürfnisse  einfache  Exempel  zu  lösen  haben,  die  Kauf- 
leute, Handwerker  u.  A. ;  denn  bei  deren  Rechnungen  ist  in  der 
Regel  die  Form  der  Dezimalbrüche  viel  unbequemer,  als  die  der 
gemeinen  Brüche,  und  es  ist  schon  weiter  oben  angeführt,  dass 
das  Duodezimalsystem  viel  öfter  auf  einfache  gemeine  Bräche 
führt,  als  das  Dezimalsystem.  Hiernach  kommt  nur  diejenige 
Klasse  in  Betracht,  welche  zu  höheren  technischen  und  wissen- 
schaftlichen Zwecken  komplizirtere  Rechnungen  anzustellen  hat. 
Ich  «glaube,  dass  die  Letzteren  wegen  ihrer  Minorität  ihre  speziel- 
len Wünsche  dem  ersteren  grossen  Theile  des  Volkes  eher  zum 
Opfer  bringen  können,  als  umgekehrt,  und  dieses  um  so  mehr, 
da  sie  vermöge  ihrer  wissenschaftlichen  Ausbildung  und  der  da- 
mit erworbenen  Rechenfertigkeit  leichter  im  Stande  sind,  gewisse 
theoretische  Schwierigkeiten  zu  überwinden,  als  die  übrigen  Klas- 
sen Im  Stande  sind,  die  erwähnten  Belästigungen  beim  gewöhn- 
lichen Gebrauche  der  Gemässe  zu  ertragen.  Dazu  kommt  noch, 
dass  jener  wissenschaftlichen  Klasse  manche  liülfsmittel  zu  Ge- 
bote stehen,  um  sich  bei  der  Verwendung  eines  gewissen  Maas- 
ses  zu  besonderen  Zwecken  von  vorn  herein  die  gewünschten 
Rechenvortheile  zu  sichern.  So  würden  z.  B.  die  Geodäten,  welche 
bei  ihren  rein  geometrischen  Arbeiten  der  oben  angeführten  prak- 
tischen Vortheile  des  dnodezimalen  Maasssystemes  nicht  bedürfen, 
und  denen  auch  die  beschrankte  Stufenleiter  der  Begriffe:  Ruthe, 
Fuss,  Zoll,  Linie,  gleichgültig  sein  kann,  da  sie  ja  doch  häufig 
rn  die  Lage  kommen,  wo  diese  Reihe,  selbst  weou  sie  eine  dezi- 
male Anordnung  hesasse,  we^en  ihrer  wenigen  Glieder  nicht  aus- 
reicht, nur  die  Grundeinheit  ihres  Msassstabes  oder  ihrer  Mess- 
kette, z.  B.  die  Ruthe,  dekadisch  abzutheilen  brauchen;  die 
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Aufzeichnung  der  mit  solchen  Stäben  gemessenen  Längen  würde 
alsdann  stets  in  Form  von  Dezimalbrüchen  erfolgen,  deren  Ein- 
heit die  Länge  einer  Ruthe  ist,  ohne  dass  jene  Geometer  mit 
dem  Werthe  einer  jeden  Zifferstelle  einen  anderen  Hegriff,  als  den 
des  lOten,  lOOsten,  lOOOsten  etc.  T heiles  einer  Ruthe  verbänden. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt,  dass  ein  konsequent 
durchgeführtes  Duodezimalsystem  das  praktischste 
von  all  en  anderen  ist  und  demnach  erstrebt  werden  muss. 

Gegen  diese  Ansicht  scheint  die  Thatsache  zu  sprechen,  dass 
die  Franzosen  in  der  neueren  Zeit  hei  einer  Umgestaltung  ihrer 
Maasse  dem  Dezimalsysteme  den  Vorzug  gegeben  und  dasselbe 
in  ziemlicher  Reinheit  und  Allgemeinheit  eingeführt  haben.  Allein 
das  blosse  Faktum  der  Einführung  eines  Maasssysteins  beweist 
nur  die  grossen  Hoffnungen,  die  man  darauf  gesetzt  hatte» 
nicht  aber  die  entschiedene  Vorzüglichkeit  jenes  Systeme«.  Jene 
Hoffnungen  waren  bei  dem  französischen  Dezimalsysteme  lediglich 
auf  die  mancherlei  Rechenvortheile  gestützt,  zu  denen  da» 
fragliche  System  unbestreitbar  Gelegenheit  gibt;  mau  hat  also 
vorzüglich  dem  mathematisch  gebildeten  Publikum  in  die  Hände 
gearbeitet,  ohne  auf  die  Bedürfnisse  des  gewöhnlichen  Lebens 
Rücksicht  zu  nehmen.  Dass  aber  das  französische  IVIaasssy stein 
für  den  Gebrauch  in  Handel  und  Wandel  weit  unvollkommener 
ist,  als  ein  konsequentes  Duodezimalsystem,  geht  nicht  allein  aus 
den  obigen  allgemeinen  Betrachtungen,  sondern  aus  der  Erfahrung 
selbst  hervor. 

Im  französischen  Längensysteme  existiren  dem  Namen  nach 
in  aufsteigender  Reihenfolge  die  Einheiten:  Millimeter,  Zentime- 
ter, Dezimeter,  Meter,  Dekameter,  Hektometer,  Kilometer,  Myria- 
meter,  wovon  das  Meter  die  Grundeinheit  bildet.    Wenn  man 
jedoch  die  praktische  Verwendung  dieser  Maasseinheiten,  wie  sie 
in  Frankreich  wirklich  vorkommt,  näher  beachtet;  so  findet  man, 
dass  bei  der  Bestimmung  der  gewöhnlichen  Längen  in  den  Werk- 
stätten und  in  der  Natur  fast  ausschliesslich  das  Meter  mit  dem 
Zentimeter  in  Gebrauch  ist,  ohne  dass  die  dem  Meter  zuuächst 
liegenden  Einheiten  Dezimeter  und  Dekameter  mit  herangezogen 
werden,  wogegen  man  sich  bei  sehr  kleinen  Längen  des  Millime- 
ters ohne  die  höheren  Einheiten,  und  bei  sehr  grossen  Längen 
des  Kilometers  oder  Myriaroeters  ohne  die  niedrigeren  Einheiten 
bedient.    So  sagt  und  schreibt  man  gewöhnlich  3  Nieter  75  Zenti- 
meter filr  eine  Lance  von  3%  Meter  oder  von  3  Meter  7  Dezinie- 
ter 5  Zentimeter.   Es  erklärt  sich  dies  leicht  aus  dem  Umstände, 
dass  1  Meter  mit  Hülfe  des  Dezimeters  weder  in  3,  noch  in  4> 
noch  in  (>,  also  nicht  einmal  in  die  so  häufig  vorkommenden  gleichen 
Theile  getheilt  werden  kann,  dass  eine  Theilung  in  8  gleiche 
Theile  drei  nächst  niedrigere  Ordnungen,  nämlich  Dezimeter, 
Zentimeter  und  Millimeter,  in  Anspruch  nehmen  würde,  und  dass 
eine  Theilung  in  3,  6,  9  gleiche  Theile  sogar  mit  Hülfe  aller 
denkbaren  dezimalen  Unter-Einheiten  unmöglich  ist,  indem  z.  B. 
%  Meter  =3  Dezimeter  3  Zentimeter  3,3333....  Millimeter  sein 
würde.   Diesem  grossen  Uebelstande,  welcher  durch  die  in  prak- 
tischer Beziehung  höchst  unwichtige  Möglichkeit  einer  Theilung 
in  5  gleiche  Theile  nicht  im  entferntesten  ausgeglichen  wird,  ent- 
geht man  nun  einigermaassen  durch  die  Unterdrückung  des  Dezi- 
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meters.  Es  entstellen  alsdann  auf  dem  Meter  100  Abschuitte 
gleich  Einem  Zentimeter,  wodurch  Thcilungen  in  Viertel  möglich 
werden,  und  die  Tbeilungen  in  Drittel,  Sechstel,  Achtel,  Neun* 
tel  mit  Aufopferung  der  strengen  Genauigkeit  näherungs weise 
bewirkt  werden  können.  Diese  gleichwol  unzulängliche  Prozedur 
hat  dann  aber  zum  Gefolge,  dass  man  sich  stets  mit  einer  zwei- 
ziffrigen  Menge  von  Zentimetern  befassen  muss,  welche  in  dem 
grossen  Zwischenräume  von  1  bis  100  varürt,  und  demnach  ge- 
wiss nicht  auf  Bequemlichkeit  Anspruch  machen  kann. 

Noch  deutlicher  bcthätigt  sich  das  eben  Gesagte  bei  dem  fran- 
zösischen Geldsysteme,  wo  man  sogar  die  nächste  Untereinheit 
des  Franken  ganz  aus  dem  Systeme  gestossen  und  dafür  die  dann 
folgende  Einheit,  nämlich  den  lOOstcn  Theil  des  Franken  unter 
dem  Namen  der  Zentime  aufgenommen  hat. 

Mehr  noch,  als  alles  Vorstehende,  wird  aber  das  Vertrauen 
in  das  Ideal  des  franzosischen  Dezimalsysteme«  dadurch  erschüt- 
tert, dass  sich  neben  jenem  Systeme  noch  manches  andere  neue 
Duodezimalmaass  in  Frankreich  die  Bahn  gebrochen  hat  und 
zur  Anwendung  kommt.  So  existirt  der  sogenannte  neue  Fuss 
=  ls  Meter.  Dieser  Fuss  ist  in  1*2  Zoll  und  der  Zoll  in  12  Linien 
getheilt.  Man  hat  eine  neue  Elle  von  12  Dezimeter  Länge,  welche 
in  Halbe  und  Viertel  getheilt  ist. 

Endlich  haben  die  Franzosen  es  gar  nicht  einmal  gewagt,  die 
alte  duodezimale  Zei tei ntheilun g  des  Jahres  in  Monate,  des 
Tages  in  Stunden,  der  Stunden  in  Minuten  u.  s.  w.  anzutasten 
una*  in  ein  dezimales  System  zu  beugen.  Nicht  bloss  die  daraus 
entstehende  Disharmonie  mit  anderen  Volkern,  auch  die  grosse 
Störung  der  Gewohnheiten  im  eigenen  Lande  wurde  einen  solchen 
Versuch  unmöglich  gemacht  haben,  und  so  ist  daher  das  Prinzip 
der  Dezimaltheilung  selbst  in  Frankreich  nicht  in  vollkommener 
Reinheit  auf  alle  Grossenmaasse  übertragen  worden ,  weil  die  An- 
forderungen des  bürgerlichen  Lebens  ein  entschiedenes  Veto  ein- 
legten und  sich  nicht  durch  die  dem  Gelehrten  zu  gute  kommen- 
den Kechenvortheile  übertönen  Hessen. 

Diese  Bemerkungen  über  das  französische  Dezimalsystem  fal- 
len also  ebenfalls  zu  Gunsten  des  Duodezi  in  almaasses  ins 
Gewicht  und  machen  es  wünschenswertb ,  dass  das  letztere  mit 
möglichster  Konsequenz  für  dds  praktische  Leben  eingeführt 
werde,  wobei  es  den  zu  wissenschaftlichen  Zwecken  Openreuden 
überlassen  bleiben  kann,  eine  jede  beliebige  Einheit  aus  jenem 
Systeme  für  besondere  Tendenzen  besonders  zu  theilen,  ohne  die- 
sen Theilen  eigeue  Namen  beizulegen. 

§.8. 

Es  wird  wohl  Niemand  geben,  welcher  den  im  Vorstehenden 
erörterten  Konflikt  zwischen  dem  dezimalen  Mnasssvsteme  und 
den  praktischen  Bedürfnissen  des  Lebens  oder  den  Konflikt  zwischen 
dem  ditodezimalen  Maasssysteme  und  den  Bedürfnissen  der  Wis- 
senschaft sehr  beklagte,  da  dies  offenbar  Hindernisse  sind,  welche 
eine  allseitige  Vollkommenheit  des  Maasssystem  es  unmöglich 
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machen.  Fragt  man  nun ,  ob  es  Mittel  gebe,  jene  widerstreben 
den  Pole  au  rereinigen  und  worin  dieselben  bestehen;  so  ist 
klar,  dass  die  auf  den  einfachen  Theilungen  und  auf  dem  Stre- 
ben nach  niöchlichst  einfachen  Verhältnisszahlen  beruhenden  Lebens 
bedürfnisse  durch  Nichts  alterirt  werden  können:  dahingegen basiren 
sich  die  Operationen  der  mathematischen  Wissenschalt  auf  den 
Gebrauch  eines  rein  erfundenen  und  durch  keine  äussere  Not- 
wendigkeit bedingten  Zahlensystenies.  Dieses  Zahlensystem  ist 
trauriger  Weise  dekadisch  oder  nach  der  Grundzahl  10  geordnet, 
und  damit  bei  der  ersten  Anlage  verunglückt.  Welche  Berech- 
tigung hat  die  aus  den  beiden  Pnmfaktoren  2  und  5  bestehende 
Zahl  10?  Es  lässt  sich  keine  nennen,  als  dass  jene  Zahl  nicht 
übermässig  gross  und  auch  nicht  übermässig  kleiu  sei,  also  bei 
ihrer  Verwendung  als  Grundzahl  ein  fassliches  und  übersichtliches 
Zahlensystem  ergebe,  in  welchem  zuletzt  ein  jedes  Grössenver- 
hältniss  seinen  Platz  findet  Im  Uebrigen  bietet  sie  die  unerheb 
liebsten  Vortheile. 

Man  hatte  statt  der  Gruudzahl  10  mit  gleichem  Rechte  auch 
die  aus  den  beiden  Prinifaktoren  2  und  /  bestehende  Zahl  14 
wählen  können.  Das  hieraus  entstehende  Zahlensystem  wurde 
jeden  Vergleich  mit  unserem  jetzigen  aushalten,  da  die  beiden 
Faktoren  5  und  7  in  der  Natur  der  Dinge  gewiss  sehr  nahe  eioe 
gleiche  Rolle  spielen.  Wir  haben  uns  nur  zu  sehr  an  das  jetzige 
Zahlensystem  gewöhnt,  um  diese  Behauptung  nicht  sofort  mit 
aller  Deutlichkeit  einzusehen;  aber  eine  sorgfältige  Ueberlegung 
wird  hierüber  gewiss  bei  Wenigen  einen  Zweifel  übrig  lassen. 

Es  scheint  mir,  als  ob  kein  erheblicherer  Umstand,  als  der 
Hinblick  auf  die  2  mal  5  Finger  'an  Händen  und  Fussen  den  Im- 
puls zu  unserem  dekadischen  Zahlensysteme  gegeben  hätte,  und 
dass  wir,  wenn  uns  der  Herrgott  mit  2  mal  7  ringern  erschaffen 
hätte,  jetzt  ein  Zahlensystem  nach  der  Grundzahl  14  besitzen 
würden.  Diese  Vermuthung  liegt  nahe,  wenn  man  erwägt,  das» 
im  roh  es  ten  Kulturzustande  der  VGlker  die  Worte  für  Begriffe 
—  und  Zahlen  sind  Begriffe  —  seltener  sind ,  und  dass  die  unkul- 
tivirten  Völker  wie  unmündige  Kinder  anfänglich  zu  ostensibelen 
Zeichen  ihre  Zuflucht  nehmen.  Solche  Zeichen  für  Mengen  bieten 
sich  durch  die  hervorstehenden  Finger  sehr  natürlich  dar,  und 
man  sieht  noch  heute,  wie  die  Menschen  häufig  ihre  kleineren 
Zahlangaben  durch  cutsprechende  Gestikulationen  der  Hände  und 
Finger  begleiten.  Auch  wird  jene  Ansicht  durch  das  Faktum  un- 
terstützt, dass  es  in  Amerika,  namentlich  an  der  Mosquitoküste, 
eingeborene  Völker  gibt,  welche  nach  Händenvoll  a  5  Stück 
zählen,  indem  sie  die  üherschiessenden  Einer  besonders  benen- 
nen, dabei  die  Hände  vorhalten  und  hei  einer  Menge  von  20  die 
Hände  mit  ausgespreizten  Fingern  den  Fussspitzen  zuneigen,  um 
auf  die  Summe  der  Finger  und  Zehen  zu  deuten. 

So  haben  die  zufälligsten  Dinge,  welche  während  der  Kind- 
heit des  Menschengeschlechtes  der  Darstellung  von  Mengen  zum 
ersten  Anhaltspunkte  dienten,  den  Grund  zu  einem  Systeme  ge- 
legt, welches  später  mit  aller  Konsequenz  auf  die  Darstellung  der 
grössten  und  kleinsten  Mengen  ausgebildet  ist,  ohne  dass  man 
sich  je  Rechenschaft  gab,  ob  der  Nerv  jenes  Systemes  die  Be- 
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dingungen  in  sich  vereinigte,  welche  den  Umgang  mit  einem  sol- 
chen (Systeme  behuf  Ausführung  der  verschiedensten  Zahlenkom- 
binationen  zu  dem  möglich  bequemsten  machte.  Kann  sich  die 
erleuchtete  Menschheit  im  fortwährenden  Drängen  nach  Vervoll- 
kommnung aller  ihrer  Zustände  und  Beschäftigungen  dabei  beruhi- 
gen, dass  ihren  Vorvätern  eine  kritische  Einsicht  in  die  Folgen 
einer  höchst  wichtigen  Institution  unmöglich  war,  und  dass  die 
Kurzsichtigkeit  jener  Anfänger  den  späteren  Geschlechtern  eine 
Gewohnheit  auferlegt  hat,  welche  jetzt  gewissermaassen  in  das 
Blut  aller  Volksklassen  übergegangen  und  demnach  nur  mit  gros« 
sen  Schwierigkeiten  zu  vertilgen  und  durch  eine  neue  zu  ersetzen 
ist,  welche  erst  nach  völliger  Vergessenheit  der  alten  ihre  segens- 
reichen Früchte  trägt?  Gewiss  nicht  dürfen  solche  Rücksichten 
und  Schwierigkeiten  das  Streben  nach  einem  Ziele  vernichten, 
welches  als  eine  wahrhafte  Verbesserung  des  bisher  Bestandenen 
erkannt  wird. 

Es  liegt  aber  zu  Tage,  dass  das  natürlichste  und  durch  innere 
Gründe,  gerechtfertigte  Zahlensystem  auf  keine  andere,  als  diq 
Grundzahl  12  basirt  werden  kann,  dass  dasselbe  also  dodeka- 
dUch  oder  duodezimal  geordnet  werden  muss.  Diese  Zahl  ist 
weder  zu  gross,  noch  zu  klein,  um  unübersichtliche  Gruppen  von 
subordinirten  Einheiten  zu  ergeben.  Ausserdem  hat  sie  die  aus* 
gezeichnete  Empfehlung  für  sich,  dass  sie  durch  die  Reihe  der 
einfachsten  Zahlen  2,  3,  4,  6  theilhar  ist,  und  dass  Theilungen 
durch  8  und  9  schon  mit  Hülfe  von  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgenden  Einheiten  bewerkstelligt  werden  können.  Diese  Eigen- 
schaft macht  die  Zahl  12  fähig,  in  die  einfachsten  und  am  häufig- 
sten vorkommenden  Theilungsverhältnisse  des  menschlichen  Lebens 
einzutreten,  wodurch  Vortheile  gewonnen  werden,  welche  nicht 
bloss  für  die  gewöhnlichsten,  sondern  sogar  für  die  komplizirte- 
sten  mathematischen  Operationen  von  Wichtigkeit  sind ,  und  welche 
einisermaassen  aus  den  früheren  Anführungen  über  die  Bequem- 
lichkeit der  Grundzahl  12  zu  Maasssysteraen  verstanden  werden 
können.  Keine  kleinere  Zahl  als  12  bietet  jene  Eigenschaften  dar, 
und  unter  allen  grösseren  Zahlen  ist  die  Zahl  24  die  kleinste, 
welche  dieselben  Eigenschaften  besässe.  Diese  Zahl  24  ist  jedoch 
jedenfalls  zu  gross,  um  ein  übersichtliches  Zahlensystem  zu 
liefern.  • 

Da  nun  durch  die  Einfuhrung  der  Grundzahl  12  in  das  abso- 
lute Zahlensystem,  wenn  gleichzeitig  auch  das  Maasssyslem 
eine  duodezimale  Eintheilung  erhält,  für  das  letztere  System  nicht 
bloss  alle  früher  erwähnten  praktischen,  sondern  auch  alle  theo- 
retischen Vortheile  errungen  werden;  so  folgt,  dass  die  neueren 
Reformversuche,  wenn  sie  eine  höchste  Vollkommenheit  erstreben 
wollen,  gleichzeitig  auf  ein  duodezimales  Maass-  und  Zah- 
lensystem gerichtet  sein  müssen. 

Es  ist  übrigens  bereits  angeführt  worden,  dass  selbst  bei  der 
Reibehaltung  des  dezimalen  Zanlensysteiues  dennoch  ein  duodezi- 
males Maasssystem  den  Vorzug  verdient,  und  da  das  jetzige  un- 
vollkommene dezimale  Zahlensystem  in  früher  oder  snäter  Zukunft 
jedenfalls  verlassen  werden  muss  und  verlassen  werden  wird;  so 
würde  die  bei  einem  dezimalen  Zahlen  -  und  einem  duodezimaleu 
Maasssysteme  verbleibende  Unbequemlichkeit   sogar  eiu  Grund 

2* 


Digitized  by  Google 


20 

mehr  für  die  jetzige  konsequente  Einführung  des  duodezimaleu 

Muasssysteines  sein,  damit  bei  dem  einsichtsvolleren  T heile  der 
Nation  der  Wunsch  und  das  Bestreben  um  so  reger  gemacht  wird, 
jenen  Uebelstand  durch  baldige  Annahme  eines  duodezimalen  Zah- 
lensysteraes  zu  beseitigen.  Ausserdem  würde  man  davor  geschützt 
sein,  dem  Volke  späterhin  nochmals  die  Last  einer  Veränderung 
des  Maasssystemes  aufzuerlegen,  welche  unabweislich  mit  eintre- 
ten müsste,"  wenn  man  von  dem  dezimalen  zu  dem  duodezimaleu 
Zahlensysteme  überginge.  Endlich  aber  würde  ein  konseauentea 
Duodezimalmaass  auf  eine  sehr  praktische  Weise  den  an  abstrak- 
tes Denken  weniger  Gewöhnten  allmählig  auf  die  Zweckmässig- 
keit eines  duodezimaleu  Zahlensysteme*  hinleiten  und  auf  die  dem- 
nächstige Umgestaltung  des  Letzteren  vorbereiten.  »irfa 

■  •  ^^yft' 

j.  9. 

Elte  wir  Einiges  über  die  Maassregeln  sagen,  welche  behuf 
Reformation  des  jetzigen  dezimalen  Zahlensystemes  in  ein 
duodezimales  ergriffen  werden  müssten,  wollen  wir  in  der  Kürze 
die  Grundzüge  entwerfen,  welche  das  neue  System  annehmen  würde. 

Das  Hauptprinzip  besteht  darin ,  dass  alle  denkbaren  ganzen 
Zahlen  in  Gruppen  geordnet  werden,  welche,  statt  10,  nunmehr 
immer  12  Glieder  oder  Einheiten  enthalten.  Eine  jede  solche 
Einheit  ist  dem  Werthe  nach  gleich  12  Einheiten  der  nächst  nie- 
drigeren Ordnung.    Demnach  umfasst 

die  lste  Ordnung  der  ganzen  Zählen  12  Einheiten  erster  Ordnung 

oder  Grundeinheiten ; 

„   2te        ,,       umfasst  12  Einheiten  zweiter  Ordnung,  wovon 

eine  jede  gleich  12  Grundeinheiten  oder  Ein- 
heiten erster  Ordnung  ist; 

„   3te  umfasst  12  Einheiten  dritter  Ordnung,  wovon 

eine  jede  12  Einheiten  zweiter  Ordnung  oder 
12x12 =144  Einheiten  erster  Ordnung  enthält; 

u.  s.  f. 

Die  Bezeichnung  der  Zahlen  geschieht  genau  nach  dem 
gegenwärtigen  Prinzipc  der  Stellung  der  Ziffern,  so  dass  die 
Einheiten  erster  Ordnung  oder  die  Grundeinheiten  die  erste  Stelle 
rechts,  die  Einheiten  zweiter  Ordnung  die  zweite  Stelle  von 
rechts  nach  links,  dje  Einheiten  dritter  Ordnung  die  dritte  Stelle 
von  rechts  nach  links  n.  s.  w.  annehmen,  wobei  das  Zeichen  der 
Null  (0)  ebenso  verwendet  wird,  wie  jetzt,  indem  dasselbe  in  die- 
jenige Stelle  einrückt,  wo  eine  gewisse  Menge  von  Einheiten  der 
betreffenden  Ordnung  nicht  gegeben  ist. 

Hiernach  würde  z.  B. 

die  Zahl    7  sieben  Einheiten  erster  Ordnung; 

n     „    10  Eine  Einheit  zweiter  Ordnung,  also  eine  Menge 
von  zwölf; 

pi     „    23  zwei  Einheiten  zweiter.  Ordnung  und  3  Einheiten 
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erster  Ordnung,  also  im  Ganzen  eine  Menge  von 
zwei  mal  zwölf  plus  drei  =  siebenundzwanzig  Ein- 
heiten  erster  Ordnung; 

die  Zahl  100  Eine  Einheit  dritter  Ordnung,  also  eine  Menge  von 
zwölf  Einheiten  zweiter  oder  von  hundertvicrund- 
vierzig  Einheiten  erster  Ordnung; 

„  „  137  Eine  Einheit  dritter  plus  drei  Einheiten  zweiter  plus 
sechs  Einheiten  erster  Ordnung,  im  Ganzen  also 
bundertvicrundvierzig  plus  secnsunddreissig  plus 
sieben  =  hundertachtundsiebzig  Einheiten  erster 
Ordnung 

darstellen  u.  s.  w. 

Hiernach  leuchtet  ein,  dass  wir  bei  einem  duodczimalen  Zah- 
lensysteme mit  unseren  jetzigen  10  einfachen  Zahlzeichen  oder 
Ziffern  0,  1,  2,  3,  4,  5,  ti,  7,  8.  9  nicht  ausreichen,  dass  wir 
vielmehr  für  die  Zahlen  zehn  und  elf  zwei  besondere  Ziffern  er- 
finden müssen,  da  diese  beiden  Zahlen  zu  den  Grundeinheiten  oder 
Einern  des  Systemes  gehören  und  in  jeder  folgenden  Ordnung 
ebenfalls  die  Rolle  einfacher  Einheiten  spielen. 

Ich  lasse  mich  hier  auf  die  Erfindung  jener  zwei  Zeichen  für 
die  Zahlen  zehn  und  elf  nicht  ein,  bemerke  nur,  dass  es  Erfor- 
dernisse sind,  dass  jene  Zeichen  im  Charakter  der  übrigen  arabi- 
schen Ziffern  gehalten  und  leicht  zu  schreiben  sein  müssen,  dabei 
aber  sich  von  allen  übrigen  Ziffern  und  von  allen  geschriebenen 
und  gedruckten  Buchstaben  des  in  mathematischen  Schriften  häuGg 
vorkommenden  lateinischen,  griechischen  und  deutschen  Alphabe- 
tes kraftig  unterscheiden  müssen  und  selbst  dann  zu  Verwechse- 
lungen nicht  leicht  Gelegenheit  geben  dürfen,  wenn  sie  flüchtig 
geschrieben  werden. 

Ich  wähle  hier  bloss,  um  mich  verständlich  zu  machen,  für 
die  Zahl  zehn  die  umgekehrte  Letter  der  Zahl  3,  also  das  Zeichen 
c,  und  für  die  Zahl  elf  die  umgekehrte  Letter  der  Zahl  4,  also 
das  Zeichen  f.  Diese  Zeichen  eignen  sich  jedoch  nicht  für  eine 
definitive  Einführung,  weil  sie  bei  vielen  Personen  zu  einer  "Ver- 
wirrung der  Zahlen  drei  und  zehn  und  der  Zahlen  vier  und  elf 
beitragen  möchtet!,  auch  das  Zeichen  g  zu  viel  Aehnlichkeit  mit 
dem  griechischen  Buchstaben  epsilon  besitzt.  Im  Uebrigen  wird 
hierdurch  einem  jeden  Schriftsteller  eine  leichte  Gelegenheit  gege- 
ben, sich  mit  Hülfe  der  gewöhnlichen  Drocklettern  über  das  duo- 
dezimale Zahlensystem  zu  äussern. 

Hiernach  hätte  man  also  folgende  12  einfache  Zahlzeichen 

012345     6       7      S     9     2  t 
null  eins  zwei  drei  vier  fünf  «euhs  «ieben  «cht  neun  sehn  elf. 

Der  Gehrauch  derselben  ist  nath  Vorstehendem  selbstverständ- 
lich.  Es  sind  z.  B. 

lg  Eine  Einheit  zweiter,  plus  zehn  Einheiten  erster  Ordnung; 

6g2fr  sechs  Einheiten  vierter,  plus  zehn  Einheiten  dritter,  plus 
zwei  Einheiten  zweiter,  plus  elf  Einheiten  erster  Ordnung. 


Wir  kommen  jetzt  zu  der  Benennung  der  Zahlen.  Es  leuch- 
tet ein,  dass  der  Name  einer  Zahl  ebenso  rationell  auf  das  Prin- 
zip der  duodczimalen  Eintbeilung  basirt  sein  rouss,  wie  die  vor- 
stehende Bezeichnung;  Ja  sogar,  dass  der  Name  diese  Berück* 
sichtigung  weit  eher  verdient ,  als  die  Bezeichnung,  da  die  Letztere 
nur  der  symbolische  Stellvertreter  des  lebenden  Wortes  ist. 

Beachtet  man  nun,  dass  sich  ein  Zahlensystem  nicht  so  leicht  > 
aus  dem  Volksleben  verbannen  lässt,  als  ein  Maasssystem,  indem 
Ersteres  in  dem  subjektiven  Begriffsvermögen  als  ein  von  der 
Aussenwelt  ganz  unabhängiges  Verstandesgesetz  wurzelt,  während 
Letzteres  sich  an  ein  leicht  über  Bord  zii  werfendes  materielles 
Gemäss  knüpft;  so  kann  man  nicht  verkennen,  dass  nach  Ein- 
führung eines  neuen  Zahlensystems  noch  manches  Jahr  das  alte 
System  in  dem  Munde  vieler  Leute  leben  wird.  Um  aber  durch 
eine  solche  Konkurrenz  zweier  Systeme  bei  dem  gemeinen  Manne 
keine  Begriffsverwirrung  herbeizuführen,  ist  es  durchaus  noth wen- 
dig, dass  von  dem  alten  Systeme  in  das  neue  System  keine  an- 
deren als  solche  Zahlwörter  "übergeben,  welche  in  beiden  Systemen 
genau  dieselbe  Menge  darstellen!  Hat  man  auf  diese  Weise  un- 
passende Wörter  für  das  duodezimale  Zahlensystem  gesorgt;  so 
*verden  durchaus  nur  geringe  Verlegenheiten  aus  dem  Umstände 
zu  erwarten  sein,  dass  manche  Menschen  sich  noch  eine  Zeit 
lang  im  dezimalen  Systeme  ausdrücken. 

Aus  dem  alten  Systeme  können  hiernach  unbedenklich  die 
Zahlwörter  von  eins  bis  elf  beibehalten  werden,  welche  die  Ein- 
heiten erster  Ordnung  ausmachen. 

Die  Namen  der  Einheiten  zweiter  Ordnung,  welche  im  alten 
Systeme  aus  dem  Namen  der  Grundzahl  zehn  oder  zig  gebildet 
sind  und:  zehn,  zwanzig,  dreissig,  vierzig  etc.  ausgesprochen 
werden,  müssten  im  neuen  Systeme  auf  analoge  Weise  aus  dem 
Namen  der  Grundzahl  zwölf  gebildet  werden.  Da  jedoch  dieses 
Wort  etwas  schwerfallige  Zusammensetzungen  liefert;  so  substi- 
tuire  ich  dafür  in  gegenwärtiger  Schrift  die  durch  vulgären  Sprach- 
ebrauch aus  dem  Worte  Dutzend  entstandene  Korruptionssilbe 
utz,  woran  sich  die  Begriffe  vieler  Menschen  gewiss  mit  Leich- 
tigkeit anlehnen  werden ,  indem  sie  alsdann  gew  isserraaassen  nach 
Dutzenden  zu  zählen  wähnen.  Im  Uelirigen  bin  ich  weit  davon 
entfernt,  zu  glauben,  dass  jene  Silbe,  sowie  alle  folgenden,  welche 
ich  zu  ähnlichem  Bebufe  hier  adoittiren  werde,  Anspruch  auf 
Gefälligkeit  besitzen.  Es  ist  lediglich  Sache  deutscher  Sprach- 
forscher, neue  Zahlwörter  in  Vorschlag  zu  bringen,  welche  im 
Idiome  unserer  Sprache  liegen. 

Hiernach  erhalten  die  sukzessiven  Einheiten  der  zweiten  Ord- 
nung die  Namen :  dutz,  zweidutz,  dreidutz,  vierdutz,  ffinfdutz, 
sechsdutz,  siebendutz,  achtdutz,  neundutz,  zebndutz,  elfdutz. 
Dieselben  werden  geschrieben:  10,  20,  30,  40,  50,  60,  70,  80, 
00,  fcO,  jö,  und  stellen  Mengen  dar,  welche  im  dezimalen  Systeme 
mit:  12,  24  ,  30  ,  48  ,  60,  12,  N4,  96,  106,  JöO,  132  bezeichnet 
werden. 

Die  zw  ischen  jenen  Einheiten  zweiter  Ordnung  liegenden  Zah- 
len werden  in  derselben  Weise  zusammengesetzt,  wie  dies  im 
alten  Systeme  etwa  mit  den  Zahlen  einund vierzig,  zweiund vierzig, 
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dreiundvierzig  u.  s.  w.  geschieht.  Diese  Wortbildung  beginnt 
schon  nach  der  ersten  Einheit  dutz  der  zweiten  Ordnung,  indem 
man  spricht: 

10  =  dutz ,  20  =  zweidutz ,  30  =  dreidutz , 

11  =  einunddutz,   21  =  einundzweidutz,  31  =  einunddreidutz , 

12  =zweiunddutz,  22  =  zweiundzweidutz,  3*2  —  zweiunddreidutz, 

u.  s.  w.  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Für  die  erste  Einheit  der  dritten  Ordnung,  welche  im  neuen' 
Systeme  100  geschrieben  wird  und  nach  der  alten  Schreibweise 
eine  Menge  von  144  darstellt,  wähle  ich  das  Wort  groff,  welches 
zur  Unterscheidung  von  dem  gleichnamigen  Adjektive  kurz  auszu- 
sprechen und  in  der  Schriftsprache  hinten  stets  mit  eiuem  Dop- 
pel -f  zu  schreiben  ist,  um  hierdurch  an  die  Menge  eines  Gross 
zu  erinnern,  welche  bekanntlich  gleich  zwölf  Dutzend  ist. 

Demgemäss  hat  man 

100  =  grolT,  20fr  —  zweigrofT,  300  =  dreigroff . ...  900  =neungroff, 
gOO  =  zehngroll,  fOO  =  elfgrotf. 

Die  erste  Einheit  vierter  Ordnung,  welche  1000  geschrieben 
wird  und  eine  Menge  von  zwölf  Gross  darstellt,  nenne  ich  Wer 
tau s ig,  so  dass 

1000  =t  aasig,  2000  =  zweitausig,  3000  =  dreitausig  u.  s.  w.  ist. 

Die  erste  Einheit  fünfter  Ordnung  oder  10000  heisse  dutz- 
tausig. 

Die  erste  Einheit  sechster  Ordnung  oder  100000  heisse  grofT- 
tausig. 

Die  erste  Einheit  siebenter  Ordnung  oder  1000000  heisse  Eine 
Milliarde. 

Die  Zahlen,  welche  hierauf  immer  Milliarden  mal  grösser 
sind,  als  die  vorhergehenden,  beissen:  Billiarde,  Trilliarde, 
Quadrilliarde  u.  s.  w. 

Nach  diesem  Prinzip«  würde  man  folgende  Uebersicht  der 
Zahlwörter  und  Zahlzeichen  erhalten,  wobei  die  links  von  den 
Wörtern  unter  der  römischen  Cbiffer  XU  stehenden  Zahlen  die 
duodezimalen  sind,  auf  welche  sich  die  Wörter  beziehen,  und 
die  rechts  unter  der  Chiffer  X  stehenden  die  Wertbe  derselben 
Zahlen  nach  dem  alten  Dezimal  -  Systeme  angeben. 
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157 
158 
159 

168 
180 
192 


432 
576 
720 


1008 
1152 
1296 
1440 
1584 


1000 
1001 
1010 
1100 

2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
ROOO 
9000 
gOOO 
fOOO 
10000 
20000 


XII 

tauaig     .  . 
tauaigeinz 
tauaigriutz  . 
tauaiggroIT 
zwei  tauaig  . 
dreitauaig  . 
viertauaig  . 
fiinftauaig  . 
M :<  h*tatt«ig 
airben  tauaig 
nchttauaig  . 
neuntauaig  , 
zehntuuaig  . 
elf  tauaig. 
dutztauaig  . 
zweidutz  tauaig 


X 

1728 
1729 
1740 
1872 
3456 
5184 
6912 
8640 
10368 
12096 
13824 
15552 
17280 
19008 
20736 
41472 


100000  grnfTtaaaig  .  . 
200000  zweigroiltauaig 
300000  dreigroMtauaig 

1000000  eine  Milliarde  . 
2000000  zwei  Milliarden 
3000000  drei  Milliarden . 


248832 
497664 
746496 


1 


5971968 
8937952 

35831808 


5159780352 
619173S4224 


10000000  dutz  Milliarden 
grolT  Milliarden 
1000000000  tauzig  Milliard. 
10000000000  dutztauaig  Mill. 
100000000000  grofftaua.  Mill.  743008370688 
1000000000000  eine  Billiarde  8916100448256 
u.  •.  w. 
Die  zwiachenliegenden  Zahlen 
sind  leicht  zn  ergänzen.  Beiapiela- 
weiae  bat  man 
436  viergroflaechaunddreidutz 
7el5  «iebentana.  zehngrofffünfnnddutz 
3*259  elfunddreidutztauaig  zweigroff- 

ncH  n  un  d  f ü  n  fd  0  tz 
86632*  achtgroffzehnnndaechadatztanaig 
drcigroiTelfundzweidutz 
zweitanaig  aechagroJTfnnf  Milliar- 
den zehngroITnettnunddreidntztaa- 
aig  elfgroflaiebenandaechadutz. 
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Bei  dieser  Gelegenheit  kann  noch  auf  eine  andere  Annehm- 
lichkeit des  duodezimalen  Zahlensysteme»  aufmerksam  gemacht 
werden,  welche  darin  besteht,  dass  man  zur  Darstellung  der 

grösseren  Zahlen  eine  geringere  Menge  von  Ziffern  au  schreiben 
raucht,  als  bei  dem  dezimalen  Systeme.  Wollte  man  z.  B.  alle  gan- 
zen Zahlen  von  eins  bis  zu  Einer  Milliarde,  welche  =1000000  (XII) 
oder  =2985984  (X)  ist,  notiren;  so  hat  man  folgende  Mengen  von 
Ziffern  zu  Schreinen.  (Um  Missverstandnisse  zu  vermeiden,  wird 
bemerkt,  dass  alle  im  Nachstehenden  vorkommenden  Zahlen  die 
gewöhnlichen  Dezimalzahlen  sein  sollen,  wertn  nicht  ausdrücklich 
angeführt  ist,  dass  sie  sich  auf  das  Duodezimalsystem  beziehen 
oder  das  römische  Zeichen  XJI  hinter  dieselben  gesetzt  ist) 

A)  Wenn  alle  jene  Zahlen  bis  zur  Milliarde  aus  «dem  Duode- 
zimalsysteme entnommen  werden: 

11  Stück  einziffrige  Zahlen  mit  überhaupt         11  Ziffern 

132    „    zweiziffrige    „      „        „  264  „ 

1584    „    dreiziffrige     „      „        „  4752  „ 

19008    „    vierziffrige     „      „        „  76032  „ 

228096    „    funfzlffrige     „      „        „        1140480  „ 

2737152    „    sechsziffrige  „  „    .  16422912  „ 

1    „    siebenziffrige „         ,, ,   7  „ 

2986984  Stück  Zahlen  mit  überhaupt  ....    17644458  Ziffern. 

B)  Wenn  dagegen  alle  jene  Zahlen  aus  dem  Dezimalsysteme 

entnommen  werden: 

9  Stück  einziffrige  Zahlen  mit  überhaupt ....   9  Ziffern 

90    „    zweiziffrige   „      „         „  180  „ 

900    „    dreiziffrige    „      ,,         „  2700  „ 

9000    „     vierziffrige    „      „         „  36000  „ 

90000    „    fönfziffrige    „      „         „  450000 

900000    „    sechsziffrige,,      „         „       5400000  „ 

1986985    „    siebenziffrige^      „         „       13901895  „ 
2965984  Stück  Zahlen  mit  überhaupt  ....  19790784 

Das  Dezimalsystem  macht  also  zur  Bezeichnung  derselben 
vorgenannten  Menge  von  Zahlen  einen  Ziffernaufwand  erforderlich, 
welcher  um  mehr  denn  2  Millionen  Ziffern  grösser  ist,  als  wenn 
jene  Zahlen  nach  dem  Duodezimalsysteme  geordnet  und  bezeich- 
net wären. 

Es  braucht  wohl  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  sich,  wenn 
man  nicht  mit  gemeinen  Brüchen  rechnen  will,  das  dodekadischc 
Gesetz  der  Zahlenbildung  in  entsprechender  Weise  über  die 
Gränze  der  Einer  hinaus  in  absteigender  Linie  ebenso  in  Anwen- 
dung bringen  lässt,  um  Duodezimalbrüche  darzustellen,  wie  die* 
nach  dem  dekadischen  Gesetze  behuf  Erzeugung  der  Dezimal 
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bräche  geschieht  Trennt  man  auch  hier  die  Ganzen  von  den 
Brüchen  durch  ein  Komma ;  so  bedeutet  z.  B.  die  Zahl  5,4  eine 
Menge  von  5  Ganzen  und  einem  Bruche,  dessen  Ziihler  4  und 
dessen  Nenner  zwölf  oder  dutz  ist.  Ebenso  5,46  eine  Menge 
von  5  Ganzen,  plus  einem  Bruche  mit  dem  Zahler  4  und  dem 
Nenner  dutz,  plus  einem  Bruche  mit  dem  Zähler  6  und  dem  Nen- 
ner groff,  oder  auch  gleich  einer  Menge  von  5  Ganzen  plus  einem 
Bruche  mit  dem  dodekadischen  Zähler  46  und  dem  dodekadischen 
Nenner  100. 

In  gemeine  Bruche  verwandelt  und  nach  der  Duodeziraalbe- 
zeichnung  geschrieben,  würde  also  sein 

0,4=  T*„=  i, 
6,4c:5r*0=5l, 
6,46=5  +  A  +  tSo=5rVo=:5,'. 

Bei  einem  duodezimalen  Maass-  und  Zahlensysteme  würde 
man  hiernach 

5,46  Fuss  =5  Fuss  4  Zoll  6  Linien 

haben. 


$.  10. 


Die  Ausführung  der  vier  arithmetischen  Grundoperationen  oder 
Spezies  mit  duodetiroalen  Zahlen  ist  ebenso  einfach  wie  die  mit 
dezimalen. 

Bei  der  Addition  hat  man  nur  zu  beachten,  dass  je  dutz 
Einheiten  irgend  einer  niedrigeren  Ordnung  dazu  gehören ,  um  eine 
Einheit  der  nächst  höheren  Ordnung  auszumachen  und  demzufolge 
in  die  nächstfolgende  Stelle  nach  der  linken  Seite  hinüberzurucken. 
Als  Beispiele: 

65ß7 

23t6g0?  39020 
564^719  46* 

nr  r  23081 
7^45524  /  rn-rr 

409737 

. 

Bei  der  Subtraktion  wird  da,  wo  es  erforderlich  ist,  stets 
eine  Einheit  der  nächst  höheren  Ordnung  geborgt,  welche  dem 
Werthe  nach  gleich  dutz  Einheiten  der  niedrigeren  Ordnung  ist. 
Z.  B. 

78o.5l7.0 
21  904  3 

768  812  9 

Zur  Ausfuhrung  der  Multiplikation  und  Division  ist  das 
sogenannte  Einmaleins  behülflich,  welches  in  dodekadischen 
Zahlen  folgende  Gestalt  annimmt. 
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lxl  =1 
1X2  =2 
1X3  =3 
1X4  =4 
1X5  =5 
1X6  =6 
1X7  =7 
1X8  =8 
1X9  =9 
lXß  =8 

ixr  =t 
ixio=io 

6X1  =5 
6X2  =C 
5x3  =13 
6x4  =18 
5x5  =21 
5x6  =26 
5x7  =2r 
5x8  =34 
5X9  =39 
5xg  =42 
SXV  =47 
5x10=50 

9x1  =9 
9X2=16 
9x3  =23 
9X4  =30 
9x5  =39 
9x6  =46 
9x7  =53 
9x8  =60 
9X9  =69 
9X8  =76 
QXf  =83 
9X10=90 


Dodekadisch 

2x1  =2 
2x2  =4 
2x3  =6 
2x4  =8 
2x5  =e 
2x6  =10 
2x7  =12 
2x8  =14 
2x9  =16 
2X8  =18 

2xr  =ic 

2x10=20 

6x1  =6 
6X2  =10 
6x3  =16 
6x4  =20 
6x5  =26 
6x6  =30 
6x7  =36 
6x8  =40 
6x9  =46 

6Xß  =50 
6Xf  =56 
6x10=60 

8X1  =8 
8X2  =18 
8X3  =26 
8X4  =34 
8X5  =42 
CX6  =50 
8X7  =53 
8X8  =68 
8X9  =76 
8X8  =84 
8Xf  =92 
8X10=80 


Einmalein«. 

3x1  =3 
3x2  =6 
3x3  =9 
3X4  =10 
3x5  =13 
3x6  =16 
3X7  =19 
3x8  =20 
3x9  =23 

3X8  =26 
3Xf  =29 
3x10=30 

7x1  =7 
7x2  =12 
7x3  =19 
7x4  =24 
7X5  =2f 
7x6  =36 
7x7  =41 
7x8  =48 
7x9  =53 

7X8  =58 
7Xf  =65 

7x10=70 

rxi  =* 

*X2  =18 
fX3  =29 
fXi  =38 
fX5  =47 

rx6  =56 

px7  =65 
fX8  =74 

rx9  =83 
rxg  =92 
fXf  =8l 
tXl0=f0 


4x1  =4 

4x2  =8 
4x3  =10 
4x4  =14 
4x5  =18 
4x6  =20 
4x7  =24 
4x8  =28 
4x9  =30 
4X8  =34 
Ax\  =38 
4x10=40 

8x1  =8 
8x2  =  14 
8x3  =20 
8x4  =28 
8x5  =34 
8x6  =40 
8x7  =48 
8x8  =54 
8x9  =60 

8X8  =68 
8x4  =74 
8x10=80 

10X1  =10 
10x2  =20 
10x3  =30 
10x4  =40 
10x5  =50 
10x6  =60 
10x7  =70 
10x8  =80 
10X9  =90 

10X8  =C° 
lOXf  =|0 
10x10=100 
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Ein  Beispiel  der  Multiplikation  ist  hiernach  folgendes 


63*2154 

 3g2 

107j42C8 
53339254 
16^96440 

20415,^828 

Als  Beispiel  der  Division  diene: 

63f2 1 541204 1  5k$9B(M 
|10t(Jö440 

543rT«S-> 
-53339254 


Ob  eine  dodekadische  Zahl  durch  irgend  Eine  der  einfachen 
Ziffern  ohne  Rest  theilbar  sei,  erkennt  man  an  folgenden 
Merkmalen. 

Durch  2  ist  jede  Zahl  theilbar,  deren  letzte  Ziffer  gerade  ist 

„     3  „     ,,      „        „       deren  letzte  Ziffer  eine  0,3, 6  od.  9ist. 

„     4  „     „    „        „       deren  letzte  Ziffer  eine  0,4  oder  8  ist. 

„  5.  Um  zu  erfahren,  ob  eine  Zahl,  z.  B.  die  Zahl  135736, 
durch  5  theilbar  sei,  schneide  man  von  dieser  Zahl  in 
der  Richtung  von  hinten  immer  zwei  Stellen  ab,  wo- 
durch man  hier  13j57|36  erhält.  Addirt  man  nun  die 
im  lsten,  3ten,  5ten  etc.  Abschnitte  stehenden  zwei- 
ziffrigen  Zahlen  für  sich  und  dann  auch  die  im  2ten, 
4ten,  6ten  etc.  Abschnitte  stehenden  zweiziffrigen  Zah- 
len für  sich,  was  hier  13  +  36=49  und  57  ergibt;  so 
muss  die  Differenz  der  sich  hierdurch  ergebenden  Zah- 
len, also  hier  die  Zahl  57 — 49  =  ß  durch  5  theilbar 
sein.  Da  dieser  Umstand  bei  der  Zahl  135736  statt- 
findet; so  ist  sie  durch  5  theilbar. 

ff     6  ist  jede  Zahl  theilbar,  deren  letzte  Ziffer  eine  0  oder  6  ist. 

„  7.  Ein  jedes  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  durch  7  ist  um- 
ständlicher zu  konstatiren,  als  ein  unmittelbarer  Divi- 
sionsversuch. 

8  ist  jede  Zahl  theilbar,  wenn  die  aus  <?en  beiden  letzten 
Ziffern  bestehende  Zahl  durch  8  theilbar  ist,  wie  dies 
z.  B.  bei  den  Zahlen  114  ,  3628  stattfindet. 

9  ist  jede  Zahl  theilbar,  wenn  die  aus  den  beiden  letzten 
Ziffern  bestehende  Zahl  durch  9  theilbar  ist,  wie  dies 
z.  B.  bei  den  Zahlen  116  ,  6723  stattfindet. 

£  ist  Jede  Zahl  theilbar,  welche  mit  einer  geraden  Zahl 
schliesst  und  zugleich  der  Theilbarkeit  mit  5  entspricht 
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Durch  f  ist  jede  Zahl  theilbar,  deren  Ziffernsumme  durch  f 
theilbar  ist,  z.  B.  die  Zahl  245,  da  2+4 +5= f  ist. 

„   10  ist  jede  Zahl  theilbar,  welche  mit  einer  0  schliefst. 


§.  11. 

Es  wird  häufig  von  Interesse  sein,  eine  dekadische  in  eine 
dodekadische,  oder  umgekehrt  eine  dodekadische  in  eine  dekadi- 
sehe  Zahl  zu  verwandeln. 

Man  kann  sich  zu  dem  ersteren  Zwecke  einer  Tabelle  bedie- 
nen, in  welcher  der  Werth  sämmtlicher  Einheiten  der  sukzessiven 
dekadischen  Ordnungen  in  dodekadischen  Zahlen  angegeben  ist, 
indem  man  dann  die  zu  verwandelnde  dekadische  Zahl,  wie  etwa 
239 (X),  als  die  Summe  200  +  30  +  9  ansieht,  und  die  Werthe  der 
einzelnen  Summanden  in  dodekadischen  Zahlen  zusamiuenaddirt. 
Es  würde  dies  ergeben 

X  XII 

200  =  U8 
30=  26 

_9  =  _9 

239  =  17* 

Mit  einer  anderen  Tabelle,  in  welcher  der  Werth  sämmtlicher 
Einheiten  der  sukzessiven  dodekadischen  Ordnungen  in  dekadi- 
schen Zahlen  angegeben  ist,  kann  man  in  analoger  Weise  eine 
dodekadische  Zahl,  z.  B.  17p  (XII)  in  eine  dekadische  verwandeln, 
indem  man  17f— 100  +  70+p  setzt  und  dann 

XII  X 

100  =  144 

70  =  84  - 
f=  11 

"17^  =  239 

Ohne  das  mechanische  Hfilfsmittel  der  Tabellen  gelangt  man 
aber  in  nachstehender  unmittelbaren  Weise  zum  Ziele. 

Bei  der  Verwandlung  einer  dekadischen  Zahl  in  eine  dode- 
kadische beginnt  man,  die  erstere  nach  den  Regelu  der  dekadi- 
schen Zahlen  mit  12  zu  dividiren.  Der  hierbei  bleibende  Rest, 
welcher  nothwendig  kleiner  sein  wird  als  12,  bildet  die  erste  Ziffer 
der  gesuchten  dodekadischen  Zahl  von  der  rechten  Seite  her.  Den 
bei  jener  Division  sich  ergebenden  Quotienteat  dtvidirt  man  dann 
wieder  mit  12.  Der  neue  Rest  in  die  zweite  Ziffer  der  dodeka- 
dischen Zahl  von  der  rechten  Seite  her.  So  fahrt  man  fort  die 
entstehenden  Quotienten  immer  wieder  aufs  neue  mit  12  zu 
dividiren,  bis  man  auf  einen  Quotienten  stosst,  welcher  kleiner  ist 
als  12  und  demnach  die  letzte  Ziffer  der  gesuchten  dekadischen 
Zahl  von  der  rechten  Seite  her  bildet.  Es  versteht  sich  von  selbst, 
dass  man  statt  der  Reste  10  und  11,  wo  sie  vorkommen,  die  do- 
dekadischen Ziffern  £  und  f  zu  setzen  hat. 
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Wenn  z.  B.  die  dekadische  Zahl  378*25904  in  eine  dodekadi- 
•che  verwandelt  werden  soll;  so  hat  man 

37825904 fX)  -  10801^8  (XII) 
12)  316  2158  j8 
12>  262679  i  e 
12>  21889  \f 
12>  1824  1 1 

12>  m  |Q 

I2)_l2j8 
12>  1  10 

Bei  der  Verwandclung  dodekadischer  Zahlen  in  dekadische 
hat  man  das  eben  beschriebene  Divisionsverfahreo  nach  den  Ke- 
geln der  dedekadischen  Rechnung  mit  der  Zahl  g  (zehn)  auszu- 
führen. 

Sollte  z.  B.  die  dodekadische  Zahl  10801^8  in  eine  dekadi- 
sche verwandelt  werden;  so  hat  man 

10801ftff(XH)  =  37825904  (X) 

Ö  1324tn:j  4 

&  162^07  1 0 

S>  22321 5 
&  27612 
C>  31U8 

■ 

Aus  dem  Vorstehenden  wird  man  die  Ueberzeugung  geschöpft 
haben,  dass  die  Eingewöhnung  in  das  duo dezimale  Zahlensystem 
durchaus  keine  erheblichen  Schwierigkeiten  so  wenig  für  den  ge- 
bildeteren, wie  für  den  durch  geistige  Beschäftigung  weniger  er- 
leuchteten Mann  darbietet.  Bei  den  niedrigeren  Volksklassen, 
welche  durch  eine  Umwälzung  des  Zahlensystems  scheinbar  am 
meisten  belästigt  werden,  bestehen  die  su  losenden  Reeben» 
exempel  in  der  Regel  in  den  allerein fachsten  Operationen  des 
Numerirens,  der  Addition,  der  Subtraktion,  der  Multiplikation  und 
der  Division,  und  die  darin  vorkommenden  Zahlen  gehen  selten 
fiber  die  Hunderte  hinaus.  Alle  diese  Operationen  und  die  ganze 
Auffassung  des  neuen  Systemes  mit  seinen  Benennungen  und  Be- 
zeichnungen werden  an  der  Vorstellung,  dass  man  nunmehr  nach 
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Dutzenden  eben  ho  zahle,  wie  früher  nach  Zehnern,  bald  eine 
kräftige  Unterstützung  linden  und  mit  Leichtigkeit  bewerkstelligt 
werden.  Der  mit  Zahlen  viel  Verkehrende  wird  allerdings  im 
Anfange  ein  Bleigewicht  an  seiner  Feder  fählen  und  öfters  aus 
dem  einen  System  in  das  andere  hinfiberirren ;  allein  es  ist  zu 
erwägen,  dass  hei  einem  ausschliesslichen  Gehrauche  des  neuen 
Systemen  bald  das  alte  mit  seinen  Formen  und  Regeln  in  völlige 
Vergessenheit  gerathen  wird,  und  dass,  wenn  dieser  Zustand 
herangekommen  ist,   die  bloss  aus  der  Verwechselung  zweier 

5 leichzeitig  dem  Verstände  vorschwebenden  Systeme  hervorgehen» 
en  Schwierigkeiten  von  selbst  verschwinden  werden. 

Ein  erheblicherer  Uebelstand  würde  darin  zu  erblicken  sein, 
dass  wahrscheinlich  unsere  Nachbarvölker  nicht  gleichzeitig  zu 
einer  Aendcrung  ihres  Zahlensysteraes  sich  entschliessen  würden, 
und  dass  demzufolge  bei  dem  internationalen  Verkehre  für  eine 
geraume  Zeit  die  beiden  Systeme  sich  begegnen  und  mancherlei 
Unbequemlichkeiten  herbeiführen  würden. 

Allein  hiervon  würde  doch  immer  nur  ein  verhältnissmässig 
kleiner  Theil  unseres  Volkes  betroffen  werden,  und  dieser  Tbeil 
gehört  zu  dem  gebildeten  Stande,  welcher  mit  Zuhülfenahme  von 
Reduktionstabellen  und  da  die  Zahlen  der  beiden  Systeme  ver- 
schiedene Namen  tragen ,  sich  dennoch  ohne  grosse  Mühe  mit  dem 
Ausländer  wird  verständlich  machen  können.  Dieser  Theil  des 
Volkes  wird  aber  auch  den  meisten  Beruf  in  sich  fühlen,  einer 

§uten  Sache  ein  angemessenes  Opfer  zu  bringen ,  und  in  dem  Ge- 
anken  Beruhigung  finden,  dass  der  Vorgang  Deutschlands  auch 
in  den  übrigen  Ländern  das  Streben  zur  Nachahmung  erwecken 
und  früh  oder  spät  zur  That  werden  hissen  wird. 

Gleichwohl  ist  durchaus  nicht  zu  erwarten,  dass  man  sich 
sofort  zur  Beseitigung  des  dekadischen  und  zur  Annahme  des  do- 
dekadischen  Zahlensystemen  entschliessen  werde.  Was  ich  für 
meine  Person  in  dieser  Hinsicht  höchstens  zu  hoffen  wage,  be- 
steht darin ,  dass  der  Eine  und  der  Andere  die  Uebcrzeugung  von 
dem  grossen  Vorzuge  des  dodekadischeu  Zahlensystemes  vor  dem 
dekadischen  gewinnen  und  den  Entscbluss  fassen  werde,  nach  sei- 
nen Kräften  auf  eine  möglichst  baldige  Einführung  jenes  ersteren 
Systeme«  hinzuarbeiten.  " 

Dieses  Ziel  würde  gewiss  sehr  rasch  heranrücken,  wenn  allen 
betreffenden  Lehrern  die  Pflicht  auferlegt  würde,  bei  dem  Rechen- 
unterrichte  in  allen  Land-  und  Stadtschulen  die  Principien  des 
dodekadischen  Zahlensysteraes  mit  möglichster  Klarheit  vorzut- 
ragen und  den  Schülern  einige  Fertigkeit  im  Umgange  mit  dode- 
kadischeu Zahlen  beizubringen.  Femer,  wenn  die  über  elemen- 
tare Arithmetik  schreibenden  Schriftsteller  es  übernähmen ,  in  jedem 
Kursus  über  Zahlenlehre  dem  dodekadischeu  Systeme  einen  an- 

f gemessen  Abschnitt  su  widmen  und  die  Vortheile  möglichst  detail- 
irt  zu  erläutern,  welche  mit  diesem  Systeme  verbunden  sind. 

Sobald  auf  diese  Weise  die  nächste  Generation  auf  die  bevor- 
stehende Einführung  des  .dodekadischen  Zahlensystemes  gründlich 
vorbereitet  ist,  was  jedoch  jetzt  schon  einen  energischen 
Volksentschluss    voraussetzt,    wird  man  im  Stande  sein. 
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einet)  nahen  Terrain  zu  bestimmen,  mit  welchem  das  dekadische 
System  den  Vätern  zurückgegeben  und  das  dodekadische  in  Le-  , 
benskraft  gesetzt  werden  soll. 


Wir  kehren  jetzt  zu  dem  eigentlichen  Maasssysteme  zu* 
rück,  um  nach  geschehener  Feststellung  der  duodezimalen 
Eint  heil  nng  desselben  einige  Bemerkungen  über  die  wünschens- 
werthe  absolute  Grösse  seiner  Grundeinheiten  beizu- 
bringen. 

Es  wäre  zuvorderst  die  Frage  zu  berühren,  ob  wir  die  selbst- 
ständigen Grundeinheiten  den  Maasssystem  es,  insbesondere  die 
Grundeinheit  der  Längenmaasse ,  aus  einer  in  der  Natur  irgendwo 
sich  vorfindenden  unveränderlichen  Grosse  entlehnen  sollen ,  indem 
wir  entweder  den  ganzen  Werth  dieser  Grösse  oder  einen  gewis- 
sen aliquoten  TheiL  derselben  zu  jener  Grundeinheit,  annehmen, 
ob  wir  also  dem  Systeme  ein  sogenanntes  Naturmaass  zu  Grunde 
legen  sollen,  wie  dies  für  das  Längensystem  z.  B.  aus  der  Länge 
des  Sekundenpendels,  des  Fallraumes  in  der  ersten  Sekunde,  des 
Erdumfanges  u.  s.  w.  gewonnen  werden  könnte,  oder  ob  wir,  un- 
bekümmert um  derartige  Naturgrößen,  die  Grundeinheiten  ledig- 
lich in  Rücksicht  auf  deren  Gebrauch  durch  einen  freien  Akt  des 
Willens  zu  wählen  haben. 

Die  beiden  wichtigsten  Bedingungen,  welche  man  bei  der 
Wahl  einer  Grundeinheit  zu  erfüllen  liat,  sind  offenbar 

1)  dass  sie  selbst  fär  die  gewöhnlichsten  Vorkommnisse  im 
menschlichen  Leben  möglichst  bequem  zu  verwenden  sei  und 
zu  ebenso  bequemen  unter-  und  ubergeordneten  Einheiten 
führe; 

2)  dass  sie  vollkommen  sicher,  unzweideutig  und  unveränder- 
lich festgelegt  sei,  damit  auch  die  feinsten  wissenschaft- 
lichen Messungen  an  allen  Orten  und  zu  allen  Zeiten  damit 
vollführt  werden  können. 

Da  einzelne  Naturgrössen  und  die  allgemeinen  menschlichen 
Lebensbedürfnisse  in  Keinem  Kausalzusammenhange  stehen;  so 
ist  klar,  dass  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Bedingungen  nur 
gauz  zufällig  durch  ein  Naturmaass  erfüllt  werden  kann,  dass 
man  also,  wenn  man  sich  auf  ein  Naturmaass  kapriziirt,  nur  Ge- 
fahr laufen  kann,  unpraktische  Maasseinheiten  zu  erhalten.  Die 
französischen  Grundeinheiten,  welche  mit  eiserner  Gewalt  dem 
Schoose  der  Natur  entrissen  sind ,  und  deren  Erfinder  den  Zusam- 
menhang der  Maasse  mit  dem  Reiche  des  Todten  höher  ange- 
schlagen haben,  als  den  Zusammenhang  mit  dem  Reiche  des  Le- 
bendigen ,  liefern  den  Belag  zu  dieser  Bemerkung,  da  dieselben, 
wie  wir  weiter  unten  noch  etwas  spezieller  zeigen  werden,  sämmt- 


Aber  die  zweite  Bedingung,  Sicherheit  und  Unveränderlich- 
keit  der  Grundeinheiten,  scheint  sich  sehr  gut  durch  ein  Natur- 
maass verwirklichen  zu  lassen,  da  die  Kräfte  der  Natur,  welche 
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gewisse  konstante  Grössen  erzeugen,  einestheils  unabhängig  sind 
von  der  Unvollkommenheit  der  mechanischen  Künste  des  Men- 
schen, anderenteils  auch  eine  Unverändcrlichkeit  besitzen,  welche 
von  keiner  Zeit  in  irgend  einem  erheblichen  Grade  angefochten 
wird.  Diese  Rücksicht  verleitet  Viele,  in  einem  Naturmaasse  das 
wahre  Heil  der  Maasssystemc  zu  erblicken,  indem  sie  glauben, 
nur  durch  dieses  Mittel  'im  Stande  zu  sein,  der  spatesten  Nach- 
welt genau  dasselbe  Maass  zu  überliefern,  dessen  sie  sich  jetzt 
zu  ihren  Messungen  bedienen ,  ja  sogar  die  Nachwelt  zu  befähi- 
gen, dieses  Maass  mit  grösster  Präzision  wiederherzustellen,  wenn 
es  etwa  durch  irgend  welche  Ereignisse  verloren  gegangen  und 
gleichzeitig  auch  alle  Beziehungen  verschollen  wären,  in  welchen 
jenes  Maass  zu  irgend  einem  anderen  erhaltenen  Maasse  stand. 

Hierbei  bedenken  jedoch  die  mit  der  Physik  weniger  vertrau- 
ten Anhänger  der  Naturmaasse  gar  nicht,  wie  ungemein  schwie- 
rig es  ist,  den  wahren  Werth  einer  solchen  konstanten  Natur* 
grosse,  z.  B.  die  wahre  Länge  des  Sekundenpendels  oder  des 
Fallraumes  in  der  ersten  Sekunde,  darzustellen,  so  dass  er 
nur  erst  einmal  mit  aller  Schärfe  erkannt  werden  kann.  Von  wie 
vielen  ausgezeichneten  Experimentatoren  und  zu  wie  vielen  Malen 
ist  wol  die  Länge  des  Sekundenpendels  unter  gleichen  tellurischen 
Verhältnissen  ermittelt  worden,  ohne  dass  zwei  Beobachtungen 
genau  dasselbe  Resultat  gegeben  hätten?  Hierzu  kommt  noch, 
dass  der  Fortschritt  der  Wissenschaften  täglich  auf  neue  Elemeote 
aufmerksam  macht,  welche  bei  solchen  Beobachtungen  in  Rech- 
nung gebracht  werden  müssen,  um  die  Wahrheit  nicht  zu  ver- 
fehlen, und  dass  täglich  die  mechanischen  Mittel  und  Methoden 
der  Experimentirkunst  verbessert  werden ,  welche  dann  jedesmal 
eine  Korrektion  des  aus  früheren  Bestimmungen  gefolgerten  Re- 
sultates nach  sich  ziehen,  also  den  früher  ermittelten  Werth  der 
fraglichen  Naturgrösse  als  falsch  bezeichnen,  ohne  doch  selbst  mit 
der  Hoffnung  sich  brüsten  zu  können,  nunmehr  eine  spätere  Kor- 
rektion unmöglich  gemacht  zu  haben.  Die  letztere  nie  zu  besei- 
tigende Unvollkommenheit  der  Messungsmethoden  verhindert  aber 
auch  selbst  dann,  wenn  eine  Naturgrösse  nicht  zuvor  dargestellt 
zu  werden  brauchte,  sondern  offen  und  unzweideutig  zu  Tage  läse, 
wie  wir  dies  einmal  mit  dem  Erdumfange  annehmen  wollen,  dass 
der  Werth  dieser  Grösse  genau  festgestellt  werde,  so  dass  man 
überzeugt  sein  kann,  in  der  daraus  hergeleiteten  Maasseinbeit 
wirklich  denjenigen  bestimmten  Theil  jener  Naturgrösse  zu  besitzen, 
welchen  man  eriangt  zu  haben  wähnte,  und  welchen  jeder  spätere 
Experimentator  ebenfalls  nicht  verfehlen  dürfte. 

In  Betracht  der  menschlichen  Mittel,  welche  zur  Erkennung 
einer  Naturgrösse  der  hier  gemeinten  Art  aufgewandt  werden  müs- 
sen, kann  man  daher  behaupten,  dass  ein  Naturmaass  das 
unsicherste  und  veränderlichste  von  allen  sei  und  die 
zweite  der  obigen  Bedingungen  am  wenigsten  erfülle.  Auch  hierzu 
liefert  das  französische  Naturmaass  die  Bestätigung.  Die  Grund- 
einheit des  französischen  Längenmaasses,  auf  welche  dann  auch 
das  Gewichts-  und  Geldsystem  zurückgeführt  ist,  soll  in  dem 
Meter  den  lOOOOOOOsten  Theil  des  nördlichen  Meridianquadran- 
ten für  den  Ort  Paris  darstellen.  Dieser  Bestimmung  zufolge  wurde 
im  Jahre  1795  auf  Grund  der  älteren  Gradmessungen  das  Meter 
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zuvörderst  provisorisch  zu  443,442  Linien  des  alten  pariser  Fusses 
angenommen.  JNach  späteren  genaueren  Messungen  wurde  jedoch 
im  Jahre  1801  das  Meter  definitiv  etwa  zu  443/206  festgesetzt. 
Allein  eiue  neuere  Revision  der  letzteren  Gradmessung  bat  schon 

feiehrt,  dass  diese  Lange  des  Meters  durchaus  nicht  der  lOOOOOOOste 
'heil  des  fraglichen  Quadranten  ist,  und  somit  ist  die  an  die  letz- 
tere Beziehung  des  Meters  zum  Erdquadranten  sich  knüpfende 
Idee  eine  reine  Illusion,  welche  io  Zukunft  gewiss  noch  erheb* 
liebere  Korrektionen  erfahren  wird,  wenn  mau  mit  vollkommene- 
ren Mitteln  und  Methoden  eine  abermalige  Messung  desselben 
Quadranten  veranstalten  sollte. 

Die  Untrüglichkeit  eines  Naturmaasses  ist  also  eine  Chimäre 
und  demnach  können  die  obigen  beiden  Erfordernisse,  nämlich 
ein  praktisches  und  möglichst  unveränderliches  Maass 
nnr  durch  freiwillige  und  umsichtige  Wahl  befriedigt  werden. 


Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  auf  die  genaue  Fest* 
legung  eines  solchen  Maasses ,  sowie  auf  die  Konsemrung  dessel- 
ben durch  zweckmässige  Deposition  des  Originales  und  getreuer 
Kopieen,  die  grüsste  Sorgfalt  zu  verwenden  hat,  wozu  es  der 
Scharfsinn  unserer  Naturforscher  gewiss  nicht  an  Rathschlägen 
wird  fehlen  lassen. 

Was  die  Wiederherstellung  eines  solchen  Maasses  für  eine 
Generation  betrifft,  welche  nur  unsere  Schriften,  nicht  aber  das  ma- 
terielle Maass  und  kein  damit  genau  verglichenes  vorfinden  sollte, 
ein  Ereigniss,  welches  durch  eine  ausgedehnte  Verbreitung  rich- 
tiger Gemässe  an  und  für  sich  schon  höchst  unwahrscheinlich  ge- 
macht werden  kann;   so  bietet  diese  Wiederherstellung  keine 


das  jetzige  Maass  ein  willkürlich  gewähltes  oder  ein  Naturmaass 
war.  Denn  man  braucht  jetzt  nur  durch  das  adoptirte  Maass  mit  mög- 
lichster Genauigkeit  irgend  eine  jener  festen  Naturgrössen  zu 
messen  und  das  Resultat  der  Messung  io  Schriften  zu  notiren. 
Will  al*dann  die  Nachwelt  das  etwa  verloren  gegangene  Maass 
wiederherstellen;  so  braucht  sie  nur  mit  einem  ganz  willkür- 
lichen Maassstabc  dieselbe  Messung  an  derselben  Naturgrösse 
zu  wiederholen,  und  das  sich  ergebende  Resultat  mit  dem  Resul 
täte  unserer  Messung  zu  vergleichen,  um  einen  Rückschluss  von 
ihrer  Maasseinheit  auf  unsere  Maasseinheit  mit  aller  in  dem  Wesen 
der  Sache  liegenden  Präzision  machen  und  demnach  unsere  Maass- 
einheit ebenso  genau  wieder  darstellen  zu  können,  wie  wenn  wir 
irgend  einen  einfachen  Theil  jener  Naturgrösse  zur  Maasseinheit 
angenommen  hätten. 

Wrenn  nun  hiernach  bloss  das  praktische  Bedürfniss  die  Wahl 
der  Grundeinheiten  leiten  kann;  so  ist  es  doch  eine  Rücksicht, 
welche  wir  im  eigenen  Interesse  auf  .  die  jetzt  bestehenden  Ein- 
richtungen der  Nachbarvölker  zu  nehmen  haben ,  dass  wir  etwaige 
kleine  Mängel  unbeachtet  lassen,  wenn  sich  dadurch  eine  einfache 
Beziehung  zwischen  unseren  Gemässen  und  denen  eines  anderen 
grossen  Volkes,  mit  welchem  wir  in  lebhaftem  Verkehre  stehen, 
erreichen  lässt.   In  diesem  Betracht  wird  es  jedenfalls  zweck  - 
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massig  «ein,  die  neuen  deutschen  Grundmaasse  an  die  in  pmi 
Europa  viel  bekannten  und  verbreiteten  französischen  Einheiten 
anzulehnen. 

«  , 

Im  Nachfolgenden  werde  ich  ein  solches  mir  zweckmassig 
scheinendes  System  zusammenstellen  und  neben  den  projektiven 
Maassen  zugleich  deren  Werthe  nach  dem  gegenwärtigen  franzö- 
sischen und  preussischen  Maasssysteme  ansehen.  Es  ist  hierbei 
eine  besondere  Hucksicht  nicht  bloss  daraufgenommen,  dass  die 
Grundeinheit  eines  jeden  Spezialsystemes  einen  angemessenen 
Werth  erhalte,  sondern  auch  darauf/ dass  die  kleinste  Unter- 
einheit des  Systemcs  nicht  erheblich  grösser  ausfalle,  als  in  den 
bisher  bestandenen  Systemen ,  weil  durch  zu  grosse  Minhnal-Ge- 
mässe  leicht  die  Lebensbedürfnisse  der  untersten  Volksklassen 
eine  empGndlicbe  Verteuerung  erleiden. 

Vorweg  bemerke  ich  jedoch  hinsichtlich  der  Benennung  der  ver- 
schiedenen Einheiten  und  Untereinheiten,  dass  es  gewiss  rathsam 
ist,  sich  hierbei  soviel  als  möglich  an  die  bisherigen  deutschen 
Namen  zu  halten,  ohne  auf  eine  sogenannte  rationelle  Nomen- 
klatur zu  dringen,  wie  sie  sich  in  dem  französ.  Systeme  vorfindet,  wo 
der  Name  der  Grundeinheit  für  jede  Grössenart  durch  das  ganze 
System  läuft  und  nur  durch  die  Verbindung  mit  gewissen  Zahl- 
wörtern zu  verschiedenen  Begriffen  umgestempelt  wird.  Denn 
einestheils  geben  derartige  Zusammensetzungen  in  unserer  Sprache 
leicht  schwerfällige  Wortformen  oder,  wenn  biegsame  Wörter  ans 
fremden  Sprachen  zu  Hälfe  genommen  werden,  Mischlinge,  welche 
unser  Sprachidiom  nur  noch  mehr  verletzen,  als  es  leider  schon 
gemi£  geschehen  ist;  anderenteils  aber  heften  sich  die  Begriffe 
für  die  verschiedenen  Einheiten  bei  dem  grössten  Theile  des  Vol- 
kes mit  grösserer  Bestimmtheit  an  verschiedene  selbstst&nriige 
Namen ,  welche  wie  Klippen  aus  dem  gleichförmigen  Strome  einer 
von  Theil  zu  Theil  fortschreitenden  Gemässskale  hervorragen  und 
die  Gruppen  des  Systemes  nicht  in  einander  fiberschleifen,  sondern 
scharf  trennen. 

Die  Richtigkeit  der  letzteren  Behauptung  werden  diejenigen 
empfinden,  welche  sich  fragen,  wie  oft  sie  ihre  Gedanken  erst 
auf  das  Prinzip  der  Benennung  der  französischen  Gemässe  haben 
zurückführen  müssen,  um  nicht  diese  oder  jene  zwei  der  Längen :  De- 
zimeter, Zentimeter,  Dekameter,  Hektometer,  Kilometer,  oder 
der  Flächen:  Deziare,  Zentiarc,  Dekare  u.  dergl.  mit  einander  zu 
verwechseln. 

Ausserdem  aber  ist  es  wünschenswert!! ,  die  einfachsten 
der  hie  oder  da  in  Deutschland  üblichen  Maassbenennungen  zu 
wählen,  und  dieselbeu  nicht  etwa  mit  einem  Ballast  von  Epithe- 
ten  zu  behängen,  um  hierdurch  den  neueren  Ursprung  zu  be- 
zeichnen. Wenn  es  in  Zukunft  einmal  darauf  ankommen  sollte, 
die  älteren  Gemässe,  welche  doch  bald  ausser  dem  Bereich  aller 
Nachfrage  kommen  würden,  von  den  neueren  zu  unterscheiden: 
so  kann  dies  immer  sehr  leicht  durch  den  Zusatz  altes  Maas* 
geschehen. 
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Entwurf  eines  duodezimalen  Maasssystemes. 

])  Längenmaaasse. 

Die  Grundeinheit  des  französischen  Längenmaasses,  das  Me- 
ter, in  einer  Lance  von  etwa  3%  Fuss  rheinländisch ,  ist  viel  zu 
gross,  um  bei  den  gewöhn  liehen  Längenbestimmuncen  des 
menschlichen  Lebens  ein  bequemes  Maass  abzugeben.  Wenn  die 
Längenangaben  nur  etwas  mehr  als  die  gröbsten  Annäherungen 
sein  sollen,  welche  fast  gar  keinen  praktischen  Werth  haben;  so 
kann  man  dieselben  nicht  in  runden  Metern  machen,  sondern  muss 
die  untergeordneten  Einheiten  zu  Hülfe  nehmen.  Dieses  Faktum 
haben  selbst  die  Franzosen  dadurch  anerkenneo  müssen,  dass  «ie 
neben  dem  Meter  noch  einen  neuen  Fuss  =  */3  Meter  in  Gebrauch 
setzten. 

In  der  That  empfiehlt  sich  die  Fusslänge  zu  dem  alltäglichen 
Gebrauche  durch  ihre  angemessene  Grosse  sehr.  Man  basire  da- 
her das  Längensystem  auf  den  Fuss  als  Grundeinheit,  und  gebe 
demselben  genau  die  Länge  des  dritten  Theiles  des  defi- 
nitiven Meter 8.   Dies  gibt  folgendes  System: 

1  Ruthe  =  12  Fuss;   dem  Werthe  nach  =  4     Meter  oder 

=  12,745...  Fuss  preuss. 

1  Fuss     —  12  Zoll;      „         „  =  )U   Meter  oder 

=  l,öo2  ...  Fuss  preuss. 

1  Zoll      =12  Linien;   „         „      „     =  27/o  Zentimeter  oder 

=  1,062  ...  Zoll  preuss. 

1  Linie    =  12  Skrupel;  „         „      „     =  2,%4Millimeter  oder 

=  1,002. ..Lii* 


1  Skrupel 


»»  »» 


.  Linie  preuss. 

=  W5/648  Millimeter  oder 
=  1,002  ...  Skrupel  pr. 

1  Meile  =  12x12x12       =  1728  Ruthen)  =  6912  Meter  od. 
=  12x12x12x12=20736    Fuss)  =  22023  Fuss  pr. 

Nach  den  Einheiten  dieses  Systemes  sind  im  öffentlichen  Le- 
ben alle  Längen  zu  messen ,  so  dass  aus  dem  Bergwerke  das  L  ach- 
ter, von  der  See  der  Faden  und  aus  dem  Laden  des  Kaufmanns 
die  Elle  verschwindet,  welche  Maasse  doch  nur  auf  zufälligen 
Gewohnheiten  oder  auf  unwesentlichen  Eigenschaften  beruhen.  So 
hat  z.  B.  die  Elle  nur  das  Bequeme  an  sich,  dass  sich  bei  ihrer 
Handhabung  mit  möglichster  Leichtigkeit  ein  längeres  Stück  Zeug 
abmessen  lässt.  Dies  kann  jedoch  mit  derselben  Geläufigkeit  ge- 
schehen, wenn  man  sich  statt  der  Elle  eines  Stabes  von  2  Fuss 
Länge  bedient.  Im  Uebrigen  ist  die  Einteilung  der  Elle  in  Halbe, 
Viertel  und  Achtel  bei  weitem  nicht  so  zweckmässig,  als  die  Duo- 
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dezimal -Eintheilung  des  Fusses  in  Zolle,  welche  dem  Kaafmanne 
verstattet,  Längen  von  grösserer  Mannichfaltigkeit  an  den  Käufer 
abzugeben  und  demnach  vielseiterige  Bedürfnisse  zu  befriedigen, 
besonders  da  eine  entsprechende  Üuodczimaleintheilnng  des  Gel- 
des die  Bezahlung  so  verschiedener  Längen  erleichtern  wird. 

Vorstehendes  System  schlicsst  nicht  aus,  dass  der  Feld- 
messer, so  lange  nicht  ebenfalls  das  dodekadische  Zahlensystem 
angenommen  ist,  die  gesetzmässige  Ruthe  nach  dem  Dezimalprin- 
zipe  in  Zehntel -,  Hundertstel  -  Ruthen  u.  s.  W.  ahtheile,  um  durch 
die  Messung  sogleich  bequeme  Zahlformen  für  seine  spateren 
Rechnungen  zu  erhalten. 

2)  Machenmaasse. 

•  | 

Die  Flächen  werden  nach  Quadratruthen,  Quadratfussen,  Qua- 
dratzollen u.  s.  w.  sowie  nach  Quadratmeilen  gemessen.  Ausser- 
dem hat  man 

1  Morgen  =  der  Fläche  eines  Quadrates,  dessen  Seite  12  Ruthen 
enthalt,  also  —  1  U  Qunilratruthcn ;  dem  Wertlie  nach 
ist  diese  Grösse  =  2304 Quadratmeter  =  162,43. ..Qua- 
dratruthen preussisch. 

1  Quadratmeile  enthält  12x12x12x12  =  20736  Morgen. 

3)  Körpermaasse. 

a)  Bei  der  Ausmessung  der  Körper  werden  die  Kuben  der 
obigen  Längeneinheiten  überall  da  in  Anwendung  gebracht,  wo 
der  körperliche  Inhalt  aus  drei  räumlichen  Dimensionen  zu  ermit- 
teln ist. 

Für  sonstige  Körpermaasse  sei 

b)  Zum  Abmessen  der  Steine  und  Erde  beim  Bauwesen 

1  Schachtruthe  =  VI2  Kubikruthe  =  144  Kubikfuss;  demWerthe 
nach  =  5'/3  Kubikmeter  =  172,511...  Kubikfuss  preuss. 

Die  Schachtruthe  wird  in  12  Zuber  a  12  Kubikfuss  getheilt. 

c)  Zum  Abmessen  des  Brennholzes  etc. 

1  Klafter  -    1  -14  Kubikfuss;   dem  Werthe  nach  =51/3  Kubikmeter 

=  172,511 . . .  Kubikfuss  preussisch. 

d)  Zum  Abmessen  des  Getreides  und  anderer  körniger 

Substanzen. 

Die  Grundeinheit  sei  der  Scheffel,  welcher  1  Kubikfuss  ent- 
halte, was  dem  Inhalte  nach  =  l/27  Kubikmeter  =1,198...  Kubik- 
fuss preussisch  ausmacht. 

1  VVispel  =  12  Malter;   dem  Inhalte  nach  144  neue  Kubikfuss 

=5ys  Kubikmeter  =4,044...  Wispel  preuss. 

1  Malter  =  12  Scheffel;    dem  Inhalte  nach  12  neue  Kubikfuss 

=%  Kubikmeter  =  8,088...  Scheffel  preuss. 
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1  Scheffel  =r  12  Metzen;  dem  Inhalte  nach  1  neuer  Kubikfuss 

=  Vsr  Kubikmeter  =  0,674 . . .  Scheffel  preuss. 

1  Metze  ist  dem  Inhalte  nach  Y(9  neuer  Kubikfuss  =  %a*  Kubik- 
meter =0,898...  Metzen  preussisch. 

e)  Zum  Ausniesgen  der  Flüssigkeiten,  Bier,  Wein  etc. 

• 

Die  Grundeinheit  sei  das  Quart,  dessen  Inhalt  gleich  dem 
Würfel  von  3/10Fuss,  also  gleich  2r/10oo  Kubikfuss  sei,  so  dass 
das  Gewicht  von  einem  Quart  Wasser,  w  ie  wir  weiter  unten  sehen 
werden,  genau  2  Pfund  betragt.  Dieses  Quart  ist  alsdann  auch 
gleich  J  Kubikdezimeter  oder  gleich  l  Liter.  Die  Einteilung  sei : 

I  Fass  =  12  tonnen  oder  Oxhoft;  dem  Werthe  nach  =  1728Liter 

=  1509,12...  Quart  preussisch. 

1  Tonne  oder  Oxhoft  =  12  Anker  ;  dem  Werthe  nach  =  144  Liter 

■—  125,76  ...  Quart  preussisch. 

1  Anker  =  12  Quart;  dem  Werthe  nach  =  12  Liter  =10,48 ...Qrt. 

preussisch. 

1  Quart  =  12  Nüssel;  dem  Werthe  nach  =  1  Liter  =0,873...  Qrt. 

preussisch. 

1  Kussel  istdem  Werthe  nach  =yi3  Liter =0,0727...  Qrt. 
preussisch. 

4)  Gewichtsmaasse. 

Das  franzosische  Kilogramm,  gleich  dem  Gewichte  eines 
Kubikdezimeters  Wasser  im  Zustande  der  grussten  Dichtigkeit 
(ungefähr  bei  3,2°  R.  Wärme)  und  im  luftleeren  Haume,  ist  für 
den  gewöhnlichen  Gebrauch  zu  gross,  was  sich  auch  dadurch  be- 
thätigt,  dass  in  Frankreich  ein  neues  Pfund  =  ya  Kilogramm  ge- 
setzlich erlaubt  ist.  Man  nehme  daher  als  Grundeinheit  des  Ge- 
wichtssystemes  das  Pfund  gleich  der  Hälfte  des  französi- 
schen Kilogramm  es  an,  so  dass  1  Pfund  das  halbe  Gewicht 
eines  Kubus  Wasser,  dessen  Seite  8/10  Fuss  beträgt,  oder  das 
ganze  Gewicht  von  27/itooQ  Kubikfuss  Wasser  darstellt,  wonach  dann 
1  Kubikfuss  Wasser  74%,-  Pfund  wiegen  wird.  Die  Einteilung 
sei  folgende: 

1  Tonne     =  12  Zentner;  dem  Werthe  nach  =864  Kilogramm 

=  1847,29  ...  Pfund  preussisch. 

1  Zentner  =  12  Stein ;   dem   Werthe    nach   =  72  Kilogramm 

=  153,941  . . .  Pfund  preussisch. 

1  Stein       =  12  Pfund;    dem  Werthe  nach  =  6  Kilogramm 

=  12,828  ...  Pfund  preussisch. 

1  Pfund      =  12  Loth ;    dem  Werthe  nach  =  %  Kilogramm 

=  1,069...  Pfund  preussisch. 

1  Loth       =  12  Quentchen;  dem  Werthe  nach  =  4J2/3  Gramm 

=  2,850  ...  Loth  preussisch. 

1  Quentch.  =  12  Gran ;     dem  Werthe  nach  =  317/3A  Gramm 

=  0,950...  Quentchen  preuss. 


Digitized  by  Google 


40 

1  Gran       =  12  Ass;    dem   Werth«   nach   =  lM/m  Gramm 

=  4,75...  Gran  preussisch. 

1  Ass     dem  Werthe  nach  =  w*/öi84  Gramm 

=  0,396      Gran  preussisch. 

Nach  diesem  Gewichte  würden  auch  die  Aerzte  und  Apothe- 
ker, sowje  die  Gold-  und  Silberarbeiter  zu  rechnen  haben. 


5)  Geldmaasse. 

Der  französische  Frank  zu  dem  Werthe  von  etwa  4/|5  Thlr. 
pr.  oder  8  Silbergroschen  ist  offenbar  als  gebräuchlichste  Grund- 
einheit  des  Geldsystemes  zu  klein.  Man  nehme  den  doppelten 
Werth  des  Franken  als  Thaler  zur  Grundeinheit  au  und 
bilde  folgendes  System: 

1  Pistole  (Goldmünze)  =  12  Thlr. ;  dem  Werthe  nach  =  24  Franken 

r=  6  Thaler  13,02 ...  Silbergroschen  preuss. 

1  Tbaler  (Silbermünze)  =  12  Groschen ;  d.  Werthe  n.  =  2  Franken 

==  16,16  Silbergroschen  preussisch. 

1  Groschen  (Silberm.)  =  12  Pfennig ;  d.  Werthe  nach =  %  Franken 

=  1,34  . . .  Silbergroschen  pr. 

1  Pfennig  (Scheidemünze)  d.  Werthe  n. 
=  l7/i«  Zentimeo  =  1,34...  Silberpfennig. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  daas  noch  verschiedene  zwischen 
den  vorstehenden  Haupteinheiten  liegende  Münzen  ausgeprägt 
werden  müssen,  welche  jedoch  keine  anderen,  als  die  ihnen  naen 
diesem  System  zukommenden  Namen  in  der  Zusammensetzung 
mit  den  betreffenden  Zahlwortern  erhalten,  z.  B.  Doppel- Pistolen 
als  Goldmünze,  Zwei-Thalerstücke  als  Silbermünze  u.  s.  w.  , 

6)  Zeitmaasse. 

Der  Zeitranm  von  Mitternacht  zu  Mitternacht  werde  auch  fer- 
ner in  2  mal  12  gleich  24  Stunden  getheilt.  Die  Stunde  theile 
man  jedoch  zuvorderst  in  12  Grad,  wovon  ein  jeder  ein  Intervall 
gleich  5  alten  Minuten  umfassen  wird.  Hierdurch  gewinnt  man 
nicht  bloss  ein  konsequentes  System,  sondern  auch  eine  Erleich- 
terung der  Zeitbestimmung  für  das  bürgerliche  Leben,  in  welches 
jetzt  durch  den  immer  mehr  sich  ausdehnenden  Eisenbahnverkehr 
die  ganze  für  Manchen  fast  unübersehbare  Menge  der  60  Minuten 
eingeführt  ist.  Durch  eine  Eintheilung  der  Stunde  in  12  Grad 
würden  die  Fahrpläne  der  verschiedenen  Bahnverwaltungen  gewiss 
•ine  viel  einfachere  Gestalt  annehmen,  und  die  nach  Granen  an- 
gegebenen Zeitmomente  würden  sich  bei  der  bekannten  Einrich- 
tung unserer  Uhren  mit  der  grilssten  Bequemlichkeit  ablesen  las- 
sen.  Demnach  sei 
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1  Tag    =  12  Stunden;  dem  Werth«  nach  =  1  jetzigen  Tage. 


1  Stunde: 
1  Grad 
l  Minute; 
1  Sek. 


12  Grad  ; 
12  Minuten;  „ 
12  Sekunden ;„ 
12  Terzien;  „ 
1  Terzie 


»» 
»♦ 
>» 
»» 


=  1  jetzigen  Stunde. 
=  5  jetzigen  Minuten. 
=  25  jetzigen  Sekund. 
=  2%,  jetz.  Sekund. 
=  *5/i44  je^.  Sekund. 


7)  Winkelraaasse. 

Man  theile  den  Kreisquadranten  in  72,  also  den  Halbkreis  in 
144  und  den  ganzen  Kreis  irt  288  Grad;  ferner 

1  Grad      in  12  Minuten, 
I  Minute    in  12  Sekunden, 
1  Sekunde  in  12  Terzien. 

Die  Erde  durchläuft  alsdann  bei  der  Umdrehungsbewegung 
um  ihre  Axe 

in  dem  Zeitraum  von  12  Stunden  die  Winkelgrosse  von  144  Grad; 


»t  »» 

»>  »♦ 

»»  » 

»  *» 


»t 
»» 


>» 


»» 


1  Stunde  „ 
lGrad 
1  Minute    „  „ 
1  Sekunde  „  „ 

8)  Kräfteraaasse. 


12  Grad; 
1  Grad; 
1  Minute; 
1  Sekunde. 


Behuf  Messung  der  physischen  und  chemischen  Kräfte  aller 
Art  suche  man  Systeme  herzustellen,  welche  mit  möglichster  Kon* 
sequenz  auf  dem  Duodezimalgesetze  beruhen. 

So  theile  man  z.  B.  behuf  Messung  der  Wärme  die  Ther- 
mometerskale zwischen  dem  Gefrier-  und  Siedepunkte  des  Wassers 
in  144  Grad. 

9)  Stückmaas s e. 

Die  stückweise  zu  zählenden  Güter  im  gewöhnlichen  Leben 
messe  man,  wo  es  nur  irgend  thunlich  ist,  nach 

Dutzenden  ä  12  Stück  und 
Groffen  ä  12  Dutzend, 

indem  man  sich  der  viel  unbequemeren  Zablmaasse :  Schock,  Man- 
del, Stiege,  Zimmer  u.  dergl.  gänzlich  enthält. 

Wo  ^ewerksmässiger  Gebrauch  lur  grössere  Mengen  beson- 
dere Begriffe  und  Namen  erfordert,  fähre  man  eine  strenge  Duo- 
dezinialeintheilung  ein.    So  sei 
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bei  der  Garn-Fabrikation 

1  Bund    |=  12  Lopf; 

1  Lopf    =  12  Gebind; 

1  Gebind  =144  Fäden  a  6  Fuss  lang. 

Bei  der  Papier-Fabrikation. 

1  Ballen  =  12  Ries; 
1  Ries    =  12  Buch; 
1  Buch    =  12  Bogen. 

U.  8.  W. 


Wenn  unter  Verleugnung  kleinlicher  Rucksichten  ein  in  Tor- 
stehender Weise  streng  geordnetes  Duodezimal- Maasssystem 
dem  öffentlichen  Leben  übergeben  und  der  Gebrauch  desselben 
dem  Volke  zur  anderen  Natur  geworden  ist;  so  kann  es  nicht 
fehlen ,  dass  bald  selbst  in  den  untersten  Schichten  die  Idee  eines 
duodczimalen  Zahlen  System  es  verstanden  wird  und  Anklang 
findet,  so  dass  alsdann  nur  noch  eine  geringe  Bei  hülfe  von  Seiten 
der  {Schulen,  der  Schriftsteller  und  öffentlichen  Redner  erforder- 
lich ist,  um  das  gesaramte  Volk  zu  der  früher  besprochenen  höchst 
segensreichen  Umwälzung  des  absoluten  Zahlensystems  bereit- 
willig zu  machen. 


p  •  ■     ■       r  -         i  • 
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Deutsche  Maasse,  Münzen  und  Gewichte. 


Heber  ein  deutsches  Maass-,Gewiclits- 


Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Sinzheim  bei  Heidelberg. 


Das  Bedürfniss  eines  gemeinschaftlichen  deutschen  Maas*- 
systemes  ist  ein  vielfach  gefühltes  und  mit  der  Kräftigung  der 
Nation;» lemheit  wird  es  ein  immer  allgemeiner  empfundenes  wer- 
den.  Der  gegenseitige  Verkehr  verlangt  zu  seiner  Erleichterung 
ein  solches,  wenigstens  in  so  weit  als  es  sich  einführen  lägst, 
d.  h.  mindestens  innerhalb  der  G ranzen  desselben  Staates. 

Bei  Einfuhrung  eines  solchen  scheint  es  jedoch  nicht  geradezu 
nothweodig  zu  sein,  von  einem  Grundmaasse  auszugehen,  das  die 
Natur  selbst  anzeige,  wie  La  place  sagt.  Denn  es  kann  dies« 
doch  offenbar  nur  aus  dem  Grunde  geschehen,  damit  man  das 
Urmaass  wieder  auffinden  könne,  wenn  es  je  sollte  verloren  gehen. 
Allerdings  ist  dieser  Grund  ein  äusserst  wichtiger,  allein  er  kann 
vollständig  erreicht  werden ,  wenn  man  irgend  eine  beliebige  Länge 
zum  Grundinaasse  annimmt.  Denn  ist  das  Volk,  das  eine  solche 
Länge  als  Grundmaass  annimmt,  eines,  in  dem  die  Wissenschaf- 
ten blühen,  so  werden  eine  Menge,  als  unveränderlich  anzuse- 
hender Längen  von  ihm  in  dem  angenommenen ,  willkührtichen 
Maasse  bestimmt  werden,  als  die  Pcndellän^e  in  den  verschie- 
denen Breiten  und  Längen,  die  Länge  der  Erdgrade  u.  s.  f.  und 


wieder  zu  finden,  wenn  es  verloren  gehen  sollte.  Ist  ein  solches 
willkürliches  Urmaass  z.  B.  der  Pariser  Fuss,  und  man  weiss, 
dass  die  Länge  des  Pendels  im  leeren  Räume  und  bei  10°  in 
Paris  3*0*8^,6  ist,  so  kann  mau  aus  dieser  Angabc  schon  allein 


EL 


und  Munzsy stein. 


Von  dem 
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das  Urmaass  immer  wieder  finden.  Freilich  konnte  sich,  in  Folge 
von  Umwälzungen  im  Innern  der  Erde,  die  Pendellänge  in  Paris 
ändern,  es  ist  aber  nicht  wahrscheinlich,  dass  diess  uberall  ge- 
schehe, und  ist  daher  die  Pendellänge  an  vielen  Orten  genau  in 
dem  angenommenen  Maasse  bestimmt,  so  kann  das  Urmaass  als 
ffir  immer  festgestellt  betrachtet  werden.  Ich  habe  hier  die  Pen- 
dcllänge  nur  als  Beispiel  angenommen;  das  Nämliche  gilt  von 
noch  vielen  andern  Längen,  die  in  der  Natur  als  im  Allgemeinen 
unveränderlich  angesehen  werden  können. 

Als  Resultat  scheint  sich  somit  zu  ergeben,  dass  die  Zu- 
grundelegung eines  „natürlichen "  Urmaasses  keineswegs  notwen- 
dig ist.  Vielmehr  muss  man,  so  viel  diess  immer  möglich  ist, 
sich  an  die  bestehenden  Maasse,  die  das  Bedürfniss  geschaffen, 
anlehnen.  Die  nothwendige  Bedingung  ist  nur  die,  dass  die  Unter- 
abtheilungen dergestalt  gewählt  seien,  dass  die  Rechnung  erleich- 
tert wird,  d.  h.  dass  sie  nach  der  Theilung  von  10  zu  10  gesche- 
hen. Nach  dieseu  vorläufigen  Bemerkungen  wende  ich  mich  sofort 
zum  Vorschlage  eines  gemeinschaftlichen  Maasssvstems. 


I.  Längenmaass. 

* 

Als  „natürliches  Maass"  hat  sich  im  Laufe  der  Zeit  hier  die 
heiläufige  Länge  des  menschlichen  Fuss  es  herausgestellt.  Diese 
Bestimmung««  eise  niusste  es  mit  sich  bringen,  dass  der  Fuss 
(das  Maass)  an  verschiedenen  Orten  verschieden  ausfiel,  woher 
sich  denn  auch  die  Unzahl  verschiedener  Fussinaasse  erklärt. 
Ward  aber  in  einem  Staate  ein  Stamm  herrschend,  so  nüthigte  er 
die  andern  Stämme  zur  Annahme  seines  Maasses ,  oder  durch  Cen- 
tralisirung  der  Regierungsgewalt  war  die  Möglichkeit  gegeben,  das- 
selbe Maasssystera  in  einem  grössern  Staate  einzuführen.  Keines 
dieser  beiden  war  in  Deutschland  der  Fall,  und  mau  konnte  daher 
nicht  anders  erwarten,  als  dass  so  viele  Maasse  sich  bilden  wur- 
den, als  Staaten.  Wollen  wir  nun  ein  gemeinschaftliches  Maass, 
so  dürfen  wir  uns  nicht  zu  weit  entfernen  von  den  bisher  gebräuch- 
lichen Einheiten,  wenn  wir  nicht  gewaltsam  störend  in  eine  Menge 
Verhältnisse  eingreifen  wollen.  Zweckmässig  scheint  es  aber  zu 
sein,  eine  Einheit  zu  wählen,  die  in  einfachem  Verhältnisse  stehe 
zum  französischen  Meter;  zweckmässig  des  internationalen  Ver- 
kehrs wegen,  zweckmässig  des  Gebrauchs  des  franzosischen  Maas- 
ses in  der  Wissenschaft  wegen.  Unter  diesen  Umständen  scheint 
als  Einheit  des  Fussmaasses  die  angemessenste  Unterabteilung 
des  Meters:  drei  Decimetres  zu  sein,  so  dass 

1  deutscher  Fussr^O,"^. 

Der  Fuss  Wörde  in  10  Zolle,  der  Zoll  in  10  Linien  u.  s.  f.  abge- 
theilt  Das  vorgeschlagene  Längenmaass  Hegt  so  ziemlich  in  der 
Mitte  zwischen  den  bisher  in  Deutschland  gebräuchlichen.  Es  ist 
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der  wiener  Fuss 
„  prenss.  „ 
badische  „ 
hannov.  „ 
bayer.  „ 
knrhess.  „ 
würtemb.  ,, 
brauuschw. 
sächsische 


»» 
»» 
»» 
»> 
•» 
>» 


0,-316110  der 

;0,  313853 
:0,  300000 
:0,  292094 
:0,  291859 
=0,  287699 
=0,  286490 
-0,  285361 
:0,  283190 


»» 
f» 
>* 
»» 
>» 
»> 
» 


»» 


böhmische  Fuss 
nassauische 
gothaische 
lübeckische 
Oldenburg, 
bremische 
frankfurter 
fuldaer 
darmatädt. 


♦i 

»» 
>» 
»» 


:ö, * 596398 
:0,  287844 
:0,  287618 
:0,  291002 
:0,  296415 
0,  289*200 
:0,  284600 
:0,  285880 
:0,  250000 


Zugleich  hätte  die  Schweiz  dasselbe  Ftissmaass,  während  der 
englische  (russische)  Fuss  nicht  viel  davon  verschieden  wäre 
(=0,-3047945). 

Dieser  Annahme  nach  wäre  sodann: 


der  wiener  Fuss 

=  1,05370  deutsche 

Fuss 

»* 

preussische  „ 

=1,04617 

»# 

>» 

•» 

hadtsche  „ 

=  1,00000 

M 

*t 

»» 

böhmische  „ 

=0,98799 

f» 

>» 

»» 

Oldenburg.  „ 

=0,98805 

»» 

»» 

»f 

hannöv.  M 

=  0,97364 

»> 

»» 

»» 

bayerische  „ 

=0,97286 

M 

t» 

*> 

bremische  „ 

=0,96400 

»• 

>» 

• 

j» 

nassauische  „ 
• 

=0,95948 

» 

>» 

»» 

kurhessische  „ 

=0,95899 

M 

»» 

»t 

gothaische 

=0,95872 

n 

wfirtemberg.  „ 

=0,95496 

» 

»> 

braunschw.  „ 

=  0,25120 

»» 

» 

frankfurter  „ 

=  0,94866 

»» 

» 

t» 

sächsische  „ 

=0,94396 

" 

•» 

fuldaer  „ 

=0,94293 

M 

» 

w 

darmstSdter  „ 

=0,83333 

>» 

Die  Elle  würde  am  einfachsten  zu  2  Fuss  angenommen,  das 
Klafter  zu  6  Fuss,  wie  diess  vielfach  gebräuchlich,  während 
die  eigentliche  Oberabtheilung  die  Ruthe,  zu  10  Fuss,  wäre. 
Elle  und  Klafter  wären  mehr  Benennungen ,  wie  etwa  Dutzend  o. 
s.  £  in  den  unbenannten  Zahlen.   Es  wäre  also: 
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1  Rothen  10  Fuss, 

1  Fuss  =10  Zoll,     1  deutscher  Fuss  =0,3  metres, 
1  Zoll  =10  Linien,  1  Wegstunde       =1000  Ruthen, 
1  Linie  =  10  Punkte,  2  Wegstunden      =1  Meile. 

II.  Flächcnmaasse. 

Sie  ergeben  sich  natürlich  aus  dem  Längenmaass,  also  Qua 
dratruthen ,  Quadratfuss,  Quadratzoll  u.  s.  IT  100  Quadratruthen 
sind  1  Acker,  wovon  4  einen  Morgen  ausmachen. 

III.  Korpermaasse. 
Werden  eben  so  aus  dem  Längenniaasse  gebildet. 

- 

IV.  Flüssigkeitsmaasse. 

Sie  roussten  für  alle  Flüssigkeiten  dieselben  sein.  Als  Ein- 
heit wähle  man,  wenn  man  sich  von  den  gebräuchlichen  Bflaassen 
nicht  zu  weit  entfernen  will,  lfw  Kubikfuss.  Zweckmässig  dürfte 
dafür  der  norddeutsche  Name  Kanne  sein.  Quart  (in  Berlin) 
ist  nicht  deutsch,  Maass  (in  gauz  Süddcutschland)  vielleicht  zu 
unbestimmt.  Es  wäre  dann  dio  Kanne  =1,35  litres.  Ferner  wäre. 

die  bayerische  Maass  =0,791  Kannen 

„  hessische  =1,481  „ 

;,  wiener  „  =1,04$ 

„  berliner  Quart  =0,866 

„  badische  Maass  =1,111  „ 

„  leipziger  Kanne  =0,891  „ 

„  würtemberg.  Maass  =1,360  „ 

10  Kannen  würden  sodann  1  Eimer, 

10  Eimer       „         „       1  Ohm, 

10  Ohm         „         ,,       1  Fuder 

ausmachen,  während  die  Kanne  in  10  Glas  gethetlt  wäre.  Für 
den  gewöhnlichen  Gebrauch  hätte  die  Kanne  *2  Fl a sehen,  die 
Flasche  2  Schoppen.   Die  Abteilungen  wären  also: 


1  Puder  =10  Ohm, 
1  Ohm     =10  Eimer, 
1  Eimer   =10  Kannen, 
1  Kanne  =10  Glas. 


1  Kanne  =1,35  litres. 
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V.  Getreidemaasse. 

Diese  fielen  mit  den  Flüssigkeitsmaassen  zusammen,  wenn 
auch  unter  andern  Namen.   Es  hies&o  nämlich: 

Das  Glas  hier  :  Becher, 
die  Kanne   ,,   :  Märschen, 
der  Eimer    „    :  Scheffel, 
das  Ohm     „   :  Malter, 
das  Fuder   „    :  Zuber. 


VI.  Gewicht. 

Als  Gewichtseinheit  eignet  sich  das  halbe  Kilogramm,  das 
wohl  um  so  eher  eingeführt  werden  durfte,  als  diese  Einheit  im 
Zollverein  als  „Zollpfund"  schon  eingeführt  ist.  Alsdann  ist: 

das  bayerische  Pfund  =1,12   deutsche  Pfund. 
„   hessische    „      =1  „  „ 

„    badische      „      =1  „  „     10  Pf.=0,5kilogT. 

„   Österreichische     =1,1203      „  „ 

„    preussische,,      =0,9354      „  „ 

„  sächsische  „      =0,9340      „  „  * 

„   wflrteniberg.,,      =0,9351      ,,  ,, 
10  Pfund  würden  sodann    1  Stein, 
10  Stein      „         „        1  Zentner  ausmachen. 

Die  Unterabtheilungen  des  Pfundes  nach  der  Zehntheilung 
sind  bisher  nicht  üblich  gewesen.  Sie  gehören  jedoch  uothwen- 
dig  in  ein  geregeltes  Gewichtssystem.  Die  Theilung  konnte  fol- 
gende sein: 

1  Pfund     =10  Unzen, 
1  Unze      =10  Drachmen, 

- 

1  Drachme =10  Gran. 

* 

Für  den  gewöhnlichen  Gebrauch  gäbe  es  %,  V*,  %  Pfund, 
lk»  V«  un^  Vi  Unzen. 


VII.  Münzen. 

Auch  hier  soll  der  Grundsatz  festgehalten  werden ,  sich  nicht 
zu  weit  von  dem  Bestehenden  zu  entfernen.   Zu  diesem  Zwecke 
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dürfte  es  dienlich  sein,  in  Deutschland  allgemein  den  14,7  Thaler- 
fiiss  einzuführen  (14,7  auf  die  feine  Mark).  Dieser  (deutsche) 
Thaler  würde  in  10  Zehner  oder  100  Kreuzer  oder  1000  Heller 
abgetheilt  werden.   Alsdann  wäre: 

der  preussische  Thaler  =105  kr.  =1  Thlr.  5  kr. 

„  süddeutsche  Gulden  =  60  kr.  =0.6  „ 

„  Silbergroschen  =    3% kr. 

„  Österreich.  Gulden  =  72  kr.  (genauer  73 

Es  würden  somit  die  bestehenden  (Haupt-) Münzen  «ich  ire- 
nau  in  den  neuen  angeben  lassen,  ja  sie  konnten  einstweilen, 
theilwei.se  als  Unterabtheilungen,  mit  in  Umlauf  bleiben;  so  waren 
die  */.  Thalerstücke  70  kr.,  die  Guldenstücke  60  kr.  Für  den  Ge- 
brauch würde  man  Stücke  von  60,  10,  5  kr.  in  Silber  prägen, 
wahrend  in  Kupfer  ausser  den  Kreuzerstücken,  *L  kr.  zu  prägen 
wären,  die  fiir  den  Verkehr  ausreichen  würden.  Die  bisherigen 
Vs  Thalerstücke  gingen  für  33  kr.,  die  %  Guldenstücke  für  30  kr., 
die  2F|.-Stücke  würden  1%  Thlr.,  die  2Thalerstücke  2,1  Thal« 
gelten.  An  Goldmünzen  würden  3,  6  und  10 Thalerstücke  aus 
zupragen  sein. 


III. 

Vorschläge  zur  allgemeinen  deutseben  Maass-,  Ge- 
wichts- und  Münzregul irung.  Von  Dr.  G.  Karsten,  Pro- 
fessor der  Physik  zu  Kiel.   Berlin.  1848.  8.  4  Sgr. 

Der  Verfasser  dieser  Schrift  will  den  dritten  Theil  der  Länge 
des  einfachen  Sekundenpendels  unter  45 0  der  Breite  auf  0°  Ten* 
peratur,  den  luftleeren  Raum  und  den  Meeresspiegel  reducirt,  als 
Einheit  des  Längeninaasses  unter  dem  Namen  deutscher  Fuss 
zu  Grunde  legen.  Ausserdem  will  er  überhaupt  bei  allen  Maassen 
die  DecimaJ'Eintheilung  möglichst  consequent  durchgeführt  wissen, 
und  gebraucht  z.B.  bei  den  Längenmaassen  folgende Eintheilung: 
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1  Linie  =10  Punkte, 

1  Zoll  =10  Linien, 

1  Fuss  =10  Zoll, 

1  Ruthe  =10  Fuss, 

1  Strecke  =10  Ruthen, 

1  "Stadie  =  10  Strecken , 
1  kleineMeile=10  Stadien; 

1  Elle  =2  Fuss, 

1  Klalter  =6  Fuss,  2 
1  grosse  Meile  =9  kleine  Meilen. 

Im  kleinen  Verkehr  will  er  noch  die  Rechnung  nach  halben 
und  viertel  Zollen,  halben  und  viertel  Fussen  gestatten.  Das  Wei- 
tere ulier  die  andern  IVlaasse  rauss  man  in  der  Schrift  selbst  nach- 
sehen. 


ferner 


IV. 

Allgemeine  progressive  Grund-  und  Einkommen- 
steuer, gleiches  Maas«  und  Gewicht  für  Deutschland 
von  L.  Freiherrn  von  Gross,  Grossherz.  Sächs.  Gehei- 
men Finanzrath.   Jena.  1848.    8    8  Sgr. 

Wir  empfehlen  diese  Schrift  namentlich  in  Bezug  auf  ihren 
Hauptinhalt,  und  auch  rücksichtlich  der  vom  Zollverein  über  die 
Einfuhrung  allgemeiner  IVlaasse,  Münzen  und  Gewichte  gepfloge- 
nen Verhandlungen  als  sehr  lesenswerth  und  instruetiv.  lieber 
die  Maasse  und  Gewichte  macht  der  Verfasser  folgende  Vor- 
schläge: 

Langenmaass. 

1  Fuss  zu  3  Dezimeter,  in  12  Zoll  «heilbar, 
1  Elle   zu  6  Dezimeter  (halber  französischer  Stab), 
1  Ruthe  zu  15  Fuss. 
Das  Meilenmaass  der  bekannten  geographischen  Meile. 
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Flächeuniaass. 

1  Quadratruthe  Are), 

1  Acker  zu  164  Quadratruthen  (%  Hectare). 

■ 

Korpermaass. 
1  Schachtruthe  zu  225  Kubikfuss, 

1  Klafter  zu  108  Kubikfuss  (bei  3%  Fuss  Scheitlänge),  3Kilolitre, 

1  Scheffel  (zu  70  Litres  französisches  Maass)  in  4  Viertel  oder 
16  Metzen  ,  jede  zu  5  Maass  theilbar,  dessen  Rauminhalt 
einen  Zollcentoer  Roggen  mittlerer  Qualität  fasst, 

1  Eimer  gleichen  Inhalts  f/io  Hectolitre)  zu  80  Maass  oder  Flaschen. 

i 

Gewicht 

*  « 

Der  Zollcentner  (50  Kilogramme)  ä  100  Pfund. 
Das  ZolJpfund  zu  32  Loth  ä  4  Quentchen. 

Die  Begründung  dieser  Vorschläge  muss  man  in  dem  Gut- 
achten S.  3a  —  S.  40  selbst  nachlesen.  Auf  S.  40  —  S.  44  giebt 
der  Verfasser  ein  Gutachten  über  einen  in  der  Beilage  zur  deut- 
schen Zeitung  vom  19.  Oktober  1847  gestellten  Antrag  von  einem 
Herrn  Henschel  in  Bezug  auf  Vereins -Maass  und  Gewicht. 
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Litcrariwclicr  Bericht. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  den  Schul-  und  Seihst* 
Unterricht  von  Dr.  W.  A.  Wilde,  Professor  am  Gymna- 
sium zu  Stargard.  Zweiter  Band.  Auch  unter  dem  Titel: 
Lehrbuch  der  Arithmetik  für  den  Schul-  und  Selbst- 
unterricht Zweiter  Band.  Die  Gleichung«-,  Beztehungs- 
und  Combinationsleh re.  Mit  einer  Figurentafel.  Leip- 
zig. 1848.  8. 

Der  erste  und  dritte  Band  dieses  empfehlenswerthen  Lehrbuches 
sind  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXIV.  S.  357.  und  Nr.  XXX.  S.  449. 
angezeigt  worden.  Was  dort  über  seine  Eigenthiindichkeit  und  zu 
seiner  Empfehlung  gesagt  worden  ist,  gilt  auch  von  dem  vorlie- 
genden zweiten  Bande,  und  es  genügt  daher,  den  Inhalt  dessel- 
ben hier  anzugehen:  G  leivhnngsle  hre  (Algebra).  Erster 
Abschnitt.  Einfache  Gleichungen.  Anhansr  zum  ersten  Abschnitt. 
(Elimination).  Zweiter  Abschnitt.  Quadratische  Gleichungen. 
Anhang  zum  zweiten  Abschnitt.  (Kettenbrüche,  unbestimmte  Glei- 
chungen). Dritter  Abschnitt.  Höhere  Gleichungen.  Anhang 
zum  dritten  Abschnitt.  Directc  Auflösung  der  cuhischeu  und  bi- 
quadratischen Gleichungen.  —  B  eziehungslekre.  (Verhält- 
nisse, Proportionen,  Logarithnren,  Reihen).  Vierter  Abschnitt. 
Verhältnisse  und  Proportionen.  Fünfter  Abschnitt.  Logarith- 
men. Sechster  Abschnitt.  Heilten  (Progressionen).  Anhang  zum 
sechsten  Abschnitt  (Zins-  und  Rentenrechnung.  Arithmetische 
Reihen  höherer  Ordnungen).  Siebenter  Abschnitt  Combina- 
torische  Grundoperationen. 
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Physik. 


Beiträge  zur  meteorologischen  Optik  und  zu  ver- 
wandten Wissenschaften.  In  zwanglosen  Heften  her- 
ausgegeben von  Johann  August  Grunert.  Erste r  Thei I. 
Erstes  Heft.    Mit  einer  lithogr aphirten  Tafel.  Leipzig. 


tu r lehre  die  meteorologische  Optik  ist,  scheint  erst  io  neuerer 
Zeit  vollständig  erkannt  worden  zu  sein ,  und  auch  der  Name  die- 
ser Wissenschaft  ist  neu,  wenn  auch  schon  in  sehr  alter  Zeit  die 
Lichterscheiuungen  in  der  Atmosphäre  der  Aufmerksamkeit  der 
Naturforscher  sich  nicht  entziehen  konnten,  und  schon  sehr  früh 
mannigfaltige  Versuche  zu  deren  Erklärung  gemacht  worden  sind. 
SeUr  viel  ist  aber  in  dieser  Wissenschaft  noch  zu  tbup*  trenn 
sie  ihrer  so  sehr  zu  wünschenden  Vollkommenheit  naher  geführt 
werden  soll.  Deshalb  habe  ich  jetzt  den  Versuch  gewagt,  einen 
schon  vor  längerer  Zeit  gefassten  Entschluss,  nach  mehrfacher 
Ueberlegung  desselben,  in  Ausführung  zu  bringen,  und  unter  dem 
obigen  Titel  eine  eigne  der  meteorologischen  Optik  gewidmete 


führliche  Ankündigung  dieser  Zeitschrift  ausgegeben,  uud  gewis- 
sermassen  als  Vorrede  zu  dem  ganzen  Werke  auch  dem  jetzt 
erschienenen  ersten  Hefte  des  ersten  Theils  vorgedruckt  worden, 
aus  welcher  die  Leser  des  Archivs  den  Zweck  der  Beiträge  zur 
meteorologischen  Optik  vollständig  ersehen  können.  Ich  bemerke 
daher  hier  nur,  dass  Alles,  was  in  theoretischer  oder  praktischer 
Beziehung,  also  auf  dem  Wege  analytischer  Entwicklungen  und 
geometrischer  Betrachtungen,  oder  auf  dem  Wege  der  Beobach- 
tung und  des  Versuchs,  auf  dem  Wege  historischer  und  antiqua- 
rischer Untersuchungen,  so  nie  auch  durch  populäre  Darstellun- 
gen, zur  Förderung  der  meteorologischen  Optik  beitragen  kann, 
in  den  Kreis  der  ueueu  Zeitschrift  gezogen  werden  soll/  Von  den 
eigentlichen  atmosphärischen  Lichterscheinungen  gehören  also  u. 
A.  hierher:  die  Durchsichtigkeit  der  Atmosphäre;  die  Bläue  des 
Himmels;  die  Morgen-  und  Abendrotbe,  überhaupt  die  verschie- 
dene Färbung  des  Himmels;  die  scheinbare  Gestalt  des  Himmels- 


des  Monds  in  verschiedenen  Höhen  über  dem  Horizonte;  die  Däm- 
merung und  was  damit  zusammenhängt;  der  Polarisationszustand 
der  Atmosphäre;  die  sogenannten  Rayons  crepusculaires  und  die 
Bandes  polaires*,  das  sogenannte  Wasserziehen  der  Sonne;  der 
Regenbogen,  natürlich  auch  der  Mondregenbogen;  die  kleineren 
und  grösseren  Höfe,  die  Nebensonnen  und  Nebenmonde,  so  wie 
die  für  diese  Lehre  sehr  wichtige  Krystallisation  des  Eises;  das 
Funkeln  der  Sterne;  die  Luftspiegel  ung^  die  terrestrische  und 
astronomische  Strahlenbrechung  im  weitesten  Umfange;  der  in 
vielen  Beziehungen  so  wichtige  Zusammenhang  der  atmosphäri- 
schen Lieb tersen ei nu tigen  mit  den  übrigen  meteorologischen  «Er- 


9 


633 

scbeimingeo;  die  atmosphärischen  Lichterscheinungenr  als  Vor- 
boten des  Wetters;  und  manches  Andere,  was  hfer  nicht  alles 
namhaft  gemacht  werden  kann.  Ausser  diesen  eigentlichen  atmo- 
sphärischen Lichterscheinungen  sollen  aber  auch  noch  manche 
andere  Phänomene,  welche  mit  Lichterscheinungen  am  Himmel 
verbunden  sind,  wie  z.  B.  das  Nordlicht,  das  noch  sehr  in  Dunkel 
gehüllte  Zodiakallicht,  selbst  auch,  wenigstens  zum  Theil,  die 
•Sternschnuppen  und  Feuerkugeln,  in  den  Kreis  der  neuen  Zeit- 
schrift gezogen  werden,  um  an  einem  und  demselben  Orte  Vieles 
zu  vereinigen,  was  sonst  nur  an  verschiedenen  Orten  sehr  zer- 
streut angetroffen  wird. 

So  wie  schon  in  der  besonders  ausgegebenen  Ankilndiguog  erlaube 
ich  mir  nun  auch  hier  die  geehrten  Leser  des  Archivs  aufzufordern, 
mich  durch  recht  viele  Beiträge  zu  der  neuen,  der  meteorologi- 
schen Optik  vorzugsweise  gewidmeten  Zeitschrift,  sei  es  durch 
theoretische  Abbandlungen,  oder  durch  Mittheilting  von  Beobach- 
tungen, bei  denen  besonders  auch,  wo  es  die  Natur  des  Gegen- 
standes und  die  Verhältnisse  gestatten,  auf  sorgfältige  Messungen 
Rücksicht  zu  nehmen  sein  mächte,  auf  welche  genaue  Kechnun-  / 

§en  gegründet  werden  können,  ferner  durch  populäre  Aufsätze  oder 
urch  historische  Untersuchungen,  bei  der  Herausgabe  der  Zeit- 
schrift zu  unterstützen,  wobei  ich  zugleich  bemerke,  dass,  was 
mir  in  fremden  Sprachen  als  Originalabhandlung  mitgetheilt  wird, 
in  der  Regel  auch  iu  derselben  Sprache  in  die  Zeitschrift  aufge- 
nommen werden  wird,  wodurch  aber  Uebersetzungen  aus  neu 
erscheinenden  ausländischen  Werken  natürlich  nicht  ausgeschlossen 
werden. 

Das  vorliegende  erste  Heft  des  ersten  Theils  enthält  eine 
theoretische  Allhandlung  über  den  Regenbogen  und  einige  Bemer- 
kungen über  die  Krystallisation  des  Eises  von  dem  Herausgeber 
der  Zeitschrift.  In  der  Abhandlung  über  den  Regenbogen  ist  die 
Theorie  dieser  prachtvollen  Erscheinung  auf  einem  mehr  elementaren 
geometrischen  Wege,  und  auch  mit  Anwendung  der  durch  die  analyti- 
sche Geometrie  dargebotenen  Hülfsmittel  dargestellt,  und  nament- 
lich ist  dabei  auch  die  bekanntlich  in  einer  besondern  Beziehung 
wichtige  elliptische  Gestalt  der  Tropfen  ausführlich  berücksichtigt 
worden.  Vielleicht  dürfte  auch  die  vollständige  Auflösung  der  in 
der  Theorie  des  Regenbogens  vorkommenden  eubischen  und  bi- 
quadratischen Gleichungen  im  ersten  Theile  der  Abhandlung  ein 
besonderes  Interesse  darbieten.  Den  noch  nicht  ganz  vollständig 
und  einleuchtend  erklärten  überzähligen  oder  sekundären  Bogen 
ist  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  die  verschiedenen 
Erklärungsweisen  derselben  sind  vollständig  angeführt  worden;  für 
den  von  dem  Herausgeber  selbst  aufgestellten  Erklärungsversuch 
dieser  überzähligen  Bogen  nimmt  derselbe  die  besondere  Nach- 
sicht der  Leser  in  Anspruch  und  bittet  zugleich,  die  Hauntabsicbt 
bei  diesem  Erklärungsversuche  nicht  zu  verkennen ,  welche  darin 
bestand,  die  Newton'sche  Theorie  des  Regenhogens  auf  eine  so 
vollständige  und  consequente  Weise  wie  möglich  durchzuführen, 
ohne  zu  ganz  neuen,  dieser  Theorie  an  sich  fremden  Hülfsmitteln 
bei  der  Erklärung  des  Regenbogens  seine  Zuflucht  nehmen  zu 
müssen. 

45* 
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Ich  würde  mich  sehr  freuen,  wenn  es  auch  dieser  neuen  Zeit- 
schrift gelingen  sollte,  sich  die  Theiloahme  und  das  Interesse  des 
betreffenden  Publikums  bald  zu  erwerben. 

Der  Preis  eines  aus  vier  Heften  bestehenden  Bandes  wird 
3  Thlr.  nicht  fibersteigen.  Gr. 


Vermischte  Schriften. 


In  Mauers  Pädagogischer  Revue.  Neunter  Jahrgang.  Baud 
XVIII.  XIX.  XX  April  1848.  Nro.  4.  S.  226  ff.  findet  sich  die 
erste  Abtheilung  einer  Abhandlung,  welche  überschrieben  ist: 
„Ueber  die  sogenannten  organisch-wissenschaftlichen 
Lehrgebäude  der  Elementar -Mathematik,  welche  der 
Herr  Prof.  Reuter  zu  Aschaffenburg  nun  schon  seit  ge- 
raumer Zeit  erfunden,  und  zur  wahren  Heilsförderung 
des  Unterrichts  in  wenigstens  24  Heften  der  Neuen 
Jahrbücher  für  Philologie  und  Pädagogik  nicht  bloss 
auf  das  Deutlichste  beschrieben,  sondern  auch  auf  das 
Aogelentlichste  der  al Igeineinen  Beachtung  empfohlen 
hat.  Von  Professor  Grabow  in  Kreuznach."  —  Es  wäre 
zu  wünschen,  dass  noch  manchen  andern  mathematischen  Kecen- 
sionsfabriken  und  Reccnsionsfabrikanten  eine  gleiche  Abfertigung 
zu  Theil  werden  mochte. 


Die  Jahrbücher  für  Wissenschaft  und  Leben.  Her- 
ausgegeben  von  Dr.  Ludwig  Noack.  Der  Jahrbücher 
für  speculative  Philosophie  dritter  Jahrgang.  1848. 
1.  Heft.  Januar.  Darmstadt.  1848.  enthalten  S.  5  -  S.  20. 
den  Anfang  eines  sehr  lesenswerthen  Aufsatzes  von  Herrn  Prof. 
Dr.  Reus'cnle,  welcher  die  Ueberschrift  führt:  „Kepler,  Probe 
einer  philosophischen  Lebensskizze/' 


Berichtigung. 

Von  dem  geehrten  and  höchst  einsichtsvollen  Rccemtentcn  meiner  im 
Liter.  Ber.  Nr.  XLI1.  S.  602.  angezeigten  Schrift:  „Ueber  die  mittlere 
Entfernung  einer  Figar  von  einem  Punkte'*  in  den  Heidelberger  Juhr- 
huehern.  1848.  Mai  und  Juni.  S.  469.  bin  ich  auf  ein  Paar  Druckfehler 
(oder  vielmehr  Schreibfehler)  aufmerksam  gemacht  worden,  die  ich  hier, 
mit  dem  schuldigsten  Dänke  für  den  Herrn  Recensenten ,  zur  Kenntnis« 
der. geehrten  Leser  des  Archivs  bringe: 

S.  72.  Z.  8.  v.  u.  statt  „der  Spitze  9C'1  und  „ G cg cn »e i tc" ».  ro. 
..dem  Punkte  0  *  und  „Seite";  S.  73.  Z.  3  v.  o.  statt  „der  Spitze 
JB  *'  nnd  «.Gegenseite41  s.  m.  ..dem  Punkte  0"  und  „Seite44; 
S.  T3.  Z.  13.  v.  o.  statt  „der  Spitze  (£"  nnd  „Gegenseite"  s.  ra. 
..dem  Punkte  0"  und  „Seite";  S.  75.  Z.  8.  v.  o.  statt  „ersten" 
s.  m.  „letzten";  S.  75.  Z.  10  v.  o.  statt  „ s.  m.  „£«,©". 


Digitizecfby  Google 


JLlterarisclier  Bericht 


Arithmetik. 


Der  Lebensvertrag.  Zwei  neue  Sätze  und  fünf  und 
zwanzig  neuberechnete  Lebenstafeln.  Von  Dr.  M.  G. 
von  Paucker.  Besonderer  Abdruck  aus  dem  III.  Heft 
der  Kurl.  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst.  Mitau. 
1847.  8. 

Diese  kleine  Schrift  scheint  uns  aus  mehreren  Gründen  eine 
allgemeinere  Beachtung  und  Verbreitung  sehr  zu  verdienen: 

1)  weil  die  betreffenden  Rechnungen  sSmmtlich  ohne  Hülfe 
von  Formeln  und  algebraischen  EntWickelungen,  bloss  mit  Hülfe 
der  gemeinen  Arithmetik  in  derselben  auszuführen  gelehrt  werden; 

2)  wegen  der  ihr  angehängten  neu  berechneten  sehr  zweck- 
mässigen und  die  Rechnungen  wesentlich  erleichternden  Tafeln; 

3)  weil  in  derselben  die  Einrichtung  oder  die  Statuten  einer 
grossen  Anzahl  „Baltländischer  Lebensstiftungen"  die 
als  Vorbilder  für  ähnliche  Stiftungen  dienen  können,  mitgetbeilt 
werden. 

Jedenfalls  hat  sich  der  Herr  Verfasser  um  die  betreffenden 
Anstalten  und  solche,  die  mit  der  Einrichtung  von  Lebensstiftun- 
gen sich  zu  beschäftigen  beabsichtigen,  ein  Verdienst  erworben, 
und  machen  wir  daher  die  Leser  des  Archivs  recht  sehr  auf  die- 
selbe aufmerksam. 
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Geometrie. 


Lehrbach  der  Elementargeometrie,  mit  einer  Samm- 
lung von  Autgaben  von  F.  Rummer,  Hauptlehrer  ander 
höhern  Bürgerschule  und  an  der  Gewerbschule  zu  Hei- 
delberg. Erster  Theil.  Ebene  Geometrie.  Zweite  ver- 
besserte und  vermehrte  Auflage.  Heidelberg.  1848.  8. 
14  Sgr. 

Dieses  deutlich  und  zweckmässig  verfasste  Elementarlebrbnch 
ist  aus  seiner  ersten  Auflage  hinreichend  bekannt. 

Die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  mit  Rück- 
sicht auf  harmonische  Theilung.  Eine  reiche  Fundgrube 
von  Uebungsaufgaben  aus  der  construirenden  Geome- 
trie, ebenen  Trigonometrie  und  Algebra.  Von  Dr.  Au* 
gust  Wicgand.  Zweite,  gänzlich  umgearbeitete  und 
vermehrte  Auflage.  Halle.  1848.   8.    15  Sgr. 

Jeder  Mathematiker  weiss,  wie  viele  interessante  Beziehun- 
gen die  sogenannten  merkwürdigen  Punkte  des  ebenen  Dreiecks 
darbieten.  Es  war  daher  ein  glücklicher  Gedanke  des  Herrn  Ver- 
fassers, diese  ganze  Lehre  In  systematischem  Zusammenhange 
ausführlich  zu  bearbeiten,  und  dadurch  zugleich  ein  System  höchst 
zweckmässiger  Uebungsaufgaben  für  die  auf  dem  Titel  genannten 
Theile  der  Wissenschaft  aufzustellen.  Die  Ausführung  dieses  Ge- 
dankens von  Seiten  des  Herrn  Verfassers  lässt  nichts  zu  wün- 
schen übrig,  und  die  verschiedenen  Aufgaben  sind  oft  mit  beson- 
derer Eleganz  behandelt;  zugleich  ist,  weon  auch  vorzugsweise 
die  trigonometrische  und  algebraische  Methode,  die  der  Herr  Ver- 
fasser in  dieser  Schrift  mit  vorzüglichem  Geschick  und  oft  auf  sehr 
einfache  und  elegante  Weise  handhabt,  Auwendung  gefunden  zu 
haben  scheinen,  für  möglichste  Abwechselung  der  Methoden  ge- 
sorgt worden,  so  dass  wir  diese  Schrift,  so  wie  zu  allgemeiner 
Berücksichtigung  in  Bezug  auf  ihren  interessanten  Inhalt  an  sieb, 
namentlich  auch  alten  denen  sehr  empfehlen,  welche  sich  in  der 
feineren  Geometrie  zu  üben  beabsichtigen.  Der  Inhalt  in  einem 
nur  ganz  allgemeinen  Umrisse  ist  folgender: 

1.  Die  merkwürdigen  Punkte  des  gleichschenkli- 
gen Dreiecks.  Erster  Abschnitt.  Vier  merkwürdige 
Punkte.  Kap.  I.  Einleitende  Bemerkungen  über  die  Reihenfolge 
der  merkwürdigen  Punkte.  Kap.  II.  Trigonometrische  Bestim- 
mung der  Abstände  der  merkwürdigen  Punkte  von  einander  und 
von  den  Höhenpunkten.  Kap.  III.  Bestimmung  der  Abstände  der 
merkwürdigen  Punkte  von  einander  und  von  den  Höhenpunkten 
durch  Höhe  und  Seiten.  Kap.  IV.  Die  merkwürdigen  Punkte  und 
die  Hohenpunkte  als  harmonische  Punkte.  Zweiter  Abschnitt 
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Sieben  merkwflrdi  ge  Punkte.  Kap.  I.  Gegenseitige  Lage 
and  Abstände.  Kap.  fl.  Nene  Groppen  harmonischer  Punkte. 
Kap.  III.  Schlussbetrachtungen.  Dritter  Abschnitt.  Neun 
Punkte.  Kap.  1.  Der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  die 
Seiten  halbirt.  Kap.  11.  Der  Mittelpunkt  der  Höhe.  11.  Die 
merkwürdigen  Punkte  de»  ungleichseitig en  Dreiecks. 
Vierter  Abschnitt  Kap.  I.  Vorbereitung.  Kap.  II.  Harmo- 
nische Strahlenbüschel. 

Die  äussere  Ausstattung  ist  in  jeder  Beziehung  vorzüglich. 

Mochte  es  doch  dem  Herrn  Verfasser  gefallen ,  aucb  die 
merkwürdigen  Punkte  des  sphärischen  Dreiecks  in  ähnlicher  lehr- 
reicher Weise  zu  behandeln. 

D as  M al fattiscb e  Problem,  algebraisch  gelöst  von 
C.  Adams.  Programm  der  Gewerbschule  zu  Wintertbur 
für  das  Schuljahr  184a   Winterthur.  184K.  4. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  schon  durch  eine  frühere,  im 
Literar.  Bericht  Nr.  XXX.  S.  451.  angezeigte  Schrift  um  das 
Malfatti'sche  Problem  verdient  gemacht,  in  welcher  er  namentlich 
eine  neue  einfache  Construction  dieser  Aufgabe  nebst  deren  voll- 
ständiger Analysis  roittheilte.  Das  Mal fatti  sehe  Problem  ist  in- 
dess  bis  jetzt  überhaupt,  und  auch  von  dem  Herrn  Verfasser  in 
seiner  früheren  Schrift,  zu  einseitig  aufgefasst  worden,  indem  sich 
die  Auflösung  auf  den  einzigen  Fall,  wo  die  Seiten  des  Dreiecks 
selbst,  nicht  ihre  Verlängerungen  berührt  werden,  beschränkt 
Lässt  man  jene  Verallgemeinerung  zu,  wie  es  dem  Geiste  der 
neueren  Geometrie  durchaus  gemäss  ist,  so  giebt  es  nicht  nur 
einen ,  es  giebt  sechzehn  verschiedene  Fälle  der  Losung.  In  die- 
sem umfassenden  Sinne  die  Aufgabe  zu  behandeln,  ist  der  Zweck 
der  vorliegenden  Abhandlung,  welche  daher  als  ein  Supplement 
zu  der  früheren  Abhandlung  des  Herrn  Verfassers  über  densel- 
ben Gegenstand  zu  betrachten  ist.  Für  alle  diejenigen  Leser, 
welche  mit  den  früheren  ausgezeichneten  geometrischen  Schriften 
des  Herrn  Verfassers  bekannt  sind,  brauchen  wir  nicht  noch  zu 
bemerken,  dass  auch  diese  neue  Schrift  durch  Einfachheit  und 
Eleganz  der  Darstellung  und  der  Entwicklungen,  so  wie  durch 
Eigentümlichkeit,  welche  überall  dem  Gegenstande  neue  Seiten 
abzugewinnen  versteht,  sich  auszeichnet,  und  empfehlen  dieselbe 
allen  denen,  welche  sich  für  die  feinere  Geometrie  interessireo, 
angelegentlichst  zur  sorgfältigsten  Beachtung. 

Cubaturen  durch  elementare  Summationen.  Eine 
Abhandlung  von  Dr.  E.  A.  Wolfram,  K.  Lehrer  der  Ma- 
thematik an  der  technischen  Anstalt  zu  Hof.  Hof.  1848. 
8.   6  Sgr. 

Wir  haben  in  diesem  Schriftchen  nicht  eben  etwas  Neues  ge- 
funden ,  indem  alle  Cubaturen  sich  auf  die  Suramirung  der  Poten- 
zen der  natürlichen  Zahlen  gründen,  was  bekanntlich  eine  schon 
oft  angewandte  Methode  ist  Weil  jedoch  auch  Körper  vorkom- 
men, die  nicht  in  die  gewöhnlichen  Elemente  gehören,  so  mag 
die  Schrift  für  manche  Leser  lehrreich  sein.    Die  behandelten 
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Körper  sind:  Rotationskörper  im  Allgemeinen,  Kegel,  Kugelseg- 
ment, Appollontsches  Rotationsparaboloid ,  Cubisches  Rotations- 
paraboloid, Rotationsellipsoid,  Kotationshyperboloid ,  Pyramide. 

Analytische  Geometrie  in  der  Ebene  und  im  Räume 
nebst  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie.  Von 
Lefebure  de  Fourcy.  Nach  der  fünften  Original- Auf- 
lage ins  Deutsche  ubertragen  von  Fr.  Gruner,  Haupt- 
lehrer  an  der  K.  Realanstalt  in  Stuttgart  Stuttgart 
1848.   8.  1  Thlr.  21  Sgr. 

Ein  in  Frankreich  sehr  beliebtes  Lehrbuch,  was  eine  Ueber- 
tragung  ins  Deutsche  wohl  verdiente.  Die  Üebersetzung  und 
äussere  Ausstattung  lassen  nichts  zu  wünschen  übrig.  Dass  der 
Herr  Uebersetzer  in  der  sphärischen  Trigonometrie  die  Gaussi- 
schen Gleichungen  beifügte ,  verdient  Anerkennung.  Den  schönen 
Lehrsatz  von  Cauchy  über  die  Anzahl  der  zwischen  gegebenen 
Gränzen  liegenden  imaginären  Wurzeln  einer  Gleichung  (m.  vrgl. 
Archiv.  Theil  I.  S.  19.),  welcher  seine  Entstehung  geometrischen 
Betrachtungen  verdankt,  so  wie  überhaupt  Vieles  über  die  trigo- 
nometrische Auflösung  der  Gleichungen,  hat  Herr  Lefebure  de 
Fourcy  auch  in  dieses  Werk  aufgenommen,  was  demselben  je- 
denfalls zu  besonderer  Empfehlung  gereichen  wird. 


Praktische  Geometrie. 

Die  Elemente  der  Geometrie  und  deren  praktische 
Anwendung  für  den  Bürger  und  Landwirth.  Nach  einer 
veranschaulichenden  Methode  bearbeitet  von  Dr.  Aug. 
Wiegand,  König!.  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu 
Halle.  Mit  vielen  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.  Halle.  1848.  8.   10  Sgr. 

Der  geodätische  Messapparat  und  sein  Gebrauch. 
Ein  Hülfsmittel  beim  Vortrage  der  Geometrie  auf  hö- 
heren Lehranstalten  zur  Hinweisung  auf  die  prakti- 
sche Anwendung  dieser  Wissenschaft.  Von  Dr.  Aug. 
Wiegand,  Königl.  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu 
Halle.   Halle.  1848.   8.   6  Sgr. 

Diese  beiden  in  gewisser  Beziehung  zusammengehörenden 
und  sich  gegenseitig  ergänzenden  Schriften  entsprechen  ihrem  auf 
dem  Titel  genannten  Zwecke  recht  wohl.  In  der  zweiten  Schrift 
möchten  freilich  die  Holzschnitte  etwas  besser  sein,  was  jedoch 
natürlich  nicht  Schuld  des  Herrn  Verfassers  ist.  Dass  derselbe 
in  der  zweiten  Schrift  auch  die  Messinstrumente  des  bekannten 
Pastors  Rommershausen  beschrieben  hat,  ist  ganz  recht  und 
zweckmässig,  da  diese  Instrumente  meistens  sinnreich  eingerich- 
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tet  sind  und  eine  weitere  Verbreitung  wohl  verdienen ;  jedoch  darf 
man  von  denselben,  wie  uns  selbst  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  ja  nicht 
mehr  verlangen,  als  sie  zu  leisten  im  Stande  sind,  was  nament- 
lich von  dem  sonst  ganz  sinnreich  eingerichteten  Spiegelniveau  gilt 

Die  Instrumente  und  Werkzeuge  der  höheren  und 
niederen  Messkunst,  so  wie  der  geometrischen  Zeich- 
nenkunst, ihre  Theorie,  Construction,  Gebrauch  und 
Prüfung.  Zum  Unterricht  und  Selbststudium  bear- 
beitet von  C.  F.  Schneitier,  Civ.-Ingenieur.  Mit  213  Fi- 
guren in  Holzschnitt.  Leipzig.  1848.  8.  1  Thlr.  12  Sgr. 

Es  war  jedenfalls  ein  sehr  glücklicher  Gedanke ,  einmal  eine 
vollständige  Beschreibung  aller  in  der  niederen  und  höheren  Mess- 
kunst (GeodKsie  mit  Einschluss  der  Markscheidekunst  und  selbst 
auch  der  wichtigsten  nautischen  Instrumente)  zur  Anwendung  kom- 
menden Instrumente  zu  liefern  und  Anleitung  zu  deren  Gebrauch 
und  Berichtigung  in  systematischem  Zusammenhange  zu  geben, 
nach  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Kunst  und  der  Wissen- 
schaft, gewisserrnassen  eine  neue  Ausgabe  von  der  zu  ihrer  Zeit  in 
grosser  Achtung  stehenden  Mathematischen  WTerk schule 
von  Bion,  3.  Aufl.  von  J.  G.  Doppel mayr.  3  Thle.  Nürn- 
berg. 1726.  4.,  und  einiger  anderen  ähnlichen  Werke,  deren 
Anzahl  jedoch  nicht  gross  ist,  an's  Licht  zu  stellen.  Auch  kön- 
nen wir  dem  Herrn  Verfasser  aus  Ueberzeugung  das  Zeugniss 
geben,  dass  er  web  seiner  Aufgabe  mit  vollkommener  Sachkennt- 
niss  und  auf  eine  wahrhaft  praktische  Weise  unterzogen  hat;  die 
Yerlagshandlungr  aber  hat  rücksichtlich  der  Ausstattung,  nament- 
lich auch  rücksichtlich  der  trefflichen  Holzschnitte,  '213  an  der 
Zahl ,  Alles  gethan,  was  man  nur  verlangen  und  erwarten  kann, 
so  dass  in  dieser  Beziehung  kaum  etwas  zu  wünschen  übrigblei- 
ben dürfte.  Wir  halten  daner  dieses  Buch  für  ein  einem  jeden 
Geodäten  nicht  bloss  nützliches,  sondern  geradezu  unentbehrliches 
Buch,  und  empfehlen  es  der  sorgfältigsten  und  allgemeinsten  Be- 
achtung. Leider  müssen  w  ir  uns  hier  mit  der  folgenden  nur  ober- 
flächlichen Angabe  des  Inhalts  begnügen,  der  wir  nachher  noch 
einige  wenige  Bemerkungen  beifügen  wollen: 

Einleitung.  I.  Die  Instrumente  und  Werkzeuge.  A.  Die 
Instrumente  und  Werkzeuge  zum  Messen  und  Abstecken.  B.  Die 
Instrumente  zum  Abstecken  und  Messen  horizontaler  Winkel. 
C.  Instrumente  zum  Messen  vertikaler  Linien  und  Winkel.  D.  In- 
strumente zum  Bestimmen  horizontaler  Richtungen  und  Ebenen 
oder  Nivellir- Instrumente.  E.  Instrumente  und  Hülfsmittel  zur 
graphischen  Darstellung  oder  geometrischen  Zeichnung  des  Ge- 
messenen. II.  Die  Uonservation  der  Instrumente.  An- 
hang I.  Die  Preise  der  Instrumente  und  Werkzeuge  der  gesarom- 
ten  Messkunst.   II.  Tabelle  der  bekanntesten  Längenmaasse. 

In  dem  Abschnitte  A.  hätte  der  Herr  Verfasser  immer  auch 
das  zwar  sehr  einfache,  aber  für  die  Schifffahrt  höchst  wichtige 
Log  (oder  die  Logge)  nach  seiner  gewöhnlichen  und  nach  der 
verbesserten  Einrichtung  von  Bouguer  beschreiben  können.  In 
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dem  die  Theodoliten  betreffenden  Abschnitte  haben  wir  ungern  eine 
vollständige  bildliche  Darstellung  der  trefflichen  and  auch  in  ihrem 
Hungeren  Bau  buchst  eleganten  Theodoliten  von  Pistor  (oder 
Reiche nbach)  vermisst;  auch  hätte  in  diesem  Abschnitte  wohl 
etwas  Ober  die  Theodoliten  mit  sogenanntem  gebrochenen  Fern» 
röhre  gesagt  und  eine  Abbildung  eines  solchen  Instruments  gege- 
ben werden  sollen,  da  dergleichen  Instrumente  allerdings  verschie- 
dene eigentümliche  Bequemlichkeiten  darbieten,  welche  andere 
Instrumente  nicht  in  gleichem  Maassc  zu  gewähren  im  Stande  sind. 
Dass  der  Herr  Verfasser  den  Reflections -Instrumenten  besondere 
Aufmerksamkeit  gewidmet  bat,  verdient  alle  Anerkennung;  jedoch 
hätten  wir  neben  der  Beschreibung  der  neuen  Pistor'schen  paten- 
tirten  Reflections -Instrumente  auch  eine  Beschreibung  der  Stein- 
neU'schen  Prismen  kreise  zu  finden  gewünscht  Dass  bei  den  Ni- 
vellir- Instrumenten  nicht  ausführlich  auf  die  trefflichen,  aus  dem 
Wiener  polytechnischen  Institute  hervorgehenden  Nivellir- Instru- 
mente, undf  deren  eigenthümlichen  Gebrauch,  worüber  man  alles 
Erforderliche  in  der  Theoretischen  und  praktischen  Anlei- 
tung zum  Nivelliren.  Von  S.  Stampfer.  Zweite  Auf- 
lage. Wien.  1847.  findet,  Rücksicht  genommen  worden  ist, 
halten  wir  ftir  einen  wesentlichen  Mangel  des  vorliegenden,  sonst, 
wie  schon  gesagt,  in  vieler  Beziehung  sehr  zu  empfehlenden  Buchs; 
auch  wäre  in  diesem  Kapitel  wohl  etwas  über  die  sogenannten 
Kollimatoren,  welche  überhaupt  grossere  Berücksichtigung  verdie- 
nen dürften,  als  sie  bis  jetzt  gefunden  zu  haben  scheinen,  zusa- 
gen gewesen.  Ueberbaupt  hat  sich  der  Herr  Verfasser  vorzugs- 
weise an  die  Constructionen  des  Herrn  Breitbaupt  in  Kassel, 
dessen  Preisverzeichniss  auch  am  Ende  des  Buchs  mitgetheilt  ist, 
gehalten,  die  zwar  wegen  der  Wohlfeilheit  und  der  meist  zweck- 
mässigen Anwendung  der  durch  dieselben  hergestellten  Instru- 
mente in  der  Praxis  hei  den  Geodäten  mit  Recht  sehr  beliebt, 
aber  doch  nicht  überall  so  vortrefflich  sind,  dass  sie  nicht  von 
anders  construirten  Instrumenten  in  mehreren  Fällen  übertreffen 
werden  dürften.  Endlich  hätten  wir  noch  gewünscht,  dass  der 
Herr  Verfasser  den  einzelnen  Instrumenten  noch  hin  und  wieder 
eine  schärfere  Kritik  und  genauere  Angaben  und  Bestimmungen 
über  das ,  was  dieselben  zu  leisten  vermögen ,  beigefügt  hätte,  da 
namentlich  darin  von  angehenden  Praktikern  häufig  gefehlt  wird, 
dass  sie  von  einem  Instrumente  zuweilen  mehr  verlangen,  als  es 
seiner  Einrichtung  nach  zu  leisten  im  Stande  ist,  im  Gegentbeil 
aber  auch  durch  nicht  ganz  richtigen  Gebrauch  aus  der  Anwen- 
dung eines  Instruments  nicht  alle  diejenigen  Vortheile  ziehen, 
die  es  bei  ganz  richtigem  Gebrauche  zu  gewähren  geeignet  ist 

Aber  abgesehen  hiervon,  wiederholen  wir  hier  nochmals  das 
im  Eingange  ausgesprochene  günstige  Urtheil  über  das  vorliegende, 
gewiss  einem  Zeitbedürfnisse  abhelfende  Buch,  und  empfehlen  es 
namentlich  angehenden  Praktikern,  die  oft  in  ihrer  Lemzeit  wei- 
ter nichts  als  eine  Messkette  und  eine  gewöhnliche  Boussole  mit 
Dioptern,  kommts  hoch  einen  einfachen  Messtisch  und  ein  halb- 
kreisförmiges Astrolabium  und  etwa  eine  Kanal-  oder  Keith'sche 
Quecksilberwage  zu  sehen  bekommen,  zur  sorgfältigsten  Beach- 
tung und  eifrigsten  Benutzung;  denn  gerade  für  solche  junge  Prak- 
tiker, die  zu  einem  Conducteur  in  die  Lehre  gehen,  wird  dieses 
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Buch  gewfss  sehr  nützlich  sein ,  und  zu  der  sehr  zu  wünschenden 
Verbreitung  einer  grosseren  Instrumental  •  Kenntniss  wesentlich 
beitragen. 


Astronomie. 


Beiträge  zur  Dynamik  des  Himmels  in  populärer 
Darstellung  vou  Dr.  J.  K.  Mayer,  Stadtarzte  in  Heil- 
bronn. Heilbrono.  1848.  8.    16  Sgr. 

Diese  Schrift  beschäftigt  sich  mit  der  Beantwortung  der  Frage : 
„Wodurch  wird  die  Sonne,  die  auf  eine  so  grossartige  und  herr- 
liche Weise  die  Räume  des  Weltalls  mit  ihren  Strahlen  erfüllt, 
in  ewig  ungeschlachter  Kraft  und  Jugend  erhalten?  Wodurch 
wird  einer  endlichen  Erschöpfung,  einem  Zustande  des  Gleich- 
gewichts vorgebeugt,  damit  nicht  Wacht  und  Todeskälte  die  Räume 
Jes  Planetensystems  erfülle?  —  Dieselbe  zeugt  von  Kenntnissen 
und  besonnener  ruhiger  Betrachtung,  und  verdient  wohl  gelesen 
zu  werden ,  wenn  man  auch  nicht  überall  mit  dem  Herrn  Verfasser 
von  einerlei  Meinung  sein  sollte. 

Babnbestimmung  des  vondeVico  am 24. Jänner  1840 
entdeckten  Cometen.  Von  Dr.  C.  Jelinek,  Adjunkten 
der  Ick.  Sternwarte  (zu  Prag)  und  ausserordentlichem 
Mitgliede  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften. 4. 

Eine  sehr  fleissige  Berechnung  des  auf  dem  Titel  genannten 
Cometen,  mit  sorgfaltiger  Benutzung  aller  vorhandenen  Beobach- 
tungen ,  und  geführt  nach  den  neuesten  und  schärfsten  Rechnungs- 
methoden. 


Nautik. 


(Bei  dem  Denen  Aufschwünge,  welchen,  «o  wie  die  praktiu-lip,  auch 
die  wissenschaftliche  Nautik  jetzt  nuthwenriig  nehmen  inata  und  wird,  halte 
ich  es  für  nöthig  nnd  zeitgeinasa,  In  den  Lit.  Her.  eine  eigene,  derselben  ge- 
widmete Rubrik  aufzunehmen,  nnd  bemerke  zugleich,  da««  es  mir  sehr 
angenehm  «ein  wird,  wenn  mir  dazu  befähigte  Männer  Aufsätze  über 
die  Tcrschiedenen  Thcile  der  Nautik,  auch  über  SchüTsbaukuuat  u.  drgl., 
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für  du  Archiv  zuzusenden  4m  Gate  haben ,  welche  immer  bereitwillige 
und  baldige  Aufnahme  finden  werden.  Gelingt  e#  übrigen«,  einen , Ver- 
leger und  eine  hinreichende  Anzahl  von  Mitaibeitern  für  ein  eigene«  der 
Nautik  in  ihrer  weitesten  Bedeutung  gewidmetes  Journal  zu  gewinnen, 
so  werden  sulche  Beiträge  dann  am  besten  die«cr  neuen  Zeitschrift  m- 
ge wiesen  werden.) 

Mein  hochverehrter  Freund,  der  Director  der  Hamburger 
Sternwarte  und  der  dortigen  Navigations-Schule,  Herr  C.  Rümker, 
hat  mich  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  im  Ilten  Tbeile 
des  Archivs  S.  56.  von  Herrn  Doctor  M.  A.  F.  Prestel  in  Em* 
den  mitgetheilte  Auflösung  der  beim  rech  twinklichten 
sphärischen  Dreieck  vorkommenden  Aufgaben,  vermit- 
telt durch  das  sphärische  Fünfeck,  im  Wesentlichen  ganz 
mit  der  in  seinem  ausgezeichneten  Hand  buche  der  Schiff- 
fahrtskunde. Vierte  Auflage.  Hamburg  1844.,  welches 
deu  Lesern  des  Archivs  aus  der  im  Liter.  Bericht.  Nr.  XXII. 
S.  340.  gelieferten,  ziemlich  ausführlichen  Anzeige  hinreichend 
bekannt  ist ,  auf  S.  28.  ff.  gegebenen  Ableitungsweise  übereinstimme 
Ich  muss  die  Nichtigkeit  dieser  Bemerkung  des  Herrn  Director 
Hümker  vollkommen  anerkennen  und  würde  dem  Aufsatze  des 
Herrn  Dr.  Prestel,  der  übrigens  eine  längere  Zeit  bei  mir  auf 
den  Abdruck  gewartet  hatte,  gewiss  die  Aufnahme  in  das  Archiv 
versagt  haben,  wenn  mir  die  von  Herrn  Director  Küroker  in  An- 
regung gebrachte  nahe  Uebereinstimraung  desselben  mit  seiner 
Arbeit  beim  Abdruck  aufgefallen  wäre.  Wenigstens  wäre  es  jeden* 
falls  meine  Pflicht  gewesen,  vor  dem  Abdruck  an  Herrn  Dr.  Pres- 
tel und  Herrn  Director  Rümker  zu  schreiben,  und  um  nähere 
Aufklärung  des  Sachverhältnisses  zu  bitten.  Ich  kenne  das  treff- 
liche Werk  des  Herrn  Director  Rflmker  namentlich  in  seinem 
eigentlichen  nautischen  und  astronomischen  Theile  sehr  genau 
wuli  ziehe  es  häutig  bei  eignen  Arbeiten  zu  Käthe;  dass  mir  aber  die 
Vorbereitungslehren  aus  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonome- 
trie  nicht  so  häufig  wieder  vor  die  Augen  kommen,  werden  die 
Leser  des  Archivs  und  der  Herr  Director  Rümker  auch  selbst  gewiss 
begreiflich  finden,  und  mich  deshalb  wohl  einigermassen  ent- 
schuldigen ,  wenn  ich  die  Pflichten  eines  Redacteurs  eines  Jour- 
nals im  vorliegenden  Falle  nicht  vollständig  erfüllt  habe.  Jeden- 
falls wird  es  am  besten  sein,  dass  ich  den  von  Herrn  Director 
Rümker  in  dieser  Angelegenheit  an  mich  gerichteten  Brief,  so 
weit  er  hierher  gehört,  im  Nachfolgenden  abdrucken  lasse. 

G. 

„Ich  wollte  es  Ihrer  gefälligen  Beurtbeilung  anheim  stellen, 
ob  der  Dr.  Prestel  Seite  50  im  ersten  Hefte  des  eilften  Theile* 
des  Archiv's  der  Mathematik  und  Physik  über  die  recht- 
winklige sphärische  Trigonometrie  etwas  gesagt,  oder  es  besser 
gesagt  hat  als  es  zuvor  von  mir  Seite  28.  im  Hand  buche  der 
Sjchif  ffah.rtskunde,  welches  ich  Ihnen  zu  überreichen  die  Ehre 
hatte,  gesagt  ist.  Das  Beste  ist,  dass  Herr  Dr.  Prestel  auch 
meine  Abänderungen  in  den  Neper'schen  Original -Regeln  getreu 
nachgeahmt  hat.  Dass  er  mein  Buch  gelesen,  beweisen  seine 
Briefe  an  mich. 
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Wenn  Hei*  Dr.  Prestel  keinen  Werth  auf  den  Ton  mir  zuerst 
geführten  Beweis  setzte,  ho  hatte  er  Ihnen  denselben  nicht  anbieten  dür- 
fen, und  wenn  er  Werth  daraufsetzte,  so  war  es  unrecht,  das«  er 
sich  denselben  zuzueignen  suchte,  welches  übrigens  nicht  das 
erste  Mal  ist;  in  seiner  Trigonometrie  für  Ingenieure  etc.  finden 
Sie  mehr  dergleichen.   Bei  Compilationen  ist  mir  dies  gleichgültig. 

Da  sich  der  Herr  Doctor  aber  durch  einen  Aufsatz  in  Ihrem  Jour- 
nale offenbar  das  Eigentumsrecht  anniasset,  so  ist  mir  der  Ver- 
dacht, als  ob  ich  in  der  jetzt  unter  einem  späteren  Datum  er- 
scheinenden neuen  Auflage  des  Handbuches  den  Herrn  Doctor 
benutzen  wollte,  eben  nicht  gleichgültig. 

Mich  in  einen  Federkrieg  einzulassen,  habe  ich  keine  Zeit 
und  keine  Lust.  WTenn  Sie  vielleicht  hei  passender  Gelegenheit 
daraufhinweisen  wollten,  dass  die  von  dem  Baron  Neper  ent- 
deckte Eigenschaft  der  rechtwinkligen  sphärischen  Trigonometrie, 
dass  alle  darin  vorkommenden  Falle  sich  durch  zwei  einfache  syia- 


weises  entbehrt  hat,  und  dass  ein  solcher  in  meinem  Hand- 
buch e  zu  linden  ist»  so  würden  Sie  mich  ganz  befriedigen*). 

Hamburg.  Aug.  2.  1848. 

Ausser  dem  Abdruck  dieses  Briefes  halte  ich  mich  noch  ver- 
pflichtet, einen  zweiten  Brief  des  Herrn  Director  Rümker,  wel- 
cher hauptsächlich  die  vom  Herrn  Dr.  Prestel  in  Emden  her- 
ausgegebene Trigonometrie  betrifft,  hier  vollständig  abdrucken 
zu  lassen ,  und  entnehme  die  Erlaubnis»  hiezu  einem  anderwei- 
tigen Briefe  des  Herrn  Director  Rümker  vom  17.  October  1848, 
in  welchem  er  sich  ausdrücklich  dahin  ausspricht,  „dass  es  kei- 
neswegs seine  Absicht  sei,  in  dieser  Streitsache  anonym  zu  blei- 
ben'*, und  „dass  er  es  allein  mir  überlasse,  das  von* ihm  Gesagte 
dem  Räume,  den  ich  daran  wenden  wolle,  anzupassen",  worüber 
ich  bemerke,  dass  es  mein  fester  Grundsatz  ist,  in  Fällen  wie 
der  vorliegende  durchaus  nichts  nur  einigermassen  Wesentliches 
wegzulassen  oder  selbst  Etwas  hinzuzuthun,  was  ich  nicht  voll- 
kommen verantworten  zu  können  glauben  darf.  Am  allerwenigsten 
darf  ich  dies  aber  im  vorliegenden  Falle  thun,  wo  die  Streitfrage 
die  Rechte  eines  Mannes  betrifft,  dessen  Charakter  als  im  höch- 
sten Grade  ehrenwerth  und  anspruchslos  allgemein  bekannt  ist, 
und  der  mir  selbst,  wenn  wir  uns  auch  leider  noch  nicht  persön- 
lich kennen ,  schon  sehr  viele  Beweise  wahrer  Freundschaft  und  im 
höchsten  Grade  ehrenwerther  Gesinnung  gegeben  hat.  Indem  ich 
nun  iq  Bezug  auf  den  folgenden  ftriei  noch  bemerke,  dass  ich 
selbst  die  Trigonometrie  des  Herrn  Doctor  Prestel  nicht 
besitze  und  mir  dieselbe  von  dem  Herrn  Verfasser  auch  nicht 
zugesandt  worden  ist,  lasse  ich  den  Brief  des  Herrn  Director 


Rümker  vollständig  folgen. 

\  '1      IT     t'  '    ,    •      1  < 


*)  Dieter  lettte  Wunsch  des  Herrn  Director  Rümker  erledigt  «ich 
durch  den  Abdruck  «eine«  Briefs  von  seihet.  G. 
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Geschäften  überladene  Zeit  es  gestattet  >  will  ieb  an  den  Vor- 
schlag, eine  nautische  Zeitschrift  herauszugeben,  oder  doch  wenig- 
stens Antheil  daran  zu  nehmen,  namentlich  wenn  Sie  sich  dabei 
bet heiligen  wollten,  denken. 

Vielleicht  hat  der  Herr  Dr.  P  r  e  s  t  e  1  Ihnen  auch  seine  Trigonome 
tr  i  e  zugesandt,  welche  er  der  Hannoverschen  Regierung  statt  meine« 
Handbuches  zur  Einführung  in  den  Hannoverschen  Navigations- 
schulen vorgeschlaeen  hat.    Nun  wollte  ich  Sie  bitten  nur  einen 
Blick  auf  die  folgenden  Gegenstände  zu  werfen. 

Seile  34  etc        Uebungs- Aufgaben,  wo  Längen  -  und  Bogen 

maass  unverstandlich  durch  einander  gemengt 

Den  Beweis  von 

cos  2  A  =y  

aus  der  Figur  bat  er  mit  der  von  mir  zuerst  gegebenen  Figur 
Seite  14.  meines  Handbuches  entlehnt,  aber  durch  Fehler  Wil- 
stedt. Abgesehen  von  den  die  Grösse  der  Sinusse  und  Cosinusse 
der  Summe  und  Differenz  der  Winkel,  und  sin  2a— u.  s.w.  1— cosa.. 
betreffenden  Sätzen  sind  bis  dahin  wenige  von  deu  Glei- 
chungen unter  den  trigonometrischen  Hülfslinien  syn- 
thetisch durch  die  Figur  bewiesen  gewesen.  Sie  werden 
wissen,  dass  ich  di  es  Sei  te6, 7,  8  meines  Han  dbuches  durch 
die  Figuren,  welche  ich  Raum -Ersparnis«  halber  in  einer  einzigen 
Fissur  Seite  0  zusammengestellt  habe,  allemal  unter  dem  analyti- 
schen Beweise  synthetisch  in  den  Nrn.  (8),  (9),  (10),  (11) 

 (32)  ausgeführt.   Herr  Dr.  Prestel  hat  die  Figuren 

und  Beweise,   so  weit  er  es  konnte,   getreu  benatxt 

In  seiner  Figur  21  ist 

Dreieck  CBJ  identisch  mit  meinem  EBP  Seite  6. 
„     B' DJ      „       „       „  DGB 

und  der  Beweis  derselbe. 

$ 

Figur  20  sei»  Dreieck  AFB  identisch  mit  meinem  EGB, 

„    22  „       „      B'  OB  „ 

»»  »» 

FCB\ 

und  so  durchgehende  Figuren  und  Beweise  dieselben. 

Ich  habe  die  zwischen  den  Segmeuten  der  anliegenden  und 
egenüberliegendeu  Winkel  und  Seiten  des  durch  einen  Perueo* 
ikel  von  der  Spitze  auf  die  Grundlinie  getheilten  schiefwinkligen 
sphärischen  Dreiecks  stattfindenden  Gleichungen  anderweitig  nicht 
so  zusammengestellt  gesehen  wie  ich  es  Seite  42  gethan  habe. 
Der  Herr  Dr.  Prestel  hat  es  aber  getreu  befolgt.  Aber 
mit  welchem  Erfolg!! 

Seite  60  statt  coseca2=.lcotgaa  lies  cosecaa=  l+cotgV. 

■ 

9<       „    61    „    vl+tgalie«  V (l+cotg*a). 
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I 

N(I2)Seife  61  statt  eotgo=  Vcoseca*  fies  V (cosec*«-l)7 

Nd3)        61    „  lies  vT^. 

Nj(25)   „     63     „  cotg*a   lies  cotga. 

N(31>  „    63    „  COsi«=^-C^lies  ^l-±$Zü. 

Seite  66  Zeile  5  ist  in  DP=BOamb  der  Nenner  2  susgelassen. 
m    67  Zeile  7  statt  sin  CJBVin  ;(«+©)  lies  sinC/£'=sini(tf+6)- 

-  „    n    .  L1    sin  «-f- sin  6         sina-f  sin  6 
„    71  Zeile  2  statt     flina+6     lies    sin(a+6)  • 

„  80  Zeile  11  statt  KA=KAcosb  lies  KC^KJcosb. 

„  75  Formel  53  ein  cos«  zu  viel. 

„  76  Formel  66  statt  « in  a  +  b  lies  sin  («  +  6). 

„  76  Formel  55  statt  sin«— b  lies  sin(o— b), 

M  76  statt  Formel  5  lies  (57). 


M    83  Zeile  15  von  unten  statt   sin(90— c)  sin(90— c)  lies 
sin  (90— 6)  sin  (90— r). 

„  132  Zeile  4  von  unten  statt   ces2a  =  cos*a —  cos2a  lies 
cos2a  — sin*«. 

H  132  Zeile  3  von  unten  soll  beasseu:  „wenn  man  2a=^  und 
°=2"  setzt 


„  133  Z«#**2  von  oben  statt  cos»«- 3co*« sin«  lies 
cos1«  —  3  cos  a  stn*«=4  cos'ti  —  3  cos  a . 

,f  133  Zeile  19  von  oben  statt  cos4«==co84a^6sin*acos*a+8in4a 
lies  cos4o=cos4«— 6sin*acog2a  +  sin4a. 

„  134  Formel  30  und  31  statt  X  lies  x. 


2te  a  2tc  a 

„  134  Formel  32  statt  \_x^a  *»es  q  • 


»» 


136  Zeile  11  von  oben  statt  s\nA — cosß  lles  cobA—cosB.  (51) 

4,4  „  ,.    1Ä   .  ,4  sin^l  +  sinß     ^  sia4  +  sing 

136  Zeile  16  statt  coa^_cosß  »"*  coM+C0SÄ  (53) 

•  ■  * 
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Seite  136  fehlt  Formel  (92).  -  > 

„    138  Zeile  10  statt  coso^l-sina 2»  lies  Vl-sin*«. 
„    138  Zeile  15  von  oben  statt  cos2asin*a  lies  cos*a    sin*a . 
139  Zeile  24  von  oben  statt  grosser  BP  lies  grosser  als  BP. 


>» 


149  Zeile  21  so  wie  auch  23  statt  und  Hcs 


c+6      , c  — 6 
T"  u,ld  ~5~  ' 

147  statt  wenn  Seite  a>6  so  ist  2?>-4  lies  so  ist  4>/?. 


163  Zeile  10  von  unten  statt  V  (°  +  *  +  ^  ~  *  +  "}  «e. 


VI  (q  +  o— c)(«+c— o) 
4oc 


152  Zelle  8  vo»  unten  statt  w^fe^*^^^ 

1  4«c 

153  Zeile  5  von  unten  statt  ^g±|E^^P3  lie8 


(4+c-o) 


V 


(a+ö-c)(a—t>+c) 
(a+6+c)(6+c-a)  * 


„    196  statt  -  CE*  lies  =  CZ>*+ OE» . 

„    156  Zeile  5  Setzt  man  diesen  Werth  von  CD1  lies  CE*. 


158  sind  von  Zeile  8  an  alle  Formeln  ohne  Ordnung  durch* 
einander  gemengt. 


t~n    ,  1  „    4/  sin ä. sin a)       4/V.nfsin (5— b) 

"    159  8tatt  CM2        V    «ina.sinc   b°*  V     sin  „sine  ' 

„  169  Zeile  14  von  oben  lies  statt  Fig.  48.  Fig.  4& 

„  169  Zeile  16  von  unten  statt  ACA—q>  lies  ACB=<p. 

,„  169  3te  Zeile  von  unteo  q>  fehlt 

„  169  unterste  Zeile  statt  *— c~(<p+ß-x)  lies|  (<p+ß-a) 

♦ 

„    170  statt  |(g>+0'-«)  =  33.2.25,36  lies  33.1.55,4. 
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Seite  170  statt  £(<p+a--0)  =33.28.13,55  lies  33.28.42,6, 

welches  von  einer  falschen  Anwendung  Her  — 1  oder  nega- 
tiven Höhe  herkömmt,  welche  er  subtrabirt  statt  addirt  hat. 
Ueberhaupt  hat  er  in  diesem  Beispiele,  die  Reduction  auf  den  Ho- 
rizont betreffend,  welches  von  ihm  selbst  ist,  (die  anderen 
Beispiele  sind  von  mir),  einen  Beweis  der  crassesten  Ignoranz 
gegeben.  Abgesehen  davon,  dass  er  den  Gebrauch  des  Minus- 
zeichens missverstandeo ,  setzt  er  den  CpL.  cosin  — 1=9,9999949, 
das  heisst  er  hat  den  log  cos  —  1  von  1  subtrahirt,  indem  er  das 
Zeichen  des  Winkels  auf  den  Logarithm  des  Cosinus,  einen  ne- 
gativen Logarithmen,  übertragen  hat!!  abgesehen  davon ,  dass  das 
Zeichen  des  Cosinus  sich  im  4ten  Quadranten  nicht  ändert!  —  und 
wo  giebt  es  ein  CpL  cosinus  mit  9  für  Kennziffer.  Endlich  macht 
er  sich  Schwierigkeiten  wo  keine  gewesen  wären ,  wenn  er  statt  ne- 
gativer Höhen  Zenith- Distanzen  gebraucht  hätte.  Die  (ihrigen  Bei- 
spiele (besonders  auch  das  letzte)  sind  aus  meinem  Handbuche 
entnommen ;  sein  Exempel  Seite  176  ist  mein  Exempel  Seite  139, 
sein  Exempel  168  ist  mein  Exempel  Seite  138,  sein  Exempel  169 
ist  mein  Exempel  Seite  138.  Sein  Exempel  182  ist  nicht  von- mir, 
deswegen  ist  es  auch  falsch,  für  3*3"  15'...  Zeit  setzt  er  36.3.15 

und  für  den  log  cosin  30.3.15  schlagt  er  9,769738        auf.  Sein 

Exempel  168  §.54.  ist  mein  Exempel  75  Seite  140. 

Endlich  Dr.  Prestel  beobachtet  zu  runden  Minuten,  nimmt 
die  Decimalen  zu  runden  Minuten,  wie  auch  die  Breite,  häuft 
aber  Decimalen  auf  Decimalen  von  Logarithmen,  und  schlägt  die 
Zeit  zu  Decimalen  von  Tertien  auf!!  —  Ein  klarer  Beweis, 
dass  er  nichts  vom  Beobachten  versteht.  Astronomen,  mit  den 
vollkommensten  Instrumenten  versehen,  sind-  zufrieden  mit  A  Se- 
cunden.  Noch  ist  kein  Instrument  erfunden,  die  Zeit  zu  vergrös* 
sem,  die  Optik  lässt  sich  nicht  darauf  anwenden.  Wenn  sich  der 
Dr.  Prestel  dieses  unsterbliche  Verdienst  erworben  hätte,  so 
würde  er  sich  Müsse  verschafft  haben,  die  Fehler  seines  Mach- 
werks zu  berichtigen,  in  dessen  Herausgabe  kein  periculum  in 
mora  war.  Ich  lasse  die  Unmasse  von  Rechenfehlern  in  seinen 
Uebungs-Aufgaben  (womit  meine  Schüler  sich  amüsirt  haben)  un- 
erörtert  Sie  werden  keine  Schwierigkeit  finden,  noch  viel  mehr 
Fehler  in  den  Formeln  seines  Werkes,  welches  ich  jetzt  nicht 
mehr  vor  mir  habe,  zu  entdecken.  Noch  möchte  ich  Sie  bitten 
die  Eleganz,  Deutlichkeit  und  logische  Richtigkeit  des  folgenden 
Satzes  zu  bewundern. 

„Der  Cosinus  einer  Seite  des  sphärischen  Dreiecks  ist  gleich 
„der  Summe  aus  dem  Producte  der  Sinus  der  beiden  andern 
„Seiten  in  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel 
„und  dem  Producte  der  Cosinus  derselben  Seiten.** 

Claudlte  rivos  pueri  . ... ..!! 

Ich  bitte  Sie  zu  entschuldigen ,  dass  ich  Sie  so  lange  mit  sol- 
chem Zeuge  belästiget.  Aber  solche  Werke  finden  doch  ihren 
Weg  im  Publicum,  weil  sich  wenige  Leute  Zeit  lassen,  den  Kram 
näher  zu  untersuchen;  und  wenn  der  Hannoverschen  Regierung  die 
Augen  nicht  geöffnet  werden,  so  wird  es  als  Schulbuch  eingeführt. 
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Hinsichtlich  des  sphärischen  Fünfecks  nnd  des  Nep ersehen 
Canons  der  rechtwinkligen  Dreiecke  rauss  ich  noch  erwähnen, 
dass  es  mein  Schüler  Funk  war,  welcher  den  Herrn  Dr.  Prestel 
darin  instruirte,  der  vorher  nie  davon  gebiirt  hatte«  ••»»ImJi™ 

Ich  bitte  Sie  nochmal  zu  entschuldigen ,  dass  ich  Ihre  Geduld 
so  lange  in  Anspruch  genommen,  auch  dass  ich  nicht  besser  auf 
Schritt  und  Styl  achten  kann.  Ich  bin  jede  Nacht  bis  4  Uhr 
Morgens  auf,  Astraea,  Neptun,  Vesta,  den  En ck eschen  Co  nieten, 
Hebe  und  Iris  zu  beobachten,  und  den  Tag  über  die  Nävi 
Schule  und  Rcdaction  der  Beiträge4). 

Hamburg.  October  1.  1848. 

Dass  diese  Bemerkungen  des  Herrn  Director  Rümker  über 
die  Trigonometrie  des  Herrn  Dr.  Prestel  sehr  geeignet  sind, 
die  Leser  und  Besitzer  dieses  Buchs,  namentlich  solche,  welche 
ihre  ersten  Studien  aus  demselben  zumachen  beabsichtigen,  oder 
Lehrer,  welche  es  ihrem  Unterrichte  als  Leitfaden  zum  Grunde 
legen  wollen,  aufzufordern,  sehr  vorsichtig  bei  dessen  Gebrauche 
zu  sein,  brauche  ich  wohl  nicht  noch  besonders  zu  erinnern.  G. 


-  « 
■  • 


Physik. 

'»  .      •        '  .  *.         '    .      .    .     .  .   •     '  • 

'  -  <    •  l  v 

II*    '  *    .  ■    i  .'  ►..».%• 

Zur  Entscheidung  der  Frage  über  den  Luft«  und 
Wasserdruck.  Von  Dr.  F.  Strehilte,  Director  der  IV  tri 
schule  zu  Danzig.    (Programm  der  Petrischale  zu  Da»» 
zig  von  Michaelis  1848.).   Danzig.  1848.   4.  .  'I 

Durch  diese  Schrift,  welche  lediglich  die  Widerlegung  der 
bekannten  D r  ieberg'schen  Entdeckungen  (M)  betrifft,  hat  uns  der 
Herr  Verfasser  eine  grosse  Freude  gemacht,  und  »vir  können  allen 
Physikern  einen  gleichen  Genuss,  wie  dieselbe  uns  gewährt  hat, 
mit"  Bestimmtheit  versichern ,  halten  dieselbe  aber  auch  nament- 
lich fflr  Schüler  und  überhaupt  für  Anfänger  in  der  Physik  ftir 
äusserst  lehrreich,  weil  diese  aus  derselben  lernen  können,  wie 
durch  sinnreich  angeordnete,  im  Ganzen  übrigens  nur  einfache, 
aber  eben  dadurch  nuchst  lehrreiche  Versuche  eine  physikalische 
Behauptung  zur  vollkommensten  Evidenz  gebracht  werden  kann, 
weshalb  diese  Schrift  auch  den  Zwecken  eines  physikalischen 
Schulprogrammes  so  vollkommen  entspricht  wie  nicht  leicht  eine  an* 
dere.  Dass  die  übrigens  nur  12  Seiten  starke  Schrift  hier  keinen  Aus- 
zug gestattet,  versteht  sich  von  selbst,  und  wir  bemerken  daher 


'  *)  Dir«  lind  Beitrage  i n r  nnnttvchcD  Aetro n a in  ie ,  die  Herr 
Director  Kütnker  je  tut  drucken  lÖMt,  und  durch  welche  er  «ich  gewiee 
neue  Verdienete  um  die  Nautik  erwerben  wird»  Met  Unter*etch«e|e  eicht 
,  mit  groeeeiu  Verlange«  entgegen.  tt. 


Digitized  by  Google 


als  eine  den  angestellten  Versuchen  besondere  und  höchst  inte- 
ressante Eigentümlichkeit  nur,  dass  die  hauptsächlichsten  der- 
selben in  der  grossen  Taucherglocke  in  dem  Hafen  von  Neu  fahr- 
wasser  bei  Dan  zig  angestellt  worden  sind.  Dazu  wurden  drei 
Fahrten  unternommen :  die  erste  am  15.  Juni  1847  in  Gesellschaft 
der  Herren  Hafen bau-lnspector  Pfeffer,  Justiz-Commisarius  Mar- 
tens, gegenwärtig  Deputirter  in  Frankfurt,  und  Uhrmacher  H  all  - 
manu  in  der  Nähe  der  Festung  Weich selmü n<! e  bis  zu  einer 
Tiefe  von  31  Fuss  unter  dem  Wasserspiegel;  die  zweite  am 
30.  Juni  1847  bei  dem  Orte  Legan  in  der  Nahe  von  Danzig  in 
Gesellschaft  der  Herren  Hafenbau-Inspector  Pfeffer,  Oberlehrer 
Tröger  und  Oberlehrer  Wenge  bis  zu  einer  Tiefe  von  30  Fuss; 
die  dritte  am  24.  Juli  1848  bei  Legan  in  Gesellschaft  des  Herrn 
Mechanikos  Saxe  und  eines  Arbeiters.  Andere  Versuche  wuVden 
Im  Locale  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Danzig  angestellt, 
und  alle  diese  Versuche  zeichnen  sich  vor  anderen  bisherigen 
Versuchen  dadurch  besonders  aus,  dass  sie  in  sehr  grossem 
Maassstabe  angestellt  wurden.   Leider  gestattet  der  Raum  uns 

frössere  Ausführlichkeit  hier  nicht,  und  wir  verweisen  daher  des 
Veiteren  wegen  alle  Leser  des  Archivs  auf  die  interessante  Schrift 
selbst. 

■  J  'I  'Sil    ■!  ;J*>  i  a  <  'itii**)  »"  'fi 

Wenn. Herr  v.  Drieberg  sein  Versprechen  mit  den  bewoss- 
ten  2000  oder,  wir  wissen  nicht  mehr  recht,  wie  viel  1000  Tha- 
lern, gegen  Herrn  Strehlke  jetzt  nicht  löst,  dann  wird  er  wohl 
sein  Geld  immer  in  der  Tasche  behalten!  —  Auch  gut,  wenn 
nur,  wie  kein  vernünftiger  Mensch  bezweifeln  kann,  die  alte  Lehre 
von  dem  Luft-  und  WTasserdruck  unantastbar  dasteht,  und  gegen 
die  Angriffe  des  Herrn  v.  Drieberg  vollständig  gerettet  ist!  , 

Ueber  die  Oberfläche  der  Flüssigkeiten.  Von  Hrn. 
Hagen.  (Mathematische  Abhandlung  der  Königlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  au  Berlin.  Aus  dem 
Jahre  1846).   Berlin  1848.  4. 

Aus  den  in  dieser  Schrift  beschriebenen  interessanten  Versu- 
chen über  die  Oberflache  der  Flüssigkeiten  zieht  der  Herr  Ver- 
fasser am  Schluss  derselben  die  folgenden  Resultate: 

1}  Der  Grad  der  Flüssigkeit  ist  ohne  Einfluss  auf  die  Festig- 
keit der  Oberfläche, 

2)  Die  Festigkeit  der  Oberfläche,  oder  der  Werth  von  T, 
ist  um  so  grösser,  je  weniger  die  Flüssigkeit  an  andern  Körpern 
haftet,  oder  dieselben  benetzt.  Für  Quecksilber  ergab  sich  der 
Werth  von  T  etwa  acht  mal  so  gross  als  für  Wasser,  für  Oliven- 
Od  war  er  dagegen  kleiner  und  für  Alkohol  noch  kleiner.  Alko- 
hol netzt  aber  stärker  als  Oel:  wenn  man  auf  eine  mit  Oel  be- 
strichene Platte  Alkohol  giesst,  so  zieht  sich  dieser,  obgleich  er 
specitisch  leichter  als  Oel  ist,  unter  dem  Oele  fort  und 
entfernt  dasselbe.  Dass  Wasser  weniger  als  Oel  und  Alkohol, 
und  Quecksilber  noch  weniger  netzt ,  bedarf  keines  weitern  Bewei- 
ses. Aber  selbst  das  Wasser  scheint,  wenn  es  ganz  frisch  ist; 
weniger  zu  netzen  als  später.  Auf  Irischem  WTasser  sieht  man 
nämlich  oft  einzelne  kleine  Tröpfchen  einige  Sekunden  lang  liegen, 
auf  einer  altern  Oberfläche  niemals  geschieht. 
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Was  der  Herr  Verfasser  unter  „Grad  der  Flüssigkeit"  versteht 
wird  man  daraus  sogleich  entnehmen,  wenn  er  z.  b.  S.  1.  sagt: 
„Oliven -Oel  besitzt  ohne  Zweifel  einen  auffallend  geringem  Grad 
der  Flüssigkeit  als  das  Wasser,  Alkohol  dagegen  einen  bedeu- 
tend grössern."  — 

l)as  Einzelne  über  die  angestellten  Versuche  muss  man  in  der 
Schrift  selbst  nachsehen. 

Beiträge  zur  meteorologischen  Optik  und  zu  ver- 
wandten Wissenschaften.  In  zwanglosen  Heften  her- 
ausgegeben von  Johann  August  Gruncrt.  Erster  Thetl. 
Zweites  Heft  Mit  4  lith.  Tafeln.  Leipzig.  1848.  8.  21  Sgr. 

Das  erste  Heft  des  ersten  Theils  dieser  neuen  Zeitschrift  ist 
im  JLiter.Ber.Nr.XLV.  $.632.  angezeigt  worden.  Auch  habe  ich  dort 
die  ganze  Tendenz  dieser  neuen  Zeitschrift  deutlich  anzugeben 
versucht,  verweise  aber  deshalb  nochmals  auf  die  besonders  aus- 

gegebene  ausführliche  Ankündigung  derselben,  die  auch  dem  ersten 
[efte  vorgedruckt  worden  ist.  Es  bleibt  mir  daher  jetzt  nur  noch 
übrig,  den  Inhalt  des  so  eben  erschienenen  zweiten  Heils  anzu- 
sehen. Dasselbe  enthält  zunächst  eine  Abhandlung  von  Herrn 
W.  E.  T.  Kuhse,  welche  überschrieben  ist:  „Die  drei  nich- 
tigsten ältereuHof-  und  Nebensonnen-Phänomene,  näm- 
lich das  Riimische,  dasDanziger  und  das  Petersburger 
Phänomen,  genau  nach  den  Quellen  dargestellt,  nebst 
Bemerkungen  über  derartige  Phänomene  überhaupt." 
Die  drei  genannten  höchst  merkwürdigen  Phänomene  sind  in  dieser 
Abhandlung  nach  den  eigentlichen  Quellen  sehr  genau  und  aus- 
führlich beschrieben ;  auch  ist  in  derselben  eine  vollständige  Ueber- 
setzung  der  kleinen  merkwürdigen  und  seltenen  Schrift  von  He- 
vc  Ii  ns:  „Mercurius  in  Sole  visus"  worin  sich  die  Danziger 
Phänomene  beschrieben  linden,  geliefert  worden ;  diese  prachtvollen 
alten  Phänomene  sind  aber  auf  drei  Figurentafeln  durch,  wie  ich 
hoffe,  sehr  schöne,  und  in  einem  ziemlich  grossen  Maassstabe  aus- 
geführte bildliche  Darstellungen  erläutert  und  dem  Leser  vor  die 
Augen  geführt  worden.  Ausserdem  enthält  dieses  Heft  zwei  Ab- 
handlungen von  dem  Unterzeichneten:  „Ueber  die  Lehre  von 
der  Dämmerung"  und  „Berechnung  der  Lambert'scb en 
Dämmerungsbeobachtungen."  Bei  der  letzteren  mühsamen 
Rechnung  ist  der  Herausgeber  von  einem  seiner  Schüler,  Herrn 
W.  S  ch  I  e  s i  ck  e  a.  Königsberg  i.  Pr.,  unterstützt  worden  ,  und  hofft, 
dass  in  den  beiden  genannten  Abhandlungen  die  ganze  Lehre  von 
der  Dämmerung  nach  dem  jetzigen  Zustande  der  Wissenschaft  in 
ihrem  wahren  Lichte  dargestellt  worden  ist,  was  bis  jetzt  noch 
nicht  in  gleich  ausführlicher  und  möglichst  tief  in  die  eigentliche 
Natur  des  Gegenstandes  eindringender  Weise  geschehen  sein  dürfte. 
Den  Heschluss  des  vorliegenden  Heftes  macht  die  Mittheilung  der 
neuesten  Bestimmungen  der  Brechungsexponenten  des 
Eises  und  des  flüssigen  Wassers  von  Herrn  A.  Bravais. 

Das  dritte  Heft  des  ersten  Theils,  dessen  Druck  jetzt  begon- 
nen ist,  wird  zunächst  eine  ausführliche  Abhandlung  über  das  so 
wichtige  und  interessante  Phänomen  der  Luftspiegelung  bringen. 

Dass  diese  Zeitschrift  durch  Beiträge  zu  derselben  in  der,  in 
der  Ankündigung  dargelegten  Weise,  reichlich  unterstützt  »erden 
möge,  wünscht  der  Unterzeichnete  sehr,  und  fordert  zu  densel- 
ben nochmals  hiermit  auf.  G. 
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JLiterarisclier  Bericht 


Arithmetik. 


Theorie  der  Differenzen  und  Summen.  Ein  Lehr- 
buch von  Dr.  O.  Schlömilch,  ausserordentlichem  Pro- 
fessor an  der  Universität  zu  Jena.   Halle.  1848.  8. 

Es  war  jedenfalls  ein  guter  Gedanke  des  Herrn  Verfassers, 
die  Theorie  der  (endlichen)  Differenzen  und  Summen  einmal  in 
streng  systematischem  Zusammenhange  darzustellen,  weil  diese 
Theorie  in  rieten  Beziehungen  so  wichtig  ist,  und  namentlich 
auch  bei  den  praktischen  Anwendungen  der  Mathematik  so  häufig 
zur  Sprache  kommt  Die  ganze  Schrift  besteht  aus  drei  Haupt- 
theilen:  I.  Differenzenrechnung.  II.  Summenrechnung.  III.  Üiffe- 
renzengleichungen.  Einige  literar- historische  Notizen  machenden 
Schluss.  Wir  halten  die  Darstellung  för  ziemlich  vollständig  und 
haben  durchaus  nichts  Wesentliches  vermisst,  müssen  es  auch 
ganz  billigen,  dass  der  Herr  Verfasser  auf  die  von  der  eigentlichen 
Differential-  und  Integralrechnung  dargebotenen  Hülfsmittel  nicht 
verzichtet,  sondern  sich  derselben  vielmehr  häufig  bedient,  und 
immer  auf  die  beiden  letzteren  Wissenschaften  gehörig  Rücksicht 
genommen  hat.  Die  wissenschaftliche  Behandlung  des  dargebote- 
nen Stoffs  entspricht  ganz  der  Strenge  und  Bestimmtheit,  welche 
mit  Recht  die  neuere  Analysis  fordert,  und  läset  in  dieser  Bezie- 
hung, zugleich  bei  manchen,  nicht  selten  vorkommenden,  dem 
Herrn  Verlasser  eigenthum lieben  Entwicklungen  und  Ausführun- 
gen,  nichts  zu  wünschen  übrig.  Wir  können  daher  dieses  Lehr- 
buch allen  denen,  welche  die  Differenzen-  und  Summenrechnung 
in  systematischem  Zusammenhange  und  grösserer  Ausführlichkeit, 
als  dies  aus  den  Lehrbüchern  der  Differential-  und  Integralrech- 
[,  wo  die  Differenzen-  und  Summenrechnung  gewöhnlich  ge- 
nur  entweder  als  eine  Einleitung  (wie  z.  B.  bei 
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Baier)  oder  als  ein  Anhang  (wie  z.B.  in  dem  Tratte*  «Urnen- 
taire  von  Lacroiz)  zur  eigentlichen  Differential-  und  Integral- 
rechnung, aber  nicht.als  selbstständige  Wissenschaft,  auttritt,  mög- 
lich ist  kennen  lernen  «vollen,  aus  voller  Ueberzeugung  als  einen 
sichern  Führer  recht  sehr  empfehlen. 


Geometrie. 

■ 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  zum  Gehrauch  bei 
dem  Unterrichte  iji  Gymnasien  und  höheren  Unter- 
richtsaustalten  von  W.  Gerling,  Russisch  -  Katserl. 
Hofrath  und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Uorpat. 
Mitau  und  Leipzig.   1848.  & 

Ein  ge wohnliches,  übrigens  ganz  deutlich  und  recht  zweck- 
mässig in  euklidischer  Weise  verfasstes  Lehrbuch  der  ebenen 
Geometrie,  das  auch  bei  jedem  Abschnitte  eine  Reihe  von  Auf- 
gaben, die  zum  Theil  als  Uebungsaufgaben  dienen  können,  eot- 
halt,  und  das  in  den  Händen  eines  geschickten  Lehrers,  wie  der 
Herr  Verfasser  jedenfalls  ist,  recht  Gutes  wirken  kann,,., an  wel- 
chem uns  über  besondere  Eigentümlichkeiten,  die  eine  ausführli- 
chere Besprechung  in  diesem  Literar.  Ber.  rechtfertigen  und  nöthig 
machen  könnten,  nicht  entgegen  getreten  sind. 

•  ■ 

Vollständige  Verwandlung  des  elften  Euklidischen  Grund- 
satzes in  einen  gewöhnlichen.  Lehrsatz.  Von  Gottfried  Wiessnef. 
Jena  1848.    4  gGr. 

(Wir  wiederholen  die  «chon  mehrmals  gemachte  Bemerkung,  da*« 
wir  Parallelentheorien  eine«  Kritik  in  diesem  Literar.  Ber.  nickt  aalet* 
werfen,  weil  dies  meisten«  eisen  viel  su  groseen  Kaum  in  Anspruch 
nehmen  würde). 


T  o  p  o  I  o    i  e. 


I  \  .  i  ^ 

'  -  •  / 

■       .  i 

*  . 

•  .1. 


Vorstudien  zur  Topologie.  Von  Johann  Benedict 
Listing.  Mit  eingedruckten  Holzschnitten.  Abge- 
druckt aus  den  Göttinger  Studien  184?.  Güttingen. 
1848.   8.    12%  8gr. 

•ili  Ii: 

„Unter  der  Topologie*«  sagt  der  Herr  Verfasser  8.6.,„aoll 
die  Lehre  von  den  modalen  Verhaltnissen  räumlicher  Gebilde  ve* 

'i  » 
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standen  werden ,  oder  vou  den  Gesetzen  des  Zusammenbaus*,  der 
gegenseitigen  Lage  und  der  Aufeinanderfolge  von  Punkten,  Linien, 
Flächen,  Körpern  uud  ihren  T heilen  oder  ihren  Aggregaten  im 
Räume,  abgesehen  von  den  Maass  •  und  Grüssenverhältnisseo. 
Durch  den  Begriff  der  Aufeinanderfolge,  der  mit  dem  der  Bewe- 
gung nahe  verwandt  ist,  tritt  die  Topologie  zur  Mechanik  in  ähn- 
liche Beziehung  wie  zur  Geometrie,  wobei  natürlich  wiederum  die 
Winkelgeschwindigkeit  drehender  Bewegung,  desgleichen  Masse, 
Bewegungsgrösse,  Kräfte  oder  Momente  ihrer  Quantität  nach  nicht 
in (  wesentlichen  Betracht  kommen,  sondern  nur  die  modalen  Be- 
ziehungen zwischen  beweglichen  oder  bewegten  Gebilden  im 
Räume.  Die  Topologie  wird,  um  den  Rang  einer  exacten  Wis- 
senschaft zu  erreichen,  zu  dem  sie  berufen  scheint,  die  That- 
Sachen  der  räumlichen  Anschauung  auf  möglichst  einfache  Be- 
griffe zurückführen  müssen,  mit  welchen  sie  unter  Beihülfe  ge- 
eigneter, den  mathematischen  analog  gewählter  Bezeichnungen 
und  Symbole  die  vorkommenden  Operationen  nach  eiufacheu  Re- 
geln, gleichsam  rechnend,  vollzieht." 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  von  dem  Herrn  Verfasser  mit 
dem  Namen  Topologie  belegte  neue  Wissenschaft  im  Ganzen 
dasselbe  ist  und  denselben  Zweck  zu  erreichen  sucht,  welchen 
schon  Leibniz  durch  seine  Geometrie  der  Lage  mittelst  einer 
eigentümlichen  Charakteristik  zu  erreichen  suchte,  worüber  die 
Jaolonowski'sche  Gesellschaft  zu  Leipzig  für  das  Jahr  1845  eine 
Preisaufgabe  stellte  (Liter.  Ber.  Nr.  XV  III.  8.  288.),  und  später 
den  Preis  Herrn  H.  Grassmann  in  Stettin  für  die  im  Literar. 
Ben  Nr..  XXXIV.  S.  501.  angezeigte  Schrift  ertheilte.  Jedenfalls 
müssen  wir  Herrn  Professor  Listing  das  Zeugniss  er  t  heilen,  dass 
er  in  seiner  vorliegenden  Schrift  den  eigentlichen  Begriff  einer 
Geometrie  der  Lage  (er  erlaube  uns,  diesen  Ausdruck  hier  der 
Kürze  wegen  zu  gebrauchen)  weit  bestimmter  fest  gehalten,  und 
dem,  was  schon  Leibniz  erstrebte,  weit  näher  getreten  ist,  als 
dies  io  der  Grassmanirschen  Schrift  geschehen  sein  dürfte,  ohne 
dass  wir  den  Werth  der  letzteren  für  die  Geometrie  im  Gering- 
sten zu  verkennen  oder  in  den  Schatten  zu  stellen  beabsichtigen. 
Auch  sind  alle  Betrachtungen ,  die  er  in  seiner  Schrift  anstellt,  an 
sieb,  so  einfach  und  so  gänzlich  von  allem  Calcul  oder  andern 
hier  gewiss  als  völlig  fremdartig  anzusehenden  mathematischen 
Hü! Isniittel n  entkleidet,  wie  es  der  Begriff  einer  Geometrie  der 
Lage  nothwendig  erfordert.  Wir  halten  daher  diese  Schrift  für 
den  ersten  Schritt  zu  der  bezeichneten  neuen  Wissenschaft,  über- 
haupt für  einen  sehr  dankenswerthen  Beitrag  zur  Mathematik,  in 


wünschen  dem  Herrn  Verfasser  Muth  und  Ausdauer,  um  auf  der 
betretenen  Bahn  weiter  fortzuschreiten.  Dabei  wird  er  freilich 
nach  unserer  Ansicht  sein  Hauptaugenmerk  zunächst  auf  strenge 
systematische  Gestaltung  und  Einführung  einer  möglichst  durch- 
greifenden Charakteristik  zu  richten  haben;  denn  was  er  bis  jetzt 
giebt,  sind,  wie  ja  auch  der  Titel  sagt,  nur  „Vorstudien"  zu  der 
eigentlichen  Topologie,  und  stehen  meistens  nur  noch  vereinzelt 
da;  alle  diese  Vorstudien  sind  aber  so  interessant,  und  bringen 
viele  so  allgemein  ansprechende  Punkte  zur  Sprache»  dass  wir 
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allen  Lesern  unserer  Zeitschrift  aus  der  Leetüre  dieser  Schrift  einen 
wahren  Genuss  mit  Bestimmtheit  versprechen  können,  weshalb 
wir  dieselhe  hier  auch  zu  möglichst  allgemeiner  Beachtung  noch 
hesonders  zu  empfehlen  nicht  unterlassen  wollen. 

Dass  Gauss  nach  S.  5.  den  Herrn  Verfasser  bei  öfteren 
Gelegenheiten  auf  die  Wichtigkeit  des  Gegenstandes,  die  auch 
niemand  in  Abrede  stellen  wird  und  kann ,  aufmerksam  gemacht 
und  demzufolge  mit  die  Veranlassung  zur  Abfassung  dieser  Schrift 
gegebeil  hat ,  wird  derselben  noch  zu  ganz  besonderer  Empfehlung 
gereichen. 

.i  Jj  >4ji    (fu'  i"nr "TrtttTierM  eeierf 


Astron  omie. 


Klemcnts  d'Astronomie,  par  A.  Quetelet.  4«  edi 
tion,  revue  et  augmentäe.    Tome  I.  II.    Bruzelles.  1846 

Duod. 

Dieses  treffliche  ganz  populäre  Lehrbuch  der  Astronomie 
scheint  in  Deutschland  bei  Weitem  nicht  so  allgemein,  wie  es 
▼erdient,  bekannt  zu  sein,  weshalb  wir  für  unsere  Pflicht  halten, 
die  Leser  des  Archivs  auf  die  im  vorigen  Jahre  erschienene  vierte 
Ausgabe  desselben  aufmerksam  zu  machen.  Dieses  Buch  ist  mit 
so  grosser  Deutlichkeit,  in  so  eiufacher  Darstellung,  in  so  schö- 
ner Sprache  verfasst,  und  nimmt  so  vollständig,  dabei  doch  aber 
mit  so  zweckmässiger  Kürze,  auf  alle  neueren  (Entdeckungen 
Rücksicht,  dass  wir  dasselbe  allen  Liebhabern  der  Astronomie, 
die  wahrhafte  Belehrung,  zugleich  aber  auch  eine  angenehme 
Leetüre  suchen,  recht  sehr  empfehlen  können.  Um  auch  die  Reich 
haltigkeit  seines  Inhalts  nachzuweisen,  wollen  wir  eine  Ueber- 
sicht  desselben  in  der  Kürze  hier  mittheilen. 

Avant  -  Propos.      Livre    premier.     Du    ciel  etoile. 

1.  Notions  preliminaires.  1.  Moavement  apparent  des  etoiles. 

2.  Determination  de  la  position  des  etoiles  par  rapport  a  l'equa 
teur.   3.  Determination  de  la  position  des  etoiles  par  rapport  & 
l'horizon.    4.  Determination  de  la  position  des  astres  par  rapport 
ä  r&liptique.  —   II.  De  la  formation  d'un  observatoire  et 
d'un  catalogue   d'ötoiles.     1.  Formation  d'un  observatoire 
2.  Formation  d'un  catalogue  d'ätoiles.  —    III.  Des  constella- 
tions.    1.  Indication  des  constellations.    2.  Position  des  e'toiles 
ä  un  instant  donne.    3.   Croyances  relatives  aux  constellation« 
(Astrologie).  —   IV.  Des  etoiles.  Particularitäs  que  preseotent 
les  e'toiles.   —    Livre  tecond.    Du  Systeme  plane  tairr 
I.  De  la  terre.   1.  De  la  forme  de  la  terre.   2.  De  la  spbere 
rerrestre.    3.  Determination  des  longitudcs  et  des  latitudes  sur 
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tenre  et  sur  mer.  4.  Carte«  ge>>graphiques.  5.  De  la  rotation  de 
la  terre.  6.  De  latmosphere  et  des  refractions.  —  II.  Da  so- 
leil.  1.  De  l'obliquitd  de  l'e'cliptique  et  des  ph^nomenes  qui  en 
dependeat.  2.  Da  zodiaque  et  des  Saisons.  3.  Da  moavement  de 
la  terre  aotour  du  soleil.  4.  Du  diametre  apnarent  et  de  la  pa- 
raHaxe da  soleil.  5.  Des  lois  de  Kepler.  6.  De  l'anomalie  et  de 
l'eauation  da  temps.  7.  Dela  natare  du  soleil.—  Hl.  De  la  lune. 
1.  Da  mouvement  propre  de  la  looe.  2.  Des  phases  de  la  lune. 
3.  Distance  et  grandeur  de  la  lune.  4.  Du  mouvement  de  rota- 
tion et  de  translation  de  la  lune.  5.  De  la  libration  de  la  lune. 
ß.  De  la  nature  de  la  lune.  —   IV.  Du  soleil  et  de  la  lune. 

1.  De  la  mesnre  da  temps.  2.  Des  cadrans  solaires.  3.  Dn 
calendrier.  4.  Des  eclipses.  —  V.  Des  planstes.  I.  Des  pla- 
nstes en  general.  2.  De  Mercure.  3.  De  Vinns.  4.  De  Mars. 
5.  Des  asteroides  Hebe,  Iris,  Astree,  Vesta,  Flore,  Junon,  Ce>es 
et  Pallas.  6.  De  Jupiter  et  de  ses  satellites.  7.  De  Saturne. 
8.  Satellites  de  Saturne.  9.  D'üranus.  10.  Satellites  d'Uranus. 
11.  Neptuoe.  —  VI.  Des  cometes,  des  aerolitbes  et  des 
e'toiles  filantes.  1.  Des  cometes.  2.  Lea  cometes  obeissent  aoz 
lois  de  Kepler.  3.  Des  aerolites  et  des  e'toiles  filantes.  —  Livre 
iroisieme.  Det  forcet  qui  rtgistent  notre  Systeme 
plane" taire.   I.   1.  Des  differentes  opiuions  des  philosophes. 

2.  Du  principe  de  la  pesanteur  universelle  et  des  forces  qui  regis- 
seot  notre  univers.  — •  II.  Perturbations.  1.  Des  perturbations 
des  planetes.  2.  Des  perturbations  des  satellites.  3.  Des  pertur- 
bations des  cometes.  —  III.  Masses  plane*taires.  I.  Des 
masses  des  planetes.  2.  Des  lois  de  la  pesanteur  ä  la  surface 
des  planetes  et  de  la  force  centrifuge.  3.  De  la  figure  des  plane- 
tes, de  la  theorie  du  pendule  et  du  Systeme  deVimal.—  IV.  Theo- 
rie de  la  lune.  —  V.  Theorie  de  la  terre.  —  VI.  Des 
mare^es.  —  Conclnsion. 

Wir  haben  den  Inhalt  so  ausfuhrlich  angegeben ,  weil  wir  in  der 
That  gegenwärtig  kein  populäres  Buch  über  Astronomie  wflssten, 
welches  unsern  Wünschen  in  jeder  Beziehung  so  vollständig  ent- 
i,  wie  das  vorliegende. 


Physik. 

Untersuchungen  über  thierische  Elektricitit  von 
Emil  Du  Bois-Reymond.  Erster  Band.  Mit  sechs  Kup- 
fertafeln. Berlin.  1846.  8.  4  Thlr.  20  Sgr. 

Dieses  grosse  Werk  Aber  den  auf  seinem  Titel  genannten 
Gegenstand,  welches  grösstenteils  auf  eignen  Untersuchungen 
beruhet,  aber  auch  zugleich  die  Vorarbeiten  anderer  Naturforscher 
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in  grosser  Ausführlichkeit  und  Vollständigkeit  berücksichtigt,  ist 

Tür  die  tfiierische  Elektricitat  jedenfalls  von  grosser  Wichtigkeit, 
und  darf  von  keinem  Physiker  und  Physiologen  unberücksichtigt 
bleiben.  Näher  auf  dasselbe  einzugehen,  gestatten  die  Grämten 
dieses  literarischen  Berichts  nicht,  da  es  hier  auch  nur  unsere 
Absicht  war,  auf  die  jedenfalls  grosse  Wichtigkeit  desselben  für 
den  fraglichen  Gegenstand  aufmerksam  zu  machen  und-  hinzuwei- 
sen,  weshalb  wir  schliesslich  nur  noch  bemerken  wollen»  dass  der 
Herr  Verfasser,-  wie  er  auch  in  der  Vorrede  ausführlich  ausein« 
andersetzt,  sich!  an  mehreren  Stellen  der  mathematischen  Dar- 
stellungs-  und  Betrachtungsweise;  bedient,  was  diesem <Werke>  we- 
nigstens bei  allen  Lesern  des  Archivs,  gewiss  nur  zu  ganz  beson- 
derer Empfehlung  gereichen  wird,  wenn  vielleicht  auch  nament- 
lich manche  Physiologen,  hierüber  anders  denken  sollten,  eewiss 
aber  mit  grossem  Unrecht  und  mir  deshalb ,  weit  ihnen  die  nö> 
thige  mathematische  Vorbilduog  abgeht,  was  in  vielen  Fällen  se" 
zu  beklagen  ist.  ..;.„■  ,  0  . 


'I  .1 


Sur  le  Hintat  de  la  Belgtaue.  Dctixieme  narlie:  Directiön, 
intensite,  duree  et  caractercs  distinctifs  des  vents.  Par  A.  Qoe- 
telet.   Bruxelles.    1848.  4. 

Observations  de«  phenomenes  periodiques.  Par  A.  Quetelet 
(Extrait  du  tome  X£l.  des  memoire  de  TAcademie  Royale  de 
Belgique.). 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  zu  Prag. 
Achter  Jahrgang:  vom  1.  Jänner  bis  31.  Deccmber  1847.  Prag. 
)84&   4.   3  Thlr. 

Die  Telegranhie  von  ihrem  Ursprünge  bis  zur  neuesten  Zeit 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  ausgeführten  telegraphischen 
Systeme.  Von  Dr.  Adolph  Poppe.  Frankfurt  a.  M.  1848.  lO  Sgr. 

Briefe  über  Alexander  von  Humhohlt's  Kosmos.  Ein  Com- 
mentar  zu  diesem  Werke  für  gebildete  Laien.  Erster  Theil.  Be« 
arbeitet  von  Bernhard  Cotta,  Professor.  Leipzig.  1&48.  8.  2  Thlr. 
12  gGr. 


Vermischte  Schriften. 

•    '     •  •  •  Ii  •  ,|     ■  ••     »    ,  |  M  | 

•  «         •  • «  •  >  ,  .     i       I    i)    '  I{h 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  de* 

Wissenschaften  zu  Wien. 

Von  diesen  Sitzungsberichten  liegen  uns  bis  jetzt  drei  Hefte 
vor,  deren  Inhalt,  so  weit  derselbe  die  Verhandlungen  der  matbe- 
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matisch -naturwissenschaftlichen  Klasse  betrifft ,  und  in  den  Bereich 
unserer  Zeitschrift  fallt ,  wir  im  Folgenden  angeben  wollen. 

»  I  :.•  Ii     t    •  *t        ;        •    •  .  .  '  •  '.,  .  t 

Erstes  Heft.  1848.  Dieses  Heft  ist  fast  nur  geologischen, 
geognostiscben  und  mineralogischen  Inhalts,  und  fallt  daher,  so 
interessant  und  beachtungswerth  auch  die  betreffenden  Verhand- 
lungen, unter  denen  wir  insbesondere  die  über  die  Anfertigung 
einer  „  Geognostiscben  Uebersichtskarte  der  öesterreichiscbeo 
Monarchie"  hervorheben,  sind,  nicht  in  den  Kreis  unserer  Zeit- 
schrift. Mathematisches  Interesse  gewähren  in  diesem  Hefte  nur 
die  in  den  Sitzungen  vom  8.  und  13.  Januar  1848  »Statt  gehabte» 
Verhandlungen  über  genaue  Notraalmaasse ,  aus  denen  wir  als  eine 
für  manche  Leser  vielleicht  interessante  Notiz  herausheben ,  dass 
bei  Herrn  Professor  v.  Stein  heil  in  München,  welcher  durch 
die  ungemeine  Genauigkeit  seiner  Arbeiten  bekannt  genug  ist, 
eineiCopie  des  Platin  Metre  primitive  aus  Glas,  bei  der  eine 
Genauigkeit  bis  auf  +  0,001  Millimetre  verbürgt  wird,  200FI.Rbn.; 
ein  Kilogramme  ans  Messing,  vergoldet,  bei  dem  eine  Genauig- 
keit von  Jb  0.1  Milligramme  verbürgt  wird,  100  Fl.  Rhn.  kostet. 

Zweites  Heft.    1848.    Auf  S.  122.  -  S.  129.  finden  wir 
zuerst  einen  Bericht  über  eine  von  Herrn  Professor  v.  Ettings- 
hausen überreichte  Abhandlung  Über  die  Di  fferenzialglei- 
chungen  der  Lichtschwingungen.    Diese  Abhandlung  ent 
hält  eine  Ableitung  der  Differenzialgleichungen  der  Lichtschein* 

Srngen  aus  den  einfachsten  Principien  der  Mechanik,  und  zwar 
solcher  Allgemeinheit,  dass  daraus  auch  jene  Gleichungen  fol- 
gen ,  welche  man  bis  jetzt  nur  auf  empirischem  Wege  zur  Nach- 
weisung der  eigentümlichen  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  den 
Stoffe»,  worin  nie  Polarisationsebene  eine  Drehung  erleidet,  auf- 
gestellt hat.  Die  Leser  sehen  hieraus,  das«  diese  Abhandlung 
den  Hauptzweck  hat,  die  physikalische  Theorie  des  Lichts  aui 
einem  völlig  festen,  durch  die  ersten  und  einfachsten  Principien 
der  Mechanik  dargebotenen  Fundamente  aufzubauen,  bind  wer 
irgend  mit  den  Schwierigkeiten  bekannt  ist,  welche  einem,  nament- 
lich dem,  welcher  nach  völliger  mathematischer  Strenge  und  voll- 
kommener Unzweifelhaftigkeit  sucht,  bei  dem  Studium  dieser 
Theorie  sehr  bald  entgegentreten,  wird  die  Wichtigkeit  dieser 
Arbeit  des  Herrn  Professors  v.  Ettingshausen  erkennen,  und 
dieselbe  als  ein  wahres  Redürfniss  mit  Freudigkeit  begriissen. 
Ueber  die  Leistungen  seiner  Vorganger  Mac  Cullagb,  ('an  chy, 
O'Brien,  Laurent,  u.  s.  w.,  namentlich  auch  über  das ,  was  in 
denselben  noch  schwankend  und  unbestimmt  ist,  oder  bloss  auf 
hypothetischer  Annahme  beruhet,  spricht  sich  Herr  v.  Ettings* 
hausen  In  dem  der  Akademie  über  seine  Abhandlung  erstatteten 
Berichte  auf  so  belehrende  Weise  aus.  dass  wir  alle  Leser  unse- 
rer Zeitschrift,  welche  ein  sicheres  Urtheil  über  die  bisherigen 
Arbeiten  in  der  physikalischen  oder  mechanischen  Theorie  des 
Lichts  gewinnen  wollen,  auf  denselben  verweisen,  indem  wir 
selbst  unsere  vollkommene  Uebereinstimmung  mit  den  in  diesem 
Berichte  ausgesprochenen  Ansichten  aussprechen,  du  auch  uns" 
bei  dem  Studium  der  Theorie  des  Lichts  Zweifel  mancherlei  Art 
aufgestossen  sind.  Mögen  uns  dieselben  durch  die  Abhandlung 
des  Herrn  v.  Ettingsbaasen,  der  wir  mit  grossem  Verlangen 
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entgegen  sehen,  vollkommen  gelöset  werden.  —  Auf  S.  131.  — 
S.  137.  erstattet  Herr  Bergrath  Hai  ding  er  einen  interessanten 
Bericht  über  seine  dichroskopische  Loupe,  welche  den  Le- 
sern des  Archivs  schon  aus  Poggendorffs  Annalen  für  1844 
bekannt  sein  wird,  und  vorzüglich  zur  Untersuchung  der  krystalle 
im  polarisirten  Lichte  In  Bezug  auf  ihre  Farben  dient.  Das  inte- 
ressante kleine  Instrument,  welches  in  dem  vorliegenden  Berichte 
sehr  deutlich  erläutert  wird,  kostet  bei  dem  Mechaniker  Herrn 
Eckling  in  Wien  mit  Etui  nur  6  Fl.  C.  AI.  —  S.  142.  — S.14& 
Herr  Bergrath  Haidinger  übergiebt  eine  Druckschrift,  betitelt: 
Theorie  der  schiefen  Gewölbe  und  deren  praktische 
Ausführung  von  Eduar  d  Heider.  Wien  184&  Diese  Schrift 
scheint  namentlich  für  den  Eisenbahnbau  wichtig  zu  sein.  —  S.  152. 

—  S.  153.  theilt  der  Vice-Präsident  der  Akademie  Herr  Baum* 
gartner  der  Klasse  eine  von  ihm  gemeinschaftlich  mit  Herrn 
Kreit  in  Prag  in  Angriff  genommene  Auwendung  der  galvani- 
schen Telegraphie  zur  geographischen  Längen -Bestimmung  mit. 
Herr  Baumgartner  bemerkt,  dass  man  bei  diesen  Längen- 
bestimmungen  mit  der  Genauigkeit  viel  weiter  als  bei  Blickfeuern 
gehen  könne,  indem  bei  letzteren  nach  Herrn  Kreils  Schätzung 
bei  der  Zeitbestimmung  kaum  eine  Genauigkeit  von  0,4  Secunden 
zu  erreichen  möglich  sei.  —  S.  170.  erklärt  Herr  Professor 
SchrOtter  eine  von  ihm  erdachte  neue  Einrichtung  des  Barome- 
ters, durchweiche  es  als  Normal-Barometer  dienen,  und  hinsicht- 
lich der  Sicherheit,  Genauigkeit  und  Bequemlichkeit  der  Ablesung 
des  Barometerstandes,  mit  allen  bis  jetzt  versuchten  Constructio- 
nen  mit  Vortheil  in  die  Schranken  treten  kann,  im  Preise  aber 
nur  halb  so  hoch  zu  stehen  kommt  wie  die  bekannten  Pistor- 
sehen  Normalbarometer,  nämlich  bei  dem  ausgezeichneten  Künst- 
ler Herrn  K anpell  er  in  Wien  nur  75  Gulden.  —  S.  175.  Der 
k.  k.  Oberst  Herr  Herrmann  hat  an  die  Akademie  die  folgende 
Note  eingesandt:  Verbesserung  der  II.  Callet'schen  Tafel 
der  gemeinen  Logarithmen  mit  '20  Decimalen,  nebst 
Vorschlägen  für  die  weitere  Forderung  dieses  Zwe- 
ckes. Auf  den  Bericht  des  Herrn  Professor  Stampfer  hat  die 
Klasse  den  Abdruck  sämmtlicher  von  Herrn  Herr  mann  angezeig- 
ten Verbesserungen,  die  übrigens  fast  nur  die  letzte  DeciiuaTe 
betreffen,  verfügt.  Für  die  Leser  des  Archivs  möge  jedoch  be- 
merkt werden,  dass  Herr  Herrmann  auch  folgenden  Fehler  in 
den  Callet'schen  Tafeln  aufgefunden  hat  Die  Mantisse  des 
log  10(3888  ist  nämlich  nicht  0281)21)95,  wie  in  der  Callet'schen 
Tafel  steht,  sondern  die  richtige  Mantisse  ist  nach  Herrn  Herr- 
mann 02892895.  Dieser  Fehler  findet  sich  allerdings  in  der  uns 
vorliegenden  Tirage  1829  der  Callet'schen  Tafeln.  -  S.  202. 
Herr  v.  Ettingshausen  berichtet  über  Solei  Ts  Sacharometer« 

—  S.  211.  Herr  Regierungsrath  P.  Marian  Koller  überreicht 
eine  Abhandlung;  „Ueber  die  Berechnung  periodischer 
Naturerscheinungen/'  Diese  Abhandlung  enthält  eine  voll- 
ständige Theorie  der  Berechnung  periodischer  Naturerscheinun- 
gen mit  Berücksichtigung  aller  dabei  in  Betrachtung  kommenden 
Umstände,  namentlich  auch  in  Rücksicht  der  Convergeuz  der  be- 
treffenden mathematischen  Ausdrücke,  und  wird  gewiss  für  die 
schärfere  Begründung  dieser  für  die  gesammte  Naturwist 
so  wichtigen  Rechnungsmethode   von  grosser  Bedeutung 
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weshalb  auch  die  Klasse  den  Abdruck  dieser  Abhandlung,  welche 
auch  ein  vollständig  ausgerechnetes  Beispiel  enthält,  sogleich  ver 
fügt  bat. 

Drittes  Heft.  1848.  S.  21.  Die  Herren  Stampfer  nnd 
Burg  erstatten  ein  günstiges  Gutachten  über  eine  von  Herrn 
Franz  Moth,  Professor  der  Mathematik  an  dem  Lyceuru  zu 
Linz,  eingesandte  Abhandlung:  „Begründung  eines  eigen- 
tümlichen R echnungs  -  Mecbanis  mus  zur  Bestimmung 
der  reellen  Wurzeln  der  Gleichungen  mit  numerischen 
Coefficien ten.  Dus  von  den  Herren  Berichterstattern  abgege- 
bene Gutachten  erregt  grosses  Verlangen,  die  Abhandlung  ihres 
durch  frühere  gründliche  Arbeiten  hinreichend  bekannten  Herrn 
Verfassers  selbst  bald  kennen  zu  lernen.  —  S.  26.  Herr  Berg- 
rath und, Professor  C.  Doppler  zu  Schemnitz  (jetzt,  so  viel  wir 
wissen,  in  Wien)  überreicht  eine  Abhandlung:  „Versuch  einer 
auf  rein  mechanische  Principien  sich  stützenden  Er- 
klärung der  galvano-elektrischen  und  magnetischen 
Polaritäts- Erscheinungen.  —  8.57.  Der  Vice -Präsident 
Herr  Minister  Baumgartner  widmet  seinen  Functionsgehalt  (nach 
6.  17.  des  Statuts  2500  Gulden)  der  Ausstattung  meteorologischer 
Observatorien  mit  Instrumenten.  Dergleichen  von  dem  reinsten 
Eifer  für  die  Wissenschaften  zeugende  Handlungen  hier  ganz  mit 
Stillschweigen  übergehen  zu  w  ollen,  wäre  gewiss  sehr  unrecht.  —  S.  58. 
—  S.95.  giebt  Herr  Kreil  einen  ausführlichen  „Entwurf  eines 
meteorologischen  Ben  bachtungs-Systems  fürdie  öster- 
reichische Monarchie"  welcher  des  allgemein  Belehrenden  so 
Vieles  enthält,  dass  wir  alle  diejenigen  Leser  unserer  Zeitschrift, 
welche  sich  für  meteorologische  Beobachtungen  interessiren ,  drin- 
gend auf  denselben  aufmerksam  machen,  da  er  in  Rücksicht  auf 
Instrumente ,  Beobachtungsmethoden ,  Rechnungsmethoden  u.  s.  w. 
in  zweckmässiger  Kürze  fast  Alles  enthält,  was  bei  meteorologi- 
schen Beobachtungen  zu  wissen  nöthig  ist.  —  S.  106.  Herr 
v.  Ettingshausen  tbeilt  eine  Note  über  eine  directe  uod 
strenge  Ableitung  der  Taylor'schen  Formel  mit.  Da  es 
unsere  Absicht  ist,  diese  Note  in  einem  der  nächsten  Hefte  unse- 
rer Zeitschrift  zu  ihrer  weiteren  Bekanntwerdung,  die  sie  sehr 
verdient,  vollständig  mitzutheilcn,  so  sagen  wir  nier  jetzt  nichts 
weiter  über  dieselbe.  —  S.  136.  Derselbe  (heilt  eine  Note 
über  den  Ausdruck  der  zwischen  einem  galvanischen 
Strom  und  einem  magnetischen  Punkte  stattfindenden 
Action  mit.  —  S.  140.  Baumgartner,  über  die  Wirkun- 
gen der  natürlichen  El ek tricitat  auf  magnetische  Tele- 
graphen.—  S.  149.  v.  Ettingshausen,  über  einen  Satz 
Green's,  das  elektrische  Potenzial  betreffend. 

Ausser  diesen  vorzugsweise  in  den  Kreis  unserer  Zeitschrift 
gehörenden  Abhandlungen  und  Notizen  enthalten  die  Sitzungs- 
berichte des  Wichtigen  und  Interessanten  in  naturwissenschaft- 
licher Rücksicht  noch  so  Vieles,  dass  wir  alle  Leser  unsers  Ar- 
chivs im  Allgemeinen  noch  schliesslich  dringend  auf  dieselben 
aufmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen  können. 


.  47. 
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Bulletins  de  PAcaddmie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Tome  XIV. 
II*  Partie.  1847.  Tome  XV.  Ire  Partie.  1848.  (Vergl. 
Lherar.  Ber.  Nr.  XXXVIII.   S.  559.). 

Tome  XIV.  IIC  Partie,  p.  12.  Rapuort  de  M.  M.  Ver- 
faulst et  Timmermans  sur  une  note  de  M.  Muhl  relative  ä  la 
theorie  des  paralleles.  —  p.  13.  Rapport  de  M.  M.  Pagani  et 
Timmermans,  sur  un  memoire  de  M.  A.  de  Laveleye,  con 
cernant  la  metnphysique  du  calcul  differentiel.  —  p.  14.  Sur  la 
base  göodeYique  que  P on  mesure  actueflement  dans  les  environs 
de  Bonn,  note  de  M.  Meyer.  —  Sur  Pincandescence  des  fils 
raetalliques  dans  le  sein  des  liquides,  par  M.  Maas.  —  Conside- 
rations  sur  le  mouvement  de  la  dynamique  eleetrique,  par  A. 
J.  Maas.  —  p.  100.  Sur  Pheliotrope  de  Bertram,  note  de 
M.  Meyer.  —  p.  240.  Sur  les  systemes  de  Iocomotion  aerienne 
de  M.  M.  Van  Hecke  et  Van  Esschen.  —  p.  321.  theilt 
Herr  Timmermans  folgendes  Theorem  ohne  Beweis  mit:  „Si, 
autour  de  chaque  point  d'uu  axe  qui  traverse'  un  corps,  on  con- 
struit  Pellipsoidu  des  moments  d'inertio,  Paxe  sera  un  diametre 
dans  chacun  de  ces  ellipsoides,  et  les  plans  diametraux  conju- 
gues  ä  ces  diametres,  passeront  tous  par  une  meine  droite,  re- 
pr&sentant  la  direction  du  choc  qui  ne  prodqit  aueune  percussion 
sur  Paxe.** —  „Cette  droite  est,  en^eneril,  oblique  au  plan  passant 
par  Paxe  et  le  centre  de  gravite.  Elle  n'est  perpendiculaire  que  si 
Paxe  est  axe  d'incrtie  princinal  relative nient  ä  Pun  de  ces  points. 
Dans  le  cas  de  l'obltquite,  c  est  ä  dire  lorsque  Paxe  n'est  princi- 

f»al  relativement  ä  aueun  de  ses  points,  un  choc  exerce  suivant 
a  direction  de  Pintersection  commune  ne  produit  aueune  Demis- 
sion proprement  dite  sur  Paxe,  mais  il  lait  naitre  nne  action  dans 
le  sens  de  sa  longueur."  —  p.  4U8.  Sur  les  rövolutions  du  globe 
terrestre,  par  M.  d'Oiualius  d'Halloy. 

•  t  •  *  • 

Tome  XV.  Irc  Partie.  Sur  le  renversement  du  signe  etec- 
trique  qui  se  präsente  imme'diatemeiit  apres  la  deebarge  des  coo- 
densateurs,  par  M.  A.  J.  Maas.  —  Sur  le  renversement  apparent 
du  signo  eleetrique  apres  la  d^charge  des  condensateurs,  par  M.  J. 

§.  Crahay.  —  p.  2Ö1.  Thdorömes  sur  les  polyedres,  par  M.Meyer, 
lese  Theoreme  sind  folgende:  I.Dans  tout  tetraedre,  Pexc^s  de  la 
somme  des  angles  diedres  sur  la  somme  des  angles  solides  est 
egale  ä  quatre  angles  diedres  droits,  w  II.  Dans  toure  pyramide, 
Pexces  de  la  somme  des  angles  diedres  sur  celle  des  angles  so- 
lides est  egale  ä  autant  de  Ibis  deux  angles  diedres  droits  qu'il 
y  a  de  cot  es  dans  la  base  moins  un.  »—  III.  Dans  tout  polyedre 
convexe,  Pexces  de  la  somme  des  angles  diedres  Sur  celle  des 
angles  solides  est  egale  ä  autant  de  fois  deux  angles  diedres 
droits  que  le  polyedre  a  de  faces  moins  deux.  —  p.  2(J8.  Cin- 
miieme  Memoire  sur  linductlon;  par  M.  Elie  W  art  raann.^p.  277. 
Quelques  räflexions  theoriques  sur  le  changement  de  signe  elec- 
trique d'une  bouteilte  dechargde,  par  M.  A. J.Maas, —  Quelques 
mots  en  reponse  a  la  note  de  M.  Maas,  par  M:  Ji  G.  Crahav.— 
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p.  283.  Sur  des  actions  electrfcnies  exercees  ä  eitstände,  par  M. 
J.  G.  Crahay.  —  p.  341.  Sur  rrftat  de  la  v^gätation  ä  Bruxelles, 

rtondant  les  mois  de  fevrier  et  de  inars  1848,  par  .M.  A.  Quete* 
et.  —  i>.  442.  Note  sur  les  tremblements  de  terre  en  1847,  par 
M.  Alexis  Perrey.  —  p.  409.  Note  suppleaientaire  sur  le  mou- 
veraent  dynamique  de  l'electricite,  par  M.  A.  J.  Maas.  —  p.  482. 
Quelques  experiences  relatives  au  vol  des  oiseaux,  par  M. 
M.  Thi  ernesse  et  Gluge.  -  p.578.  Sur  les  lignes  longitudinales 
dans  le  spectre  solaire,  par  Kl.  J.  G.  Crahay.  —  p.  580.  Des 
rn-oportions  du  corps  humain,  par  M.  A.  Quetelet. —  p.  605. 
Sur  une  anomalie  dans  les  reactions  electriques,  par  M.  A. 
J.  Maas. 

Ausser  diesen  grosseren  Aufsätzen  enthalten  die  beiden  vor- 
liegenden Bande  noch  eine  grosse  Menge  kleinerer  interessanter 
und  wichtiger  Notizen  und  Mittheilungen,  von  denen  sehr  viele 
von  Herrn  Quetelet  herrühren. 

Das  Annuaire  de  l'Academie  Royale  des  sciences, 
des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Quator- 
zieme  annee.  Bruxelles  1848.  enthalt  p.  125.  eine  im  höch- 
sten Grade  interessante  und  anziehend  geschriebene,  von  Herrn 
Quetelet  verfasste  Notice  biograpnique  sur  leColonel 
G.  P.  Dandelin,  raembre  de  l'Academie  Royale  de  Bel- 
gique, r»e  le  12.  avril  1794,  mort  le  15.  fevrier  1847, 
der  durch  mehrere  ausgezeichnete  mathematische,  vorzüglich  geo- 
metrische Arbeiten  auf  das  Vortheilhafteste  bekannt,  und  der 
Wissenschaft  leider  durch  einen  zu  frühen  Tod  entrissen  wor- 
den ist. 


The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A. ,  F.  R.  S.  E. ,  Fellow  of 
St.  Peter's  College,  Cambridge,  and  Professor  of  Na- 
tural Philosophy  in  the  University  of  Glasgow.  Vergl. 
Literar.  Ber.  Nr.  XLIV.  S.  629. 

No.  XVII.  XVIII.  Notes  on  Hydroclynaroics.  IV.  Demon- 
stration of  a  Fundamental  Theorem.  By  G.  G.  Stokes.  —  On 
Symbolical  Geometry.  By  Sir  William  Rowau  Hamilton.  — 
On  certain  points  in  the  Theory  of  the  Calculus  ot  Variation«. 
By  the  Rev.  Harvey  Goodwin.  —  Suggestion  on  the  Integra- 
tion of  Rational  Fractions.  By  Pro  fesser  De  Morgan.  — 
Application  of  certain  Symbolical  Representations  of  Functions  to 
Integration.  By  ti>e  Rev.  Brice  Bronwin.  —  On  the  Streogth 
of  Materials,  as  influenced  by  the  Existence  or  Nonexistence  of 
certain  Mutual  Strains  amnng  the  particles  composing  them.  By 
James  Thomson.  —  On  the  Eiasticity  and  Strengt!)  of  Spi- 
ral Springs,  and  of  Bars  subjected  to  Torsion.  By  James 
Thomson. —  On  the  Mathematical  Theory  of  Electricity  in  Equi- 
librium.  IV.  Geometrical  Investigations  regarding  Spherical  Con- 
duetors.    By  William  Thomson.  —    On  Differentiation  with 
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Fractional  Indices,  and  on  general  Differentiation.  By  tfae  Rev. 
W.  Center.  —  Mathematical  Notes:  Demonstration -of  Pascal*» 
Hexagramme.  By  T.  Weddle.  —  On  an  Integral  Transforma- 
tion. By  A.  Cayley.  —  On  certain  Curves  traced  on  the  Sur- 
face  of  an  Ellipsoid  (Poinsofs  Poloids).    By  G.  J.  Allraan. 

No.  XIX.  will  he  publisbed  on  the  Ist  of  Fehruary  1849. 


Zu  Till.  XI.  S.  232,  Seit  dem  dort  Angeführten,  was  übrigens  seil 
längerer  Zeit  geschrieben  ist,  kam  mir  da«  Lehrbuch  der  Arithmetik 
ron  llr.  Theodor  Wittstein'1  zu  Gesicht,  das  in  seiner  zweiten  Ab- 
theilung S.  102  ff.  Tollständige  Regeln  enthält. 


Thl.  XI.  S.  2?4  Zeile  8,  12,  13,  U  v.  o.  muss  statt  r  stehen  tn. 


B  e  r  i  cb  t  i  g  u  n  g  e  ii. 


J.  Dicnger. 
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Aiterarisclter  Bericht 


Arithmetik. 


Sammlung  von  algebraischen  Aufgaben  zum  Ge- 
brauch bei  dem  Unterricht  von  W.  H.  v.  Rouvroy. 
Hauptmann  im  K.  Sächs.  Artillerie-Corps  und  Lehrer 
der  Math,  an  der  Militair-Bil  dungsanstalt.  Erste  Ab- 
theilung. Aufgaben.  Dresden.    1848.   8.   Preis  %  Thlr. 

Der  Inhalt  dieser  Sammlung  algebraischer  Aufgaben  ist  fol- 

f ender:  Vorübungen.  —  Aufgaben  über  die  vier  Rechnungsarten 
er  Buchstabenrechnung.  —  Uebungen  in  der  Factorenzerfallune, 
im  Quadriren  und  Kubiren  algebraischer  Ausdrücke  und  im  Rech- 
nen mit  algebraischen  Brüchen.  —  Ausziehung  der  Wurzeln  und 
Rechnung  mit  Wurzelgrossen.  —  Reduction  der  Gleichungen  mit 
einer  Unbekannten.  —  Auflösung  von  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten.  —  Auflosung  von  Aufgaben  durch  Gleichungen.  — 
Uebungen  in  der  Anwendung  der  Anfangsgründe  der  Combinations- 
lehre  und  der  Lehre  von  den  Reihen  so  wie  im  Gebrauch  des 
Newton'schen  Binomium.  —  Uebungen  im  Rechnen  mit  Logarith- 
men. —  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  höherer  Gleichungen. 

Die  Aufgaben  sind  in  allen  Abschnitten  in  hinreichend  grosser 
Anzahl  vorhanden,  und  bieten  durch  ihre  Verschiedenartigkeit 
Stoff  zu  vielfachen  Uebungen  dar,  scheinen  auch  meistens  zweck- 
mässig gewählt  zu  sein.  Die  Auflösungen  der  Aufgaben  enthalt 
dieses  Heft  nicht,  und  werden  dieselben  wohl  in  einem  zweiten 
Hefte  nachfolgen  sollen.  Eine  solche  Trennung  der  Aufgaben  und 
Auflosungen  scheint  zweckmässig  zu  sein,  da  sich  dann  die  Auf- 
gabensammlung in  den  Händen  der  Schüler,  die  Auflösungen  nur 
in  den  Händen  des  Lehrers  befinden  können,  weon  es  auch  nicht 
fehlen  wird ,  dass  manche  Schüler  sich  bald  in  den  Besitz  des  die 
Auflösungen  enthaltenden  Hefts  setzen  werden.  Da  Lehrer  der- 
gleichen Aufgaben  eigentlich  nie  genug  haben  können,  so  werden 
sie  gewiss  auch  dieses  Büchlein  schon  von  selbst  nicht  ganz  un- 
beachtet lassen. 
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Oeometric. 

Geometrische  Aufgaben  mit  besonderer  Rücksicht 
auf  geome irische  Cons  truetionen.  von  E.  Adams.  Zwei- 
ter Abschnitt.  Aufgaben  über  Theilung.  Mit  sieben 
Kupfertafeln.    Wi titerthur.  1849.  8.  Preis  1V2  Thlr. 

Der  erste  Abschnitt  dieser  sehr  empfehlenswertheii  Samm- 
lung geometrischer  Aufgaben  mit  besoliderer  Rücksicht  auf  gen- 
metrische Constructiooen  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  XLL  S.  5U0. 
angezeigt  worden.  Den  früher  initgctheiltcn  4?  Aufgaben  über 
ein-  und  umschriebene  Figuren  hat  der  Herr  Verfasser  jetzt  noch 
8  zwar  nicht  ganz  in  dieselbe  Kategorie  gehörende,  aber  doch 
verwandte  Aulgaben  hinzugefügt,  und  der  zweite  Abschnitt  über 
Theilungen  enthält  45  Aufgaben,  so  dass  die  ganze  Schrift  über- 
haupt 100  Aufgaben  enthalt.  Jedenfalls  gehört  diese  Sammlung 
zu  aen  instruetivesten  Büchern  ihrer  Art,  und  muss  Lehrern  und 
weiter  vorgerückten  Schülern  angelegentlichst  empfohlen  werden. 
Dass  die  gegebenen  Auflösungen  fast  alle  elegant  sind  und  viele 
Eigentümlichkeiten  darbieten,  brauchen  wir  denen,  die  des  Herrn 
Verfassers  frühere  geometrische  Schriften  keuneu,  nicht  erst  zu 
versichern.  Von  den  meisten  Aufgaben  giebt  der  Herr  Verfasser 
verschiedene  Auflösungen ,  welches  zu  lehrreichen  Vergleichuugen 
Veranlassung  giebt.  Möge  das  lehrreiche  Buch  recht  vielen  Nutzen 
stiften  und  zu  immer  grösserer  Belebung  des  so  wichtigen  geome- 
trischen Unterrichts,  und  des  mathematischen  Unterrichts  über- 
haupt beitragen,  dessen  hohe  Bedeutung  namentlich  in  der  jetzi- 
gen auf  das  wahrhaft  Nützliche  mit  Hecht  immer  mehr  hiustre- 
oenden,  und  vielen  eiteln  veralteten  Kram  (hoffentlich  auch  bei  m 
Unterrichte)  von  sich  werfenden  Zeit  gewiss  immer  mehr  erkannt 
und  beherzigt  werdeu  wird. 

Die  Winkelcoordinatcn.  Ein  neues  Coordinaten- 
system.  Mathematische  Abhandlung  von  B.  Sommer. 
Mit  drei  Figureutafein.  Coblenz.  1848.  4.  1  Thlr.  15  Sgr. 

Diese  ausgezeichnete  Schritt  verdient  jedenfalls  allgemeiner 
bekannt  zu  werden  und  eine  etwas  weitläufigere  Besprechung,  als 
sonst  in  diesem  literarischen  Berichte  gewöhnlich  ist.  In  der  Ein- 
leitung sagt  der  Herr  Verfasser:  „Das  Bestreben ,  die  räumlichen 
Verhältnisse  durch  Zahleiiwcrthe  auszudrücken,  hat  die  analyti- 
sche Geometrie  hervorgerufen,  und  grade  hieraus  entspringt  die 
Quelle  der  grossartigen  Resultate,  durch  welche  das  Feld  der 
ermittelten  Wahrheiten  so  bedeutend  vergrössert  worden,  da  man 
nun  auch  umgekehrt  sich  in  den  Stand  gesetzt  sah,  allen  den  un- 
endlich manmeh faltigen  Umformungen  in  der  Arithmetik  eine  geo- 
metrische Bedeutung  unterleget)  zu  können.  — -  Die  erste  Bedin- 
gung einer  solchen  Uebersetzung  in  die  Zahlensprache  ist  nun  die 
gehörige  Bestimmung  eines  Punktes;  aus  de.n  verschiedenen  Ar- 
ten, wie  diese  vorgenommen  werden  kann,  entspringen  die  ver- 
schiedenen Zweige  der  analytischen  Geometrie.  —  Wir  wollen  die 
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einfacheren  ßestiminungsarten  hier  kttrs  aufzählen:  —  Die  erste, 
die  ihrer  Natur  nach  am  frühesten  angewendet  wurde,  verlangt 
die  Angabe  der  parallelen  Abstände  des  bezüglichen  Punktes  mit 
den  Schenkeln  eines  als  der  Lage  nach  fest  angenommenen  Win- 
kels. Dies  sind  die  Punktco ordinaten,  die  in  den  meisten 
Fällen  rechtwinklig,  nach  dem  festen  Winkel,  gewählt  werden.— 
Die  zweite  Art  geschieht  dadurch,  dass  man  nur  eine  Grade  und 
in  ihr  einen  Punkt,  den  Pol,  als  fest  betrachtet,  wo  dann  zur 
Auffindung  eines  beliebigen  Punktes  die  Entfernung  desselben  vom 
Pole  und  die  Neigung  dieser  letztem  gegen  die  gegebene  feste 
Grade  hinreicht  Dies  sind  die  Polarcoordiiiaten.  —  Dieje- 
nige Art  nun,  die  diese  Abhandlung  in's  Leben  gerufen  hat,  be- 
stimmt einen  Punkt  durch  die  Winkel,  welche  die  Entfernungen 
desselben  von  zweien  festen  Punkten  mit  der  durch  diese  letzte- 
ren laufenden  Graden  bilden.  Wir  wollen  diese  Ermittelung« weise 
die  der  Winkelcoordinaten  nennen. —  In  den  erwähnten  drei 
Systemen  ist  demnach  die  Bestimmung  vollführt,  entweder  durch 
zwei  Abstände,  oder  durch  einen  Abstund  und  einen  Winkel,  oder 
drittens  durch  zwei  Winkel.  —  Man  hat  noch  eine  ander«;  Bestim- 
mung zu  einem  ungemein  fruchtbaren  Systeme  gewählt*),  bei 
welchem  der  Punkt  mittelbar  durch  gerade  Linien,  die  durch  ihn 
gehen,  aufgefunden  wird,  während  diese  Graden  selbst  durch  ihre 
Abschnitte  an  den  Schenkeln  eines  festen  Winkels  ermittelt 
werden." 

Auf  die  Winkelcoordinaten  hat  nun  der  Herr  Verfasser  ein 
schönes  System  der  analytischen  Geometrie  gegründet,  welches 
allgemeiner  beachtet  zu  werden  recht  sehr  verdient,  und  wenn  er 
selbst  auch  in  der  Vorrede  in  sehr  bescheidener  Weise  bei  den 
Lesern  seiner  Schrift  Entschuldigung  wegen  der  kleinen  Zahl  der 

fegebenen  Entwickejungen  anspricht,  so  reicht  doch  das  von  ihm 
is  jetzt  Gegebene  jedenfalls  vollständig  hin,  um  die  Fruchtbar- 
keit des  neuen  Coorainatensystems  deutlich  übersehen  zu  lassen, 
und  legt  zugleich  ein  schönes  Zeugniss  von  der  Gewandtheit  des 
Herrn  Verfassers  in  analytisch -geometrischen  Betrachtungen  ab. 
Der  Hauptinhalt,  auf  dessen  Angabe  wir  uns  hier  beschränken 
müssen,  ist  folgender:  Einleitung.  —  Erstes  Kapitel.  Die 
selbstständige  Behandlung  der  Winkelcoordinaten  auf 
den  Punkt  und  die  gerade  Linie  angewendet.  Zweites 
Kapitel.  Die  Winkelcoordinaten  in  Beziehung  auf  die 
Punktcoordi  naten  betrachtet,  Jedoch  nur  insoweit 
dies  die  Theorie  der  graden  Linie  betrifft.  —  Drittes  , 
Kapitel.  Die  Winkelcoordinaten  auf  die  Curven  des 
zweiten  Grades  augewendet.  —  Viertes  Kapitel.  Rela- 
tionen, welche  allen  Curven  zukommen.  —  Schluss- 
bemerkuug. 

Bemerken  müssen  wir  noch,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der 
Grundidee,  aus  welcher  seine  Schrift  hervorgegangen  ist,  mit 
Herrn  Doctor  Swelleugrebel  in  der  im  Literarischen  Bericht 
Nr.  XXXVIII.  S.  549.  angezeigten  Schrift  zusammengetroffen  ist. 
Dass  aber  hier  von  einem  Plagiat  nicht  im  Entferntesten  die  Rede 
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sein  kann,  zeigt  die  in  beiden  Schriften,  deren  jede  ihre  sehr 
verdienstlichen  Seiten  hat,  befolgte  Bchandlungsweise  und  auch 
der  materielle  Inhalt  auf  das  Deutlichste.  Die  Grundidee  <!«•> 
Herrn  Verfassers  ist  ja  auch  an  sich  eine  so  einfache  und  sich 
so  leicht  von  selb.st  darbietende,  dass  es  gar  nicht  zu  verwundern 
ist ,  dass  zwei  Personen  fast  gleichzeitig  auf  dieselbe  kommen 
können ;  und  das  Verdienstliche  liegt  ja  auch  bei  mathematischen 
Dingen  meistens  nicht  in  der  Grondanschauitng,  sondern  in  der 
Art  und  Weise,  wie  das  Gebäude  auf  derselben  aufgeführt  ist, 
was  gerade  im  vorliegenden  Falle  recht  in  die  Augen  fallend  her- 
vortritt. Die  Schrift  des  Herrn  Verfassers  ist  jedenfalls  eine  pnz 
selbstständige  Arbeit,  woran  kein  Vernünftiger,  der  beide  gleich 
verdienstlichen  Schriften  mit  einander  vergleicht,  einen  Augen 
blick  zweifeln  kann. 

Namentlich  ist  auch  jüngern  Mathematikern ,  die  mit  der  ge 
wohnlichen  analytischen  Geometrie  schon  hinreichend  bekannt  sind, 
die  vorliegende  Schrift  zu  weiterer  Uebung  in  diesem  schönen 
und  fruchtbaren  Theile  der  Mathematik  recht  sehr  zu  empfehlen 


Trigonometrie. 

M .  s.  weiter  unten  :  N  a  11 1  i  k. 


Praktische  Mechanik. 

Lehrbuch  der  Anwendung  der  Mechanik  auf  Mai 
nen.    Von  J.  V.  Poncelet.    Deutsch  herausgege  ben  von 
Dr.  E.  H.  Sehnuse.    Zweiter  Band.  Zweite  Abtheiluaft 
Mit  einer  lith  ographirten  Tafel.    Dar  inst  ad  t  IS  AS.  s 
J  Thlr.  7  Sgr.  0  Pf. 

Schon  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXII.  S.  338.  haben  wir  uns  über 
die  Verdienstlichkeit  der  Verpflanzung  dieses  ausgezeichneten 
Werkes  eines  der  ersten  französischen  Mathematiker  auf  deut- 
schen Boden  ausgesprochen,  weil  manchem  Praktiker  doch  Hie 
Darstellung  in  einer  fremden  Sprache  manche  Schwierigkeit  dar- 
bieten, und  auch  der  hohe  Preis  des  Originals  manchen  von  der  An« 
Schaffung  abhalten  möchte.  Deshalb  bat  es  uns  Wunder  genommen, 
dass  zwischen  dem  Erscheinen  der  ersten  Abtheiluns  des  zweiten 
Bandes  im  Jahre  1845  (m.  s.  Liter.  Bericht.  .Nr.  XXVII.  S.  401.)  u»'1 
dem  erst  jetzt  (1848  steht  zwar  auf  dem  Titel,  aber  nur  eben  erst 
in  diesem  Augenblicke  ist  das  Buch  in  unsere  Hände  gelaust' 
erfolgten  Erscheinen  der  zweiten  Abtheilung  desselben  Barnim 
ein  so  langer  Zeitraum  verflossen  ist,  wenn  darin  von  unserer 
Seite  kein  Irrthum  obwaltet,  was  wir  jedoch  nicht  glauben.  D'e 
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Uebersetzung  liest  sich  gut,  die  Ausstattung  lässt  nichts  zu  wün- 
schen übrig,  und  wir  wünschen  daher  recht  sehr,  dieses  ausge- 
zeichnete Werk  in  den  Händen  aller  derer  zu  sehen,  welche  sich 
mit  dem  Bau  und  der  Beurtheilung  von  Maschinen  zu  beschäfti- 
gen Beruf  und  Veranlassung  haben,  wobei  wir  schliesslich  noch 
bemerken  wollen,  dass  die  vorliegende  zweite  Abtheilung  des 
zweiten  Bandes  hauptsächlich  die  Theorie  des  Widerstandes 
fester  Körper,  und  die  Theorie  der  Dampfmaschinen  und  Loco- 
motiven,  endlich  auch  einen  Abschnitt  über  die  von  Girard  er- 
fundene neue  Schiffscbleuse  mit  Schwimmer  enthält. 

Nautik. 

Loxodromische  Trigonometrie.  £in  Beitrag  zur 
Nautik.  Von  Johann  August  Grunert.  Leipzig.  1849. 
8.   21  Ngr. 

Diese  Schrift  enthält  die  Darstellung  einer  neuen  mathemati- 
schen Doctrin,  die  dem  einen  der  beiden  Theile,  in  welche 
sich  füglich  die  Steuermannskunst  theilen  lässt,  zur  wissenschaft- 
lichen Grundlage  dient,  und  liefert,  unter  Voraussetzung  der 
sphäroidischen  Gestalt  der  Erde,  die  vollständige  Auflösung  aller 
in  diesem  Theile  der  Steuermannskunst  vorkommenden  Autgaben. 
Der  Schiffer,  welcher  immer  eine  längere  Zeit  denselben  Curs 
beizubehalten  genothigt  ist,  segelt  während  dieser  Zeit  nach  einer 
alle  Meridiane  unter  demselben  Winkel  schneidenden  Linie,  die 
unter  dem  Namen  der  Rhumb  -  Linie  oder  der  loxodromiscben 
Linie  bekannt  ist.  Unter  einem  loxodromiscben  Dreieck  wird  ein 
Dreieck  zwischen  drei  Punkten  auf  der  Oberflache  des  Erdellip- 
soids  verstanden,  dessen  eine  Spitze  immer  in  dem  einen  Erd- 
nole  liegt,  der  mit  den  beiden  andern  Spitzen  durch  Meridian- 
bogen  verbunden  ist,  und  die  beiden  andern  Spitzen  selbst  sind 
durch  eine  Loxodrome  mit  einander  verbunden,  woraus  sogleich 
die  Analogie  solcher  Dreiecke  mit  den  sogenannten  sphäroidischen 
Dreiecken  erhellen  wird.  In  einem  loxodromiscben  Dreiecke  sind 
aber,  da  die  Loxodrome  gegen  alle  Meridiane  unter  gleichen 
Winkeln  geneigt  ist,  nicht  wie  in  einem  sphäroidischen  Dreiecke 
sechs,  sondern  nur  fünf  Stücke  zu  betrachten,  nämlich  die  Brei- 
ten seiner  beiden  nicht  mit  den  Erdpolen  zusammenfallenden 
Spitzen,  die  Längendifferenz  dieser  beiden  Spitzen,  der  Curs 
(VVinkel  der  Khumb-Linie  mit  den  Meridianen)  und  die  sogenannte 
gesegelte  Distanz ,  d.  h.  die  Loxodrome  oder  Rhumb-Linie,  welche 
die  beiden  in  Rede  stehenden  Spitzen  mit  einander  verbindet,  und 
die  loxodromische  Trigonometrie  beschäftigt  sich  mit  der  vollstän- 
digen Aullosung  dieser  Dreiecke;  da  wie  in  allen  Trigonometrieen 
auch  hier  immer  drei  Stücke  als  gegeben  betrachtet,  die  beiden  ande- 
ren Stücke  gesucht  werden .  so  kommen  in  der  loxodromiscben  Trigo- 
nometrie überhaupt  zehn  Aufgaben  vor.  Was  nun  die  „ebene 
Trigonometrie«  für  die  „nied  ere  Geodäsie**,  die  „sphä- 
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rische  Trigonometrie"  für  die  „höhere  Geodäsie"  and 
die  „sphäroidische  Trigonometrie"  für  die  „höchste 
Geodäsie"  ist,  dasselbe  ist  die  „loxodromische  Trigono- 
metrie", —  als  eine  neue  vierte  Trigonometrie—,  für  den  Theil 
der  „Steuermannskunst",  welcher  gewissermassen  die  Geo- 
däsie auf  dem  Meere  ist,  sich  bei  seinen  Messungen  nur  des 
Logs,  des  Saudglases  und  des  Kompasses  bedient,  und  daher 
nicht  in  das  Gebiet  der  nautischen  Astronomie,  als  den  andern 
Theil  der  Steuermannskunst,  Rillt.  Wie  schon  cesagt,  sind  alle 
Aufgaben  der  loxodro mischen  Trigonometrie  in  dieser  Schrift  auf- 

Selöst  worden,  so  dass  dieselbe  eine  vollständige  systematische 
Behandlung  dieser  neuen  Wissenschaft  liefert,  immer  ganz  allge- 
mein für  die  Erde  als  EHipsoid,  wovon  aber  der  Uebereang  zur 
Kugel  in  allen  Fällen  leicht  dadurch  vermittelt  wird,  dass  man 
die  Excentricität  als  verschwindend  betrachtet.  Ausserdem  ent- 
hält diese  Schrift  auch  die  mit  der  loxodromischen  Trigonometrie 
unmittelbar  zusammenhängende  Theorie  der  Seekarten  mit  wach- 
i  senden  Breiten  oder  der  sogenannten  Mercator's- Karten,   und  die 

Theorie  der  Meridionaltheile,  welche  der  Zeichnung  der  anwach- 
senden Seekarten  zur  nothwendigen  Gm nd läge  dient  Dass  dann 
auch  endlich  noch  die  graphische  Auflösung  der  in  der  nauti- 
schen Praxis  am  häutigsten  vorkommenden  Aufgaben  der  loxodro- 
mischen  Trigonometrie  mit  Hülfe  der  Seekarten,  was  der  S-hiffer 
vorzugsweise  „Bestecksetzen"  oder  „Absetzen"  nennt,  ge- 
geben worden  ist,  braucht  wohl  kaum  noch  besonders  erinnert  zu 
werden. 

Ich  hoffe  und  wünsche,  dass  diese  Schrift  sowohl  wegen 
ihres  theoretischen  Inhalts  und  der  in  ihr  gegebenen  streng  sy- 
stematisch geordneten  und  gegliederten  Darstellung  einer  neueo 
mathematischen  Wissenschaft  für  den  Mathematiker,  als  auch 
wegen  der  höchst  wichtigen  praktischen  Anwendungen,  denen 
diese  neue  Wissenschaft  iure  Enstehung  verdankt,  für  den  wissen- 
schaftlich gebildeten  Seemann  von  Werth  und  Interesse  sein  werde 
und  möge.  Da  Deutschland  in  der  jetzigen  bewegten  Zeit  das 
Glück  seiner  Zukuuft  vorzugsweise  mit  auf  die  Herstellung  einer 
den  übrigen  seefahrenden  Nationen  Achtung  gebietenden  Flotte 
gründet,  so  kann  es  nicht  fehlen,  dass  auch  die  nautischen  Wis- 
senschaften bald  einen  grösseren  Aufschwung  als  bisher  in  unse- 
rem Vaterlandc  nehmen  müssen,  und  hierzu  ein  Scherflein  bei- 
zutragen, ist  mit  ein  Zweck  dieser  Schrift.  Hoffentlich  wird  es 
aber  dein  Verfasser  bald  vergönnt  sein,  die  weiteren  Früchte  sei- 
ner schon  seit  einer  Reihe  von  Jahren  aus  besonderer  Neigung 
unternommenen  nautischen  Studien  und  Arbeiten  in  einem  grösse- 
ren Werke  über  die  Principien  der  Schiffsbaukunst  und  des 
Scbiffsmanoeuvres  dem  mathematischen  und  nautischen  Publikum 
vorzulegen;  möge  so  wie  die  vorliegende  loxodromisebe  Trigono- 
metrie auch  künftig  dieses  grössere  Werk  freundliche  Aufnahme 
finden  I  Gr. 

.1  »  ' 
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Vermischte  Schriften. 

Mittheilungen  Her  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  105.  bis  Nr.  130.  (Vom  20.  December  184? 
bis  15.  Juni  1848). 

Wegen  des  sich  immer  mehr  anhäufenden  Materials  ist  die 
Anzeige  der  obigen  Nummern  dieser  sehr  verdienstlichen  Mitthei- 
lungen, deren  Nr.  104.  im  Literar.  Ber.  Nr.  XLH.  S.  OOS.  ange- 
zeigt worden  ist,  ungebührlich  verspätet  worden. 

C.  Brunner,  Sohn,  Bericht  über  neue  Untersuchungen  der 
Cohäsion  der  Flüssigkeiten-  (Nr.  105  u.  100.) 

Bei  diesem  lehrreichen  Aufsätze  befindet  sich  auch  ein  Brief 
von  Herrn  Kud.  Merian,  Sohn,  in  Basel,  der  eine  scharfe  Kri- 
tik der  von  Herrn  Dr.  Buys-Ballot  in  seinem  Aufsätze:  „(Jeher 
den  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Synaphie  (PoggeudorfTs  An- 
nalen.  B.  71.  S.  177.)"  angewandten  Berechnungsweise  enthält, 
welche  die  von  Herrn  Dr.  Buys-Ballot  a.  a.  O.  erhaltenen  Re- 
sultate als  sehr  zweifelhaft  erscheinen  lässt. 

S.  155.  fährt  Herr  Brunner  einen  schönen  Spruch  von  Fnn- 
tenelle  an,  der  uns  bisher  unbekannt  gewesen  ist,  und  vielleicht 
manchem  Leser  des  Archivs  ebeo  so  viel  Vergnügen  machen  wird, 
wie  er  uns  gewährt  hat: 

„Partout  dans  la  nature  il  y  a  de  la  göometrie;  mala  eile  est 
ordinairement  fort  eomplique>,  et  celle  qui  avait  fonde  nos  rai- 
sunnements  etait  trop  simple  pour  attraper  juste  les  effets  tels 
qifils  sont." 

Noch  ein  in  anderer  Beziehung  eben  so  schöner  Spruch  von 
Cuvier  über  die  Natur  im  Allgemeinen  wird  S.  160.  augefuhrt, 
und  mag  hier  auch  noch  stehen:  „Tout  se  lie,  tout  se  tient; 
chaque  existence  est  enchainee  une  autre  existence,  et  cette 
chaine  dont  nous  ne  pouvons  appercevoir  que  quelques  anneaux 
imperceptibles,  est  infiuie  en  longueur,  en  etenduc,  et  cn  duree." 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Nr.  107  und  108.) 

Hierin  auch  einige  schätzbare  Notizen  über  des  grossen 
L.  Euler  bei  Weitem  nicht  nach  Verdienst  hinreichend  bekann- 
ten Sohn  Johann  Albrecht  Euler,  von  dem  der  Herr  Verfas- 
ser mit  Recht  sagt:  „er  stand  neben  der  Sonne,  und  diese  ver- 
mochte er  nicht  zu  überglänzen".  J.  A.  Euler  war  den  16.  No- 
vember 1734  zu  Petersburg  geboren,  und  starb  daselbst  am 
5.  September  1800,  als  Sekretair  der  K.  R.  Akademie  der  Wis- 
senschaften. Sieben  Preisschriften  von  ihm  wurden  von  den  Aka- 
demien zu  Paris,  Petersburg,  München  und  Göttingen  gekrönt. — 
Vielleicht  ist  es  den  Lesern  des  Archivs  angenehm,  die  Abhand- 
lungen, welche  J.  A.  Euler  überhaupt  verfasst  hat,  bei  dieser 
Gelegenheit  dem  Titel  nach  kennen  zu  lernen,  und  wollen  wir 
dieselben  daher  hier  angeben ,  so  weit  unsere  Kenntoiss  reicht : 
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Ad  dissertationem  patris  de  tribus  numeris,  quorum  tarn 
summa,  quam  summa  productorum  ex  binis  sit  quadratura  (Acta 
Acad.  Petrop.  1779.  P.  L  Mem.  p.  40.). 

Recherches  des  mouvemens  d'un  globe  sur  un  plan  borlzon- 
tal  (Mem.  de  Berlin.  1758.  p.  284.  1760.  p.  261.). 

Oes  cerfs-volans  (Mem.  de  Berlin.  1756.  p.  322.). 

Eine  weitere  Ausführung  und  theilweise  Berichtigung  dieser  Theorie 
J.  A.  Euler«  der  Cometes  ou  cerf«  volan«  (das  unter  dem  Namen  flie- 
gende Drachen  bekannte  Spielwerk  der  Kinder)  enthält,  beiläufig  geaalt, 
da«  für  die  Schi fftbankuiMt  und  das  SehifTsmanoeuvre  wichtige  Werk :  „De 
1  a  constrnetion  et  de  la  raanoeuvredes  viiisseauz  et  antre« 
battments,  on  exanien  maritime  thäoriqne  et  pratique;  par 
Don  George  Juan;  tradnit  de  l'Kspagnol  par  M.  Leveque, 
T.  1.  Pari«.  1792.  4°.  p  3  72.  Die  Theorie  der  cerf«  volan«  ist  we- 
gen der  immer  noch  «ehr  im  Argon  liegenden  Theorie  de«  Widerstande« 
flö««iger  Massen  gegen  in  ihnen  bewegte  fe*tc  Körper  wichtig  und  ver- 
dient mit  Rücksicht  auf  diese  früheren  Untersuchungen  weiter  bearbei- 
tet zu  werden. 

Sur  le  tems  de  la  chutc  d'un  corps  attire  veis  un  centre  de 
forces,  en  raison  reeiproque  des  distances.  Mem.  de  Berlin.  1760. 
p.  250. 

Von  der  Bewegung  ebener  Flächen,  wenn  sie  vom  Winde 
eetrieben  werdeo.  Abhandlungen  der  Bairischen  Akademie.  B.  3. 
Tbl.  2.  S.  3. 

Projet  de  quelques  nouvelles  experiences  a  faire,  dout  l'idee  ro'est 
venue  en  examinant  les  differens  fourneaux,  qui  ont  ete"  recom- 
mandds  au  grand  Directoire  comme  les  meilleurs  relativement  a 
l'epargne  du  bois.   Mem.  de  Berlin.  1766.  p.  302.  319. 

Recherches  sur  l'arrimage  des  vaisseaux,  et  quelles  boones 

Sualites  on  en  peut  procurer  a  un  vaisseau.  Prix  de  l'Acad.  des 
c.  de  Paris.  T.  VIT.  Mem.  6. 

Sur  les  diverses  manieres  de  faire  avancer  les  vaisseaux  sans 
employer  la  force  du  vent.  Mem.  de  Berlin.  1764.  p.  240. 

J.  A.  Euler  war  auch  ein  fleissiger  astronomischer  und  me- 
teorologischer Beobachter. 

Mögen  diese  gelegentlichen  historischen  und  literarischen 
Notizen  geeignet  sein,  das  Andenken  an  einen  mit  Unrecht  fast 
ganz  vergessenen  Mathematiker  wieder  zu  erneuern. 


R.  Wolf,  über  den  gelehrten  Briefwechsel  der  BernoulU. 
Nr.  100. 

C.  Brunn  er,  Sohn,  Beiträge  zur  Kenntniss  der  schweizeri- 
schen Nummuliten-  und  Flyschformation  (Nr.  HO.  u.  111.). 

R.  Wolf,  Note  über  die  Transformation  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten  im  Räume  (Nr.  112.  u.  113.). 

C.  Schlfi Mi,  über  die  Relationen  zwischen  den  neun  Coai» 
nus,  durch  welche  die  gegenseitige  Lage  zweier  rechtwinkliger 
Coordinatensvsteme  bestimmt  wird.  (Nr.  112.  u.  Nr.  113.). 

(Auf  die  beiden  vorstehenden  Aufsätze  hoffen  wir  später  im  Archiv 
zurückzukommen). 
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R.  Wolf,  Nachrichten  über  die  Sternwarte  in  Bern.  Histo- 
rische Notiz.  Beobachtungen  eines  Mondhofes.  (Nr.  114.  u.  115.). 

C.  Branner,  Sohn,  Diamagnetismus  des  Eises.  (Nr.  114. 
u.  115.). 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Nr.  114.  u.  115.). 

Ein  für  die  Geschichte  der  Mathematik  interessanter  Aufsatz. 
Der  Schweizer  Burgi  hat  nämlich  wahrscheinlich  wenigstens 
gleichzeitig  mit  Neper,  wo  nicht  vor  demselben,  die  Logarith- 
men erfunden.  Obgleich  dies  bekanntlich  schon  Scheibe!  und 
Kästner  bemerkt  nahen,  der  letztere  auch  Burgi's  sogenannte 
Progresstabul,  die  er  zufallig  in  einem  Pack  alter  Schriften 
auffand,  in  seiner  Fortsetzung  der  Rechenkunst  beschrieben 
hat,  so  scheint  doch  Herr  Wolf  allerdings  jetzt  von  Neuem  ein 
Exemplar  dieser  Progresstabul  Burgi's  aufder  Königl.  Bibliothek 
in  Manchen  aufgefunden  zu  haben.  l)a  die  Sache  jedenfalls  histo- 
risch wichtig  ist,  so  dürfte  es  zweckmässig  sein ,  den  ganzen  Auf- 
satz des  Herrn  R.  Wolf,  wozu  derselbe  seine  Erlaubniss  ertheilt 
bat,  im  Folgenden  abdrucken  zu  lassen,  da  die  Mittheilungen  der 
nattirforschenden  Gesellschaft  in  Bern  wohl  nicht  in  die  Hände 
sehr  vieler  Leser  kommen  mSchten.  Alle  im  Folgenden  eingeklam- 
merte Zahlen  sind  in  der  Urschrift  roth  gedruckt,  was  sich  hier 
ohne  Weitläufigkeit  nicht  gut  bewerkstelligen  Hess. 

Heber  Bürgi'g  Logarithmen. 

Die  ungemein  grosse  Wichtigkeit  der  Logarithmen  fiir  die 
reine  und  angewandte  Mathematik  stempelt  ihre  Erfindung  zu  einer 
der  schönsten  des  17ten  Jahrhunderts,  und  berechtigt  England 
mit  Stolz  seines  Neper  zu  gedenken.  Aber  auch  die  Schweiz 
darf  sieb  mit  Freuden  ihres  Bür^i  erinnern,  denn  es  ist  mehr  als 
wahrscheinlich,  dass  Burgi  wenigstens  gleichzeitig,  wo  nicht  vor 
Neper,  ähnliche  Tafeln  construirte,  und  nur  durch  das  ihm  eigen- 
tümliche und  von  Kepler  mit  Recht  bitter  getadelte  Zugern  im 
Bekanntmachen  seiner  Erfindungen  um  den  Ruhm  der  ersten  oder 
wenigstens  Mitentdeckung  der  Logarithmen  gebracht  wurde.*) 

Scheibe!  theilt  im  zehnten  Stücke  seiner  Einleitung  zur  ma- 
thematischen Bücherkenntniss  mit,  dass  Benjamin  Bramer  in  seiner 
Beschreibung  eines  sehr  leichten  Perspectiv'  und  grundreissen- 
den  Instruments  auf  einem  Stamle  (Cassel  1030)  in  einer  Zuschrift 
an  Faulhaber  bemerke:  „Aus  diesem  Fundament  hat  mein  lieber 
„Schwager  und  Praeceptor  Jobst  Burgi,  vor  zwanzig  und  mehr  Jäh- 
eren, eine  schöne  urogress-tabul  mit  ihren  differentzen  von  10  zu 
„10  in  9  Ziffern  calculirt,  auch  zu  Prag  ohne  Bericht  in  Anno  1040 
„drucken  lassen.  Und  ist  also  die  Invention  der  Logaritb.:  nicht 
„des  Neperi,  sondern  von  gedachtem  Burgi  (wie  solches  vielen 
„wissend,  und  ihm  auch  Keplerus**)  zeugniss  gibt)  lange  zuvor 
„erfunden."   Niemand  hatte  aber  in  neuerer  Zeit  diese  Progress- 


*)  Vergleiche  hierüber  und  wegen  Burgi  überhaupt  Pag.  162  bis 
166  der  Mittheiliingcn  aus  dem  Jahre  1846. 

•*)  Nach  Scheinet  VII  in  Pnteccpti«  Tabul.  Rudolph.  C.  III.  Pag.  11. 
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tahul  uesehen,  bis  sie  Kästner  zufällig  in  einem  Pack  alter  Schril 
ti  n,   das  aus  Dojinelinavrs  <»<ler  Joli.  Christ.  Sturms  Bibliothek 
stammte,  auffand.  Lr  beschrieb  sie  auf  l'au'.  04— 105  seiner  fwr/- 
setzuna  ih  r  Iii rc/i ■rit/i un st  und  nach  ihm  Montucla  im  zweiten  Lande 
(Paa.10  und  11)  seiner  Geschichte  der  Mathematik. 

Bürffi's  Progreestabul  mochte  um  so  eher  unbekannt  geblie- 
ben sein  als  ihm  seine  Ilescheidenheit  nicht  erlaubt  hatte,  sie 
mit  seinem  Namen  auszustatten ,  und  auch  die  \\  iederaulThnduni: 
wurde  dadurch  natürlich ■  unzemein^  erschwert  Nachdem  ich  ne 
au 

hatte 
ei 

TaiVlnsammiuns',  hotitelt :  A&mätUche  und  geometrische  frMfteu 
Tabulen  tamSt  gründlichem  Unterricht,  wie  solch,'  nutznen  m 
allerlei  KechnHui/en  zu  gebrauchen  und  verstanden  werde*  t+l- 
Gedruckt  h>  der  alten  Stadt  Prag  bn  Jahr  1020.  Auf  dem  Ti- 
telblatt stehen  Im  Kreis  herum  folgende  Zahlen: 

(5000)  10.»  I  .Mi  107 

f 10000)  U0516539 

(i«hk))  

(20000)  I221S£5*5 

25000)   »Jggg 

(30000)  134(KS3K5<> 

3S000)  UMUm 

40000  i4yi794S6 

45000  um-nm 

mm  

S)  :  :  •  2ij,MM 

Ö0O0O  22*54510 

SiOOO)    233954743 

%Z\  :  :  :  

(05000)  ^)So.)M»V) 

(lootMK))  riMi.)^.; 

(105000)   28o/;>0lN 

(110000)  ........  30040< MM 

(115000)   315*01133 

120000)   3319ÖJ744 

IÄ000    31001-21*3 

130000)   »WM»*« 

(\:wm)  ^ö7165}2 

(1400(10)   405fiSS 

»!  :  :  jÄiag« 

(155000)   4,1110.>(S 

(lOOOOO)  4WS2Ö3023 

(105000)  rv.H>)550>0 

#170000)   547348210 

(175000)   5754000*20 
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(180000)   tX)49l03tKi 

(185000)   686023131 

(190000)   606525036 

(195000)   702800230 

CiOoooO)  ::;.vs.;i;jn 

(205000)    .   ?7«>7104«*»* 

(210000)  ........  816531267 

(215000)   K5N393504 

(220000)   902402087 

(225000)                            .  948666860 

(230000)  <»u;:,>n;  ;>.»; 

(230270)   .  1000000000 

Mitten  im  Kreise  steht: 

T.  B. 

(Die  ganze  Rote  Zahl  230270022) 
Die  ganze  Schwarze  Zahl  1000000000 

Jede  Seite  hat  in  vertikalem  Einlange  die  Nummern  0,  10, 
20... 500.    Die  Ueberschriften  dagegen  laufen  von  0  ,  500,  1000, 

1500  230000  fort.   Hei  dieser  letztem  Zahl  steht  1197303.').'»;. 

Dann  ist  noch  eine  nicht  mehr  in  das  vorige  Schema  passende 
Fortsetzung  Ins  auf 

(230270023)  ....       ,  .  999999999 

Die  nähere  Einrichtung  der  Tafel  ist  im  Uehrigen  in  folgen- 
dem Muster  enthalten: 


(4000) 

(4500) 

toOOO) 

(  ) 

(7500) 

(0) 

104080869 

101602551 

lO.)12iiS47 

• 

1077880 Cl 

(10) 

,  91277 

....13011 

.   .  37359 

• 

(20) 

104101680 

*>:U7-> 

  47873 

•  - 

(30) 

....  12097 

• 

(40) 

•  •  •  •  22oO^ 

..  ..4439» 

i  •<!■ 

• 

(50) 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

— 

• 

• 

• 

• 

• 

-  | 

• 

• 

• 

• 

■ 

(500) 

104602551 

105126847 

• 

Die  Betrachtung  dieser  Tafel  zeigt  zunächst,  dass  die  rolhcn 
Zahlen  eine  arithmetische  Progression  ,  die  schwarzen  Zahlen  aber 
eine  geometrische  Progression  darstellen,  also  die  rotheu  Zahlen 
Logarithmen  der  schwarzen  Zahlen  sind.  Ferner  wird  sogleich 
klar,  dass  Bürgi,  während  die  gewöhnlichen  Logarithmentafeln 
nach  dem  Vorgange  von  Neper  und  Brigg  die  Logarithmen  einer 
bestimmten  Zahlenfolge  enthalten,  umgekehrt  zu  einer  Logarith- 
menfolge  die  Zahlen  berechnete.  Da  Bürgi  in  seiner  Tafel  die 
(tanzen  und  Dezimalstellen  nicht  trennt,  so  ist  hierüber  eine  der- 
selben entsprechende  Annahme  zu  treffen.    Nimmt  man  nun  z.  B. 
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an .  Bürgi  habe  die  Logarithmen  auf  5,  die  Zahlen  auf  8  Dezi- 
malen gegeben,  d.  h.  es  sei 

l,00000=log2,71814593 

oder  es  «ei  2,71814593  die  Basis  der  Bürgischen  Loga- 
rithmen, so  erhält  man  durch  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Reihen  Air  die  Logaritbmenberechnung 

Iogl0=2,30270022 

was  ganz  mit  Bürgin  Tafel  übereinstimmt.  Die  gleiche  Ueberein- 
stimmung  zeigt  sicn,  wenn  man  in  Beziehung  auf  jene  Basis  den 
Logarithmus  irgend  einer  andern  in  Bürgis  Tafel  enthaltenen  Zahl 
berechnet,  und  es  ist  daher  die  obige  Annahme  eine  rich- 
tige. Die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist  bekanntlich 
2,7 18281 83  und  weicht  somit  nur  wenig  von  der  Basis  Bürgis  ab. 
Zur  Erläuterung  der  Abweichung  darf  man  wohl  nicht  annehmen, 
dass  sie  auf  einem  Rechnungstehler  Bürgis  beruhe:  denn  wenn 
man  sich  der  Berechnung  einer  Tafel  von  bedeutender  Ausdeh- 
nung unterzieht,  so  geht  man  gewiss  nicht  über  ihr  Fundament 
weg,  ohne  es  vorher  gründlich  geprüft  zu  haben.  Im  Gegentheil 
lässt  sich  jene  Abweichung  auf  eine  Weise  erklären,  die  Bürgis 
ohnehin  erwiesenem  praktischen  Sinne  Ehre  macht:  Unter  Vor- 
aussetzung der  natürlichen  Logarithmen  musste  nämlich  Bfirgi, 
wenn  die  Logarithmen  um  0,00010  fortschreiten  sollten,  seine  Zah- 
len mit  l.OOOO 100005  roultipliziren.  Vernachlässigte  er  aber  die 
5  Tausendmillionstel ,  so  hatte  er  immer  nur,  um  aus  einer  Zahl 
die  folgende  zu  erhalten,  zu  ihr  ihren  zehntausendsten  Theil  zu 
addiren,  wodurch  die  Berechnung  seiner  Tafel  ungemein  erleich- 
tert wurde,  ohoe  dass  sie  für  praktische  Zwecke  auch  nur  das 
Mindeste  an  Brauchbarkeit  verlor.  Dass  er  aber  seine  Zahlen  auf 
letztere  Weise  fand,  und  so  zu  jener  etwas  veränderten  Basis 
gelangte,  dafür  scheint  seine  Tafel  hinlänglich  zu  bürgen. 

Nepers  logarithmischer  Canon  erschien  6  Jahre  vor  Bürgis 
Progresstabul ,  und  es  kann  daher  von  einem  Prioritätsstreite  nie 
die  Rede  sein;  dagegen  sichern  einerseits  die  Zeugnisse  von  Kep 
ler  und  Bramer,  und  anderseits  die  im  Obigen  enthaltene  Aus- 
einandersetzung der  Abweichungen  zwischen  den  Tafeln  von  Neper 
und  Bürgi  dein  Letztem  jedenfalls  zum  wenigsten  die  Selbst- 
erfindung. Die  historische  Gerechtigkeit  hat  also  Bürgi  von  der 
auf  ihn  hin  und  wieder  gewälzten  Anklage  des  Plagiats  freizu- 
sprechen, und  ihn  bei  Erfindung  der  Logarithmen  wenigstens  in 
zweiter  Linie  ehrenvoll  zu  erwähnen. 


C.  Brunn  er,  Sohn,  Ueber  die  Wirkung,  welche  verschie- 
dene Substanzen  durch  Berührung  auf  nervenkranke  Personen  aus- 
üben. (Nr.  116—120.). 

R.  Wolf,  Notiz  zur  Geschichte  der  Gradmessungen  (Nr.  116 
-120.). 
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L.  Schlfifli,  Ueber  eine  Verallgemeinerung  de*  Lagrange- 
schen  Lehrsatzes ,  für  die  der  Beweis  noch  gefordert  wird  (Nr.  121. 
and  122.). 

(Wir  hoffen  späterhin  auf  diesen  Aufsatz  surücksukororoen). 

C.  Fische r-Ooster,  Ueber  Vegetationszouen  und  Tempera- 
tnrverhaltnisse  in  den  Alpen  (Nr.  123.  — 126.). 

(Wir  empfehlen  diesen  interessanten  Anfoatz  auch  Mnthematiltcrn, 
da  er  die  herrschenden  Gesetze  in  mathematischen  Formeln  darzustellen 
sucht). 

R.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  Beo- 
bachtung der  totalen  Mondfinsternis*  am  19.  März  1848.  (Nr.  127. 
u.  128.). 

L.  R.  v.  Fellenberg,  Destillation  von  Pfirsichblättern. 
(Nr.  127.  u.  128.). 

M.  Perty,  Bemerkungen  über  Bacillarien.  (Nr.  129.) 

R.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  Sonnen- 
flecken -Beobachtungen.  (Nr.  130.). 

Ausserdem  hat  Herr  R  Wolf  in  mehreren  Aufsätzen  seine 
Auszüge  aus  A.  v.  Hallers  Briefen  fleissig  fortgesetzt. 

The  Cambridge  and  Dublin  matheroatical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.  R.  S.  E.  etc.  Vergl.  Li- 
terar.  Ber.  Nr.  XLV11.  S.  661. 

No.  XIX.  On  the  Perfect  Blackness  of  the  Central  Spot  in 
Newton's  Rings,  and  on  the  Verification  of  Fresnel's  Formulae 
for  the  Intensities  of  Reflected  and  Refracted  Rays.  By  G.  G. 
Stokes.  —  On  a  General  Theorem  of  Definite  Integration. 
By  George  Boole.  —  On  Differentiation  with  Fractional  Indi- 
ces,  and  on  General  Differentiation.  Part.  II.  By  the  Rev.  Wil- 
liam Center.—  On  the  Theorems  in  Space  analogous  to  those 
of  Pascal  and  Brianchon  in  a  Plane.  By  Thomas  Weddle.  — 
Abstract  of  a  Memoir  by  Dr.  Hesse  on  the  Construction  of  the 
Surface  of  the  Second  Order  which  passes  through  Nine  given 
Poiots.  By  Arthur  Cayley.  —  On  the  Simultaneous  Transforma- 
tion of  Two  Homogeneous  Functions  of  the  Second  Order.  By 
Arthur  Cayley. —  On  the  Attraction  of  an  EHinsoid,  By  Arthur 
Cayley.  Part.  I.  On  Legend  res  Solution  of  the  Problem  of  Attrac- 
tion of  an  Ellipsoid  on  an  External  Point.  Part  II.  On  a  For- 
mula  for  the  Transformation  of  certain  Multiple  Integrals.—  On  a 
Class  of  Curves  on  the  Hyperboloid  of  One  Sheet  connected  with 
Generatrices  of  the  Surface.  By  R.  Townsend.  —  Geometrical 
Demonstration  of  some  Properties  of  Geodesic  Lines.  By  An- 
drew S.  Hart.  —  On  Svmbolical  Geometry.  Continued.  By  Sir 
William  Rowan  Hamilton.  —  Notes  on  Hydrodynaniics.  By 
William  Thomson.  —  Mathematical  Notes.  I.  On  a  Solution 
of  a  Cubic  Equatioo.  By  James  Co  ekle.  II.  Remarks  on  the  De- 
viation of  Falliog  Bodies  to  the  East  and  to  the  South  of  the 
Perpendicular;  and  Corrections  of  a  previously  published  Paper 
on  the  sarae  subject. 

No.  XX.  wiU  be  published  on  the  Ist  of  May ,  1849. 
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Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
ssenschaften   zu   Wien.   (S.  Literar.  Ber.  Nr.  XL VII. 

S.  656.). 

Viertes  Heft.  S.  7.  macht  Herr  Pro fes.  v.  Steinheil  in 
München  der  Akademie  die  folgende  interessante  Mittbeilung: 
„In  neuester  Zeit  habe  ich  eine  Ihnen  schon  bekannte  Idee  — 
ein  Wurfgcscboss  durch  Benutzung  des  Fugalschwunges  —  auf 
Veranlassung  des  Ministers  Heintz  im  Grossen  ausgeführt.  Ein 
an  drei  Centncr  schwerer  Kreisel  wird  vom  Dampfe  einer  Loco- 
motive  durch  eine  Reactionsturbine  in  Rotation  versetzt  und  bis 
zu  einer  Geschwindigkeit  von  hundert  Umgängen  in  der  Secunde 
beschleunigt,  wozu  etwa  zwei  Minuten  Zeit  erforderlich  sind.  Def 
Kreisel  schleudert  jetzt  dreilöthige  Kartätschenkugeln  von  ge- 
schmiedetem Eisen  mit  einer  Initialgeschwindigkeit  von  circa 
1100  Fuss  so  schnell  hinter  einander  nach  dem  beabsichtigten 
Ziele»  als  man  Kugeln  in  die  Maschine  einlaufen  lasst.  Das  Ge* 
schoss  ist  auf  einem  Eisenbahnwagen  aufgestellt»  gestattet  rasche 
und  sichere  Azimuthai-  und  Huben- Einstellung  uud  wird  voo  der 
Locomotivc  geschoben,  wenn  man  eine  Verteidigung  der  Bahn- 
linie oder  der  Bahnhofe  beabsichtigt.  Gestern  wurden  die  ersten 
Versuche  mit  dieser  Maschine  angestellt.  Sie  haben  ganz  den  von 
der  Theorie  gegebenen  Erwartungen  entsprochen.  Die  Aufstellung 
auf  der  Eisenbahn  kann  jedoch  erst  nach  meiner  Rückkehr  (von 
einer  amtlichen  Reise)  erfolgen.  Für  die  Dauerhaftigkeit  der  Ma- 
schine bei  so  überaus  grossen  Geschwindigkeiten  musste  auf  ganz 
eigne  Weise  Sorge  getragen  werden.  Sie  konnte  jetzt  Monate  Tang 
in  Bewegung  bleiben,  ohne  sich  merklich  abzunützen.  „Die  ma- 
thematische Klasse  der  K.  Akademie  erachtete  es  für  angemes- 
sen, das  Kriegs-Ministerium  auf  diese  Mittbeilung  aufmerksam  zu 
machen."  —  S. a.  Herr  Professor  Franz  Moth  in  Linz  überreicht 
eine  Abhandlung:  „Die  mathematische  Zeichensprache  in 
ihrer  organischen  Entwickelung.  —  S.  9.  —  S.  o7.  ist  eine 
ausführliche,  der  Beachtung  der  Physiker  sehr  wertbe  Abhand- 
lung von  dem  Director  der  Realschule  in  Meiningen,  Herrn 
Knochenhauer:  „lieber  die  Veränderungen,  welche  der 
En tladu ngsstr oiti  einer  elektrischen  Batterie  erleidet, 
wenn  mit  dem  Schlicssungsdrah  te  eine  zweite  Batterie 
in  Verbindung  gesetzt  wird4*  mitgetheilt.  —  S.  87.  Jelinek: 
„Elemente  des  von  de  Vico  am  20.  Februar  1846  ent- 
deckten Conieten."  —  S.  00.  Kyll :  „Abhandlung  über 
Orts  Versetzungen  durch  Rechnung  oder  über  die  Ele- 
mente der  Lage  rech  nung."  BeachtenswerÜi  in  Bezug 
auf  die  neuen,  aus  den  Literarischen  Berichten  hinreichend  be- 
kannten Bestrebungen  und  Versuche,  eine  Geometrie  der  Lage 
im  eigentlichen  Sinne  zu  begründen;  m.  s.  z.  B.  des  Herrn  Prof. 
Listing  in  Gottingen  im  Literar.  Ber.  Nr.  XLVIL  S.  652. 
angezeigte  Vorstudien  zur  Topologie,  die  allgemeiner  und 
in  einem  weitern  Kreise  bekannt  zu  werden  sehr  verdienen.  — 
S.  127.  Hart  man  n  Edler  v.  Franzenshuld:  „Ein  neues 
allgemeines  Gesetz  der  Dreieckseiten  und  desseu  An- 
wendungen." Der  Herr  Verfasser  geht  von  folgendem  Lehrsatze 
aus:  Wird  in  einem  Dreiecke  vom  Scheitel  des  von  den  Seiten  a 
und  6  eingeschlossenen  Winkels  zur  dritten  Seite  eine  Gerade  * 
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gezogen,  wodurch  die  Segmente  c  und  d  entstehen,  so  findet  die 
Gleichung 

(a*-c*-s*)tl  -f  (A4-rf*-**)c=ö 
Statt.  —  Peche:  ,, Heber  die  Bestimmung  der  Integrale 

r-^j^L^^  uni,  r~„  

«/  V  A+Bz+Cx*+Dx*       J  \  A  XBx\  C**+Dx*  \  Ex* 9 

wenn  n  eine  ganze  Zahl  vorstellt,  in  geschlossenen 
Formen.**  —  Herrmunn:  „Bestimmung  der  trigonome* 
trischen  Functionen  aus  den  Winkeln  und  der  Winkel 
aus  den  Functionen,  1ms  zu  einer  beliebigen  Grenze  der 
Genauigkeit.  Herr  Oberst  Herrmann  hat  in  der  mit  der  lieber 


schrill:  Rapports  des  longueurs  des  degres  au  rayon 
pris  pour  unite  versehenen  Cailct'schen  Tafel  die  folgenden 
Fehler  entdeckt,  was  wegen  der  grossen  Anzahl  dieser  Fehler 


jedenfalls  sehr  merkwürdig  und  wichtig  ist,  da  alle  Ca  Hel  schen 
Yafelu  bekanntlich  immer  liir  sehr  richtig  und  genau  gehalten 
werden;  in  den  hier  folgenden  verbesserten  Bogenlängen  ist  jede 
Ziffer,  welche  in  die  Call  etschelafel  statt  der  fehlerhaften  ein- 
zutragen ist,  umklammert: 

53"=:0,00025  69512  5(0)988  05407  66027 

59"  =0,00028  GÖ400    71854    02023  0218(0) 

Degres  modernes : 

13° =0/20420  35-224   8333(6)   5(>050  00718 

14=0,21991    14857    51285    52669  (2):]850 

17=0/20703  5375(5)   55132    42526  93247 

24  =  0,37699    11184    30775   (1)8S01  55172 

38  =0;59690  20(0)41    82000    71530  79022 

59  =0,92676   98328    08989    00534  6479(8) 

71  =1,11526  5(3)920  24376     59965  42384 

74=1,16238   9(2)818  28223    49823  11781 

75  =1,17809    72450  9617(2)  46442  34913 

Ausser  den  hier  angeführten  niatheinatischen  und  physikali- 
schen Abhandlungen  finden  sich  in  dem  vorliegenden  vierten  Hefte 
der  Sitzungsberichte  noch  viele  interessante  Abhandlungen  natur- 
wissenschaftlichen und  andern  Inhalts,  und  es  macht  in  der  That 
grosse  Freude  zu  sehen,  eine  wie  grosse  Thatigkeit  selbst  in  der 
jetzigen,  den  Wissenschallten  weniger  günstigen,  Zeit  die  Kaiser- 
liche Akademie  der  Wissenschaften  entfaltet. 
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Anzeige 


Herr  Professor  Dr.  Schlö milch,  welchem  das  Ar- 
chiv schon  eine  so  grosse  Anzahl  wcrthvoller  Beiträgt- 
verdankt ,  hat  bereits  im  September  v.  Jhrs.  gegen  mich  den 
Wunsch  ausgesprochen ,  dass  ich  seinen  zahlreichen  Freun- 
den durch  das  Archiv  anzeigen  möchte,  dass  in  Keiner  amt- 
lichen Stellung  Michaelis  1848  eine  Aenderung  eintreten  werde. 
Diese  für  den  Umschlag  bestimmte  Anzeige  hat  aber  bisher 
immer  nicht  recht  Platz  finden  können,  weshalb  ich  jetzt 
am  Schlüsse  des  12tenTheils  dazu  den  Literarischen  Bericht 
benutze.  Herr  Professor  Dr.  Sehl ö milch  hat  nämlich  Jena 
verlassen  und  eine  Lehrerstelle  an  der  neu  gegründeten 
Realschule  in  Eisenach  angenommen,  jedoch  mit  Reseni- 
rung  seiner  Stelle  in  Jena,  und  gewissermassen  nur  mit 
Urlaub  von  dort.  Die  Veranlassung  zu  dieser  Veränderung 
liegt  lediglich  darin,  dass  Herr  Professor  Dr.  Schlö  milch 
in  Jena  gar  kein  Gehalt  erhält  und  auch  in  der  nächsten 
Zukunft  keine  Aussicht  hat,  welches  zu  erhalten.  Wenn  sich 
Herrn  Professor  Dr.  Schlö  milch  auch  ohne  Zweifel  in  Ei* 
sen ach  ein  sehr  segensreicher  Wirkungskreis  eröffnen  wird, 
und  die  Thätigkeit  an  einer  Schule,  namentlich  im  mathe- 
matischen Lehrfache,  der  Freuden  so  mancherlei  darbietet, 
wie  ich  selbst  mit  freudigem  Rückblicke  auf  meine  zwölf» 
jährige  Wirksamkeit  als  Gymnasiallehrer  dankbarlichst  zu 
bekennen  nie  unterlassen  werde»  so  dass  mir  der  Rücktritt 
in  ein  solches  Amt  gewiss  nie  schwer  werden  würde:  so 
muss  ich  doch  jede  Universität  wahrhaft  beklagen,  die 
einen  so  ausgezeichneten  Lehrer,  Gelehrten  und  Schrift- 
steller wie  Herrn  Prof.  Dr.  Schlö  milch,  dessen  Stelle  sehr 
schwer  wieder  zu  ersetzen  sein  wird,  wegen  einiger  hun- 
dert Thaler  Gehalt  sich  verloren  gehen  lässt.  Der  neueu 
Realschule  in  Eisen  ach,  die  gewiss  auch  eine  erfreuliche 
Geburt  der  neuen  fortschreitenden  Zeit  ist,  wünsche  ich 
aber  aus  dem  Grunde  meines  Herzens  Glück  zu  der  Erwer- 
bung eines  so  trefflichen  Lehrers! 

Wenn  nun  die  geehrten  Leser  des  Archivs  in  demsel- 
ben Herrn  Schlö  milch  immer  noch  als  Professor  in  Jena, 
anderwärts  aber  vielleicht  als  Lehrer  an  der  neuen  Real- 
schule in  Eis  en ach  bezeichnet  finden,  so  werden  sie  aus 
dem  Obigen  leicht  das  wahre  hier  obwaltende  Sachverhalt- 
niss  zu  beurtheilen  im  Stande  sein.  0. 


D  ruck  fehler. 

* 

S.  257.  Z.  6.  atatt  5277868  eetze  man:  „5*778687«. 
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